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UKA PROVA DO TEORERA OC IIEIERSTRASS 

CLEBER BATISTA DE SOUZA 

ORIENTADORAS: VERA HELENA GIUSTI DE SOUZA 

CARMEN SILVIA CARDASSI 

Apresentamos, neste trabalho, a demonstração 
de ounham 

Jackson ([lj) para o teorema de Weierstrass de aproximações polino­ 

miais. 

TEOREMA DE WEIERSTRASS 

Se f é uma função contínua em um intervalo [a,b] e se e 

e um numero real positivo, então é possível construir um polinÔmio 

P tal 1 ( que P x)-f(x)I e •, para a< x < b. 

Dem. 

Sem perda de generalidade, podemos considerar 

uma vez que: se (a,bl<j:. [0,1), podemos transportar 

{0,1) mediante uma transformação linear que preserve 

desnecessárias de fedo polinÔmio P. 

(a,b) 

O<a<b<l, 

para 

as proprieda- 

Por conveniência, vamos estender f a R do seguinte modo: 

f(x) O, para x ~ O 

f(x) = (x/a)f(a), para O< x < a 

f(x) = ((1-x)/(l-b))f(b), para b < x < 1 

f(x) O, para x > 1. 
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1 J
11 

f(t) [1-(t-xf) ndt. J;; o 

Para O~ x ~ 1, o valor da Última integral nao se altera 

se os limites forem substituídos por -l+x e l+x, já que f se anula 

fora do intervalo (0,1), de -l+x a O e de 1 a l+x; portanto, 

1 
J n f1+x 

f(t)[l-(t-x)2]n dt. 
-1+x 

Fazendo t-x=u, teremos: 

1 
Jn J 

1 2 
f(x+u)(l-u )ndu. 

-1 ( 1) 

Multiplicando os dois membros da igualdade 

1 1 
Jn f 

1 2 
(1-u ln du 

-1 

por f(x), teremos: 

f(x) 1 
Jn / 

1 2 
f(x)(l-u )n du, 

-1 

já que f nao depende deu. Subtraindo (2) de (1) obtém-se: 

1 :ç 11 2 
(f(x+u)-f(x))(l-u )n du. 

-1 

( 2) 

(3) 

Seja e> O, arbitrário. Vamos mostrar que esta expressao 

se aproxima de zero quando n tende a - 
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Como fé uniformemente continua, existe 6 > O, 1ndepen- 

dente de x, tal que se [u ] ~ 6, então lf(x+u)-f(x)I < c/2. 

Seja Mo valor máximo de if(x)I; então lf(x+u)-f(x)l~2M, 

V u. 

Por outro lado, se lul > 6 > O, 

lf(x+u)-f(x)I < 2Mu2/62, V u. 

então 

if(x+u)-f(x)I < (c/2) + 2Mu
2/6

2
, V u. 

(u/6)2 > 1 e 

2 2 
Para qualquer valor de u, uma das quantidades e /2 ou 2Mu /6 

e maior ou igual a lf(x+u)-f(x)I, e certamente sua soma é maior ou 

igual a I f(x+u)-f(x) 1; logo, 

Consequentemente, para O< x ~ 1: 

IPn(x)-f(x)I ~ -j­ 
n f 

1 2 n 1 
lf(x+ul-f(x)l(l-u) du ~ J 

~ n 

J
, , 

e 2 n 1 f 2' 1-u ) du+ rn ~ _, r 2 )n+l 1 
2Mu2(l-u2)ndu= e+ 2M -u(l-u ? ~ -:;-7 2(n+ll 

n -1 

+ 

Tem-se (1-u2)n+l < (1-u2)0, já que O< 1-u
2 

< 1 

u e (-1,1) e portanto 

para 

1 f (1-u2)n+l du < _, r (1-u2)n du, isto e, _, < 1, de 
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1 e M onde se conclui que Pn(x)-f(x)I < 2 + ~ 
6 

1 
n+1 

M 1 e Para n suficientemente grande, obtemos~ n+l < 2 
e e 

go, IPn(x)-f(x)I < 2 + 2 =e, para O 2 x 2 1 e, em particular, 

a< X< b. 

Lo- 

para 
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