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Resumo

Muitos problemas em Engeharia requerem a resolugdo de sistemas lineares da forma

Ax=bonde a matriz A ¢ simetrica definida positiva de grande porte e esparsa.

Com o objetivo de diminnir o tempo computacional e a necessidade de meméria envolvidos na
resolugdo destes sistemnas foram propostos diversos al goritmos, Dentre os métodos iterativos, o método
dos gradientes conjugados tem se destacado muito na literatura, quando acoplado a pré-
condicionadores.

No presente trabalho sers apresentado um estudo comparativo de dois tipos de pré-condicionadores
¢m problemas estruturais. Mais especificadamente, serio considerados os pré-condicionadores de

Cholesky Incompletos e os de Cholesky Incompleto por blocos

Abstract

Some engineering problems require the solution of a linear system A x = b where A is a large
symunetric sparse positive definite matrix.

To diminish the computational costs and memory requirement involved in the solution of these
systems, some algorithms were proposed. Among iterative methods developed, the Conjugate
Gradient method has been shown up in the literature.

Some Preconditioners were presented to be used along with the Conjugate Gradient method, as
Incompiete Cholesky Preconditioners and Incomplete Block Preconditioners., but it is not possibie to
affirm which is more efficient to solve a system. The objective of the present paper is to do a

comparative study of some Preconditioners in structural problems.




Introducio

Muitos problemas na Engenharia requerem a solugio de um sistema de equagdes lineares da forma
Ax=b

onde 4 ¢ uma matriz de grande porte esparsa simétrica definida positiva n x n, & ¢ um vetor
conhecido, de dimensdo n e x & o vetor das incognitas. Sistemas de equacles com estas caracteristicas
surgem em varias aplicagdes praticas do Método dos Elementos Finitos, o que envolve a resoluciio de
sistemas cada vez maiores. O aumento na ordem dos mesmos tende 2 tornar 2 meméria e 0 tempo
necessario para resolvé-los muito grandes.

Os métodos numeéricos de resolugiio de sistemas lineares, sio apresentados em duas ¢lasses genéricas:
diretos e iterativos.

Na classe dos métodos diretos foram desenvolvidas diversas técnicas usando varios tipos de
armazenamentos cxplorando a simetria ¢ a esparsidade da matriz A dos coeficientes do sistema [1-4].
Relativamente aos métodos iterativos, também foram desenvolvidas diversas técnicas de resolucio de
sistemas esparsos de grande porte [5-8]. Para matrizes esparsas, que € o caso deste trabalho, 2
resolucio do sistema linear através dos métodos diretos pode apresentar preenchimentos. Mais
especificamente, efetuando a fatoragio da matriz 4 em locu, elementos que eram nulos em 4 podem
deixar de ser nulos nos fatores, aumentando o necessidade de meméria. Por outro lado, os métodos
iterativos sdo atrativos em termo de necessidade de meméria de armazenamento, uma vezZ que sua
aplicagio normalmente exige apenas o armazenamento de A, b, x e talvez mais um ou dois vetores.

Dentre os métodos iterativos desenvolvidos, o Método dos Gradientes Conjugados, tem se destacado
muito na literatura. Este método introduzido por Hesteness ¢ Stiefel {9). acoplado a idéias de Pré-
Condicionamento [7,8,10], tem se mostrado bastante util na resolugdo dos problemas mencionados.
Algumas técnicas de Pré-Condicionamento foram apresentadas para serem usadas em conjunto com o
Meétodo dos Gradientes Conjugados, entre elas pode-se citar os Pré-Condicionadores baseados na
Fatorizagdo de Cholesky Incompleta ¢ Pré-Condicionadores Incompletos de Blocos.

Entretanto, ndo se pode afirmar qual das técnicas de Pré-Condicionamento ¢ mais eficiente para a

resolucdo de determinado problema. Este fato leva a um estudo comparativo dos diferentes métodos de



Pré-Condicionamento em particular nos problemas que surgem do Método dos Elementos Finitos [11-

14].
O presente trabalho tem como objetivo efetuar um estudo comparativo dos dois tipos de Pré-

Condicionadores em problemas estruturais.

Definicoes e Notacdes

Um vetor em R™ sera indicado por

Xi
X2
X = .
Xn
Um produto escalar em RP ¢ dado por
1]
xTy =Xx)y i
i=l

Um conjunto de vetores { x| ,..., x p # € RM ¢ ortogonal se :

Um conjunto de vetores { X; .., X p} € R ¢ ortonormal se

0 se i#j
xTx =6, = PR
ol se i=j

A norma Euclidiana em R? ¢ dada por:

b - bl
i=t

Uma matriz em RMXN sery indicada por

ar diz "t Qs

aa dn " din
A= L .| =[as]

dmt  dm? **t dmn




Seja A uma matriz. Diz-se que os vetores (X ey x,, } em R" sdo A-ortogonais se :
T T
{Ax, ) xX; =0 seizj
Seja 4 uma matriz. Diz-se que os vetores { X1 yem Xy § em RY sd0 A-ortonormais se :

(Ax,) "x =g

A norma Euclidiana de matrizes ¢ dada por:

e, = Zleif
Para matrizes A quadradas, o niimero de condicgdo denotado por x (4) , é definido como *
K (A) =||A" "A_"“. Demonstra-se [14] que k (4) > 1. Uma matriz sers dita mal condicionada s¢ o
seu nimero de condigdo for grande.

Nesta segio sera considerado um problema geral Pe X a solucdo deste problema,

Sejax € R uma aproximagio de X e R". Define-se como erro o vetor y = R™ dado por :

y=x-x
Sejax ¢ R™ uma aproximaciio de X € RD. Para uma dada norma de vetor || - ||, diz-se que
Sabs = "'£ - x”
¢ 0 erro absoluto em X parax = 0.
Sejax € R"™ uma aproximagio de £ € R"™. Para uma dada norma de vetor Il i, diz-se que
_E-+of

¢ o erro relativo em X parax # 0.
Diz-se que uma seqiiéncia { xi } de vetores de R™ converge para X e RP ge
fim flx, — &) = 0.
k0

Um algoritmo iterativo para a solucdo do problema P gera, a partir de um ponto inicial, uma

sequéncia de vetores { Xk }. Se a convergéncia desta sequéncia para a solugio do problema P for

independente do ponto inicial, diz-se que a sequéncia converge globalmente.



Além disso se a sequéncia { X } convergente para X satisfizer a relagio

diz-se que a sequéncia converge linearmente para X com razio de convergéncia p.

As fungdes consideradas sio definidas num conjunio I = R™ ¢ assumen valores reais.
Assumindo que a fungfio f(x) possui derivadas parciais em relagio a todas as varidveis no ponto x, o

seu gradiente sera denotado por:

[4f ]
é.x;
of
_5xn

Vi(x)=

Seja I um conjunto aberto de RR Sef: I c R? » R possuir derivadas parciais segundas continuas,

entdo a matriz Hessiana denotada por H é definida como :

H=Wﬂﬂ=h§£ﬂ

Método dos Gradientes Conjugados

O Meétodo dos Gradientes Conjugados, ponto central desta segdo, utiliza algumas idéias de diregdes
A-conjugas [15] e do Método de Maior Decréscimo[16-17].

Método de maior decréscimo
Seja o sistema linear 4 x = 4 onde A4 ¢é uma matriz simétrica definida positiva e x* a solugdo do
sistema acima. Sendoy =x* -xoerroer=56-Ax o residuo, para x € R, verifica-se facilmente

quedy=r

Considera-se o problema de minimizagio do funcional

F(y)=y"dy =yl




Este problema € equivalente ao problema de resolver o sistema linear 4 x = 5.
A direcdo definida pelo gradiente de F ¢ aquela na qual F(y)= ” y”i varia o mais rapidamente
[12-13] e mais tem-se que VF =2 r. Portanto ¢ natural considerar um método iterativo onde:
XL p=xp+ O, p, com Pr=r
Demonstra-se [14] que o escalar que minimiza F é dado por:

ar = rfp;,
k _— .
PiAPk

Fatos :
1) Demonstra-se [12] que o Método de Maior Decréscimo converge sempre,

2) Demonstra-se [17] que a convergéncia ¢ global e a razdo de convergéncia é

p= ( j"+j:) onde 4, e 4, sdo respectivamente o maior ¢ ¢ menor auto-valor de A.
t

3) Pode-se reescrever a razdo de convergéncia como segue ;

ﬂ. /1 : -1 2 ﬂ.
1— n - . . - -
P [ﬂa"‘ﬂnj (K_+J onde x(A) 2, € o numero de condigiio espe matriz

Da expressdo acima nota-se¢ que dependendo de x a taxa de convergéncia pode ser proibitivamente
lenta. Este fato justifica a necessidade de procurar novas dire¢ies de busca conforme veremos na segio

seguinte.

Descri¢io do Método dos gradientes conjugados

Para evitar os problemas de convergéncia lenta que podem ocorrer no Método de Maior Decréscimo,
considera-se a seguir o Método das DiregBes Conjugadas {17], que serd obtido por uma escolha

diferente dos vetores py, .

Considere-se entdo a sequéncia {p;} de vetores dada por:

Pi+] =-Tee) + Bepi

onde

- P:Arkﬂ
ﬁk - T
P AP,



Teorema[14]
D <r, rj>=0 para i#j

(ii)<Ap,-,pj>=O para i#]

Observagies:
1. Se I # 0 para j=0,...,n-1 entfio necessariamente rp = 0. Dai 0 processo termina e o =0
e X+ ] =X = x*
2. Teoricamente o processo termina apés no midximo n passos. Logo o Método dos Gradientes
Conjugados ¢ um método direto. Devido aos erros de arredondamento, tem-se em geral ry, 0.

Para refinar o processo basta continug-lo, devido a sua natureza iterativa.

De posse dos fatos acima, o Método dos Gradientes Conjugados pode ser esquematizado como

segue.




ALGORITMO (Gradientes Conjugados) :

Passo 1 : faca k=0

escolha x
calcule rp=5 - 4 x

facapg = -1y
escolhae >0
Passo 2 :Se|lr || <& || b|viparao passo 9, sendo v para o passo 3
rer
Passo 3 : Calcule ¢, = ——TE7E
1A
Peadp,
Passod : Calcule xiv1 = X+, P,

Passo 5 : Calcule piy = — akAPk

T
Passo 6 : Calcule B, = L’f"r'—n‘f_'
re e

Passo 7 : Calcule Proy=—rea +ﬁk Py
Passo8:Se|lryppll<€ 1) vaparao passo 9, sendo faga k = k+1 e v4 para o passo 3

Passo 9 : Fim
Apesar de teoricamente o Método dos Gradientes Conjugados convergir em n passos, devido aos erros
de arredondamento, o término finito ndo ocorre. Além disso a convergéncia pode ser  lenta [8]) em
problemas de grande porte esparsos.

Os problemas de velocidade de convergéncia podem ser reduzidos utilizando o conceito de Pré-

Condicionamento que ser4 visto na préxima se¢do.



Gradientes Conjugados Pré-Condicionados

O uso de métodos iterativos diretamente em sistemas de equacles esparsos € pouco competitivo sc

comparado com os métodos diretos, devido a baixa taxa de convergéncia [8].
Para methord-la, uma técnica que é freqiientemente usada junto com os métodos iterativos € o pré-
condiéionamcnto. No pré-condicionamento, o sistema de equagGes original ¢ multiplicado por uma
matriz adequadamente escolhida tal que a matriz resultante esteja mais proxima da identidade do que
a matriz original. Isto implicard numa matriz bem condicionada, pois, a matriz resultante terd
niumero de condigdo proximo de um,

Segundo [10], 0 Método dos Gradientes Conjugados funciona bem em matrizes bem condicionadas,
Nesta se¢do serd mostrado como pré-condicionar um sistema linear para que a matriz dos coeficientes
assuma alguma destas formas.

Conforme ja mencionado, em aritmética exata, o Método dos Gradientes Conjugados fornecera a
solugio exata em no maximo n iteragdes, onde n ¢ a ordem da matriz A. Mas na pritica, devido aos
erros de arredondamento, o término deste algoritmo em n ou menos iteragies ndo & garantido. O pré-
condicionamento ¢ normalmente usado para melhorar a taxa de convergéncia [8]. A taxa de
convergéncia pode ser melhorada significativamente se o sistema original puder ser substituido por
outro equivalente (que serd visto logo a seguir), no qual a matriz transformada tenha muitos auto-
valores unitdrios. A idéia central do pré-condicionamento é construir uma transformagio que tenha
este efeito em 4.

Existem diversos tipos de Pré-Condicionamentos na literatura [5-7,10]. No decorrer das segdes
subsequentes serio apresentados alguns deles. Nio se pode afirmar qual deles é o "melhor". Conforme
mencionado na introdugio, o objetivo deste trabalho é efetuar um estudo comparativo de alguns tipos
de Pré-Condicionamentos em sistemas lineares que surgem de problemas de Engenbaria de

Estruturas.




Descri¢ciio do Método dos gradientes conjugados

pré-condicionados

Considere um sistema linear 4 x = b onde A € R™™ ¢ uma matriz simétrica definida positiva. A
idéia do Método dos Gradientes Conjugados Pré-Condicionados & aplicar o método do Gradiente

Conjugado visto na segdo anterior, a0 sistema transformado
A% =bh
onde A = CTAC!  ¥=Cx b = C~Th e C é uma matriz inversivel.
A matriz C devera ser escolhida de modo que seja A bem condicionada e proxima da matriz
identidade. Seja entio ¥+ = C xi uma aproximacio de X Fe= b-A4x, Pie=CPy Umavez
obtido X pode-se obter x via a equagio X=C ' X
Definindo-se o Pré-Condicionador B por B=CC’ e sendo Z;, a solugdo do sistema

B 23, = ry, obtem-se o Algoritmo a seguir:

10



ALGORITMO  (Gradientes Conjugados  Pré-

Condicionados) :

Pagso 1 : faga k=0

escolha x
calculery=5-4 X
calcule pg =-z, = - B/ rg

escolhag> 0

T
Passo 2 : Calcule o, = ——%z."_
pr.Ap,

Passo 3 : Calcule xiv1 = x: + P,
Passod : Calcule rvi=ri~a,Ap,

PassoS:Sefry,p i<l eviparao passo 10, sendo v4 para o passo 6

Passo 6 : resolva z;,,.; = B/ Prt ]

T
Passo 7 : Calcule B.= I—"%z’-"'—‘
A%

Fasso & : Calevie p,,,=—2z,,+ 8, P,

Passo9:Facak=k+ievéparaopasso2

Passo10 : Fim

Algumas observagaes importantes devem ser feitas sobre este proccdimento :
* se B = I ,obtém-se 0 método clissico dos Gradientes Conjugados
* s¢ B = A 0 método converge imediatamente
« 0 método requer o armazenamento de apenas cinco vetores 1 r, p, x, ze b .
® para que o Algoritmo seja uma técnica matricial esparsa efetiva. sistemas lineares da forma Bz=r

devem ser de ficil resolucdo ¢ com rapida convergéncia. Na pritica, o Pré-Condicionador ¢

11




usualmente escolhido de modo a se ter alguma estrutura especial tal que a solugio scia facilmente
determinada.

O Meétodo dos Gradientes Conjugados Pré-Condicionados ¢ uma combinacdo do métedo pure do
Gradiente Conjugado e de métodos diretos, onde os pré-condicionadores sdo os fatores que ponderam
esta combinagio.

Tanto uma boa matriz pré-condicionadora como um bom valer inicial podem acelerar o processo de
convergéncia do Método do Gradiente Conjugado Pré-Condicionado. A escolha de um bom Pré-
Condicionador pode ter efeito dramatico sobre a convergéncia do algoritmo,

Usando o Método do Gradiente Conjugado Pré-Condicionado, tem-se uma grande variedade de
opgdes para a solugdo iterativa do sistema linear,

Na segdo seguinte serdio apresentados exemplos de Pré-Condicionadores.

Pré-Condicionadores Incompletos de Cholesky

Uma das mais importantes estratégias de Pré-Condicionamento envolve o cilculo de uma
fatorizacdo incompleta de Cholesky da matriz 4. A idéia por detrds desta abordagem € calcular uma
matriz triangular inferior H com a propriedade de ter alguma estrutura de esparsidade tratdvel ¢ de

algum jeito ser proxima do fator de Cholesky exato L da matriz 4. O Pré-Condicionador ¢ entio

tomado como sendo B = HHT ou seja C=H .

—

Assim obtém-se; 4 = [
Um caminho ficil mas efetivo para determinar um H simples que aproxima I ¢ "caminhar” pela

redugio de Cholesky fazendo hij = 0 se o correspondente ajj for zero. Tem se entdo o seguinte

algoritmo :

i2



ALGORITMO ( Cholesky Incompleto)

Passo1:parak=1

faga A(k,k) = A(k,k) € v para o passo 2

Passp2 :para i =k+Ln se A(Lk) = 0 faca A(G.k) = 0, sendo faga A(f,k) = ___:((”c”;))

Passo 3 : paraj=k+1l:ne parai = j:n se A(i,j) = 0 faga A(i,j) = 0, senio faga
Al = AG,3) - AGLK) X A(j,k) e v4 para o passo 4

Passo 4 : faca k = k+1 ¢ se k < n v para o passo |

O problema com o algoritmo acima é que pode aparecer raiz quadrada de nimero negativo
{(problema de pivé negativo) no passo 1, uma vez que a condicio de definida positiva ndo € garantida
(devido a imposigdo de zeros em determinadas posigdes), Existem na literatura algumas maneiras de
tentar amenizar este problema [6,7].

Uma das formas que tentam evitar este problema, ¢ a substituicdo do pivé negativo por um niumero
positivo escolhido convenientemente. Neste trabalho o valor adotado foi o da diagonal principal

imediatamente anterior.

Pré-Condicionadores Incompletos de Bloco

A idéia de fatorizagdo incompleta resumida na subsecdo anterior tem uma analogia em bloco.
Hustra-se este fato olhando a fatorizagdo incompleta de bloco de Cholesky para a matriz de bloco

simétrica, definida positiva :
Ay A.,]
A [ As A
O caso da partigfio em 2 blocos como acima, ¢ bastante genérico e sera o caso tratado neste trabalho.

Entretanto, convém observar que a matriz pode ser particionada em um niimero maior de blocos e 0

tratamento dado neste caso ¢ analogo.
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Segundo [1] para matrizes armazenadas segundo o envelope ou de banda, nio ha preenchimento
fora do envelope, ou seja, para a matriz 4 acima se houverem biocos nulos eles permanecerio nuios
na decomposicdo de Cholesky completa.

A idéia ¢ zerar os blocos fora da diagonal principal e aplicar o Cholesky completo ou incompleto

para a matriz resultante, ou s¢ja, a matriz resultante sers
~ (A 0
4 "[ 0 4,
a qual serd aplicado o método de Cholesky completo ou incompleto.

Mais especificamente, sendo L o fator de Cholesky exato da matriz A, obter-se-4 uma matriz

* (L O _ .

L =[: 0' L, tal que se possa facilmente resolver sistemas que envolvam o Pré-Condicionador
= =T

B=L L .

Durante 2 resolugio do sistema f sz = Bz = r deve-se resolver efetivamente dois sistemas

lineares a saber : zrz =w e Lw= r . Entfio para resolver

0 Lyw2] [r2
basta resolver os seguintes sisternas lineares E; wWi=r e fz W=7,

Exemplos

Neste capitulo seré efetuado um estudo computacional relativo aos métodos apresentados no decorrer
do trabalho. Foram testados diversos exemplos e elaboradas tabelas ilustrando as diversas questdes
computacionais envolvidas. Para efetuar estes testes foram escritos programas em Fortran 77 (cujos
relatérios encomtram-se em [13] e [20]) e rodados num PC 486 DX 2 -66 com 4 Mb de meméria ram.
Basicamente, foram comparados o niimero de iteracdes para que a convergéncia ocorresse (utilizando
o critério de parada abaixo indicado). Convém ressaltar que os métodos em questdo serdo os seguintes
Método 1 : Gradientes conjugados com Pré-Condicionador Incompleto de Cholesky
Método 2 : Gradientes conjugados com Pré-Condicionador Incompleto de Bloco

Aproximagdo Inicial : Foram realizados diversos testes variando-se a aproximacdo inicial. Adotou-

se 4 tipos de aproximagdes iniciais que serdo indicadas em cada exemplo.

14



Critério de Parada : O critério de parada adotado foi lrll <€ 5] . O valor de ¢ é de 1075,

Estrutura das matrizes e obtencio dos exemplos : Nos exemplos aqui considerados, sempre a

matriz A é simétrica definida positiva com estrutura ¢ do tipo skyline. Estes exemplos foram gerados
pelo Dr. Sérgio Pinheiro utilizando o programa MIX, Um nimero bem maior de exemplos pode se
encontrado em Cimerman[13].

Coeficiente de Esparsidade :Define-se coeficiente de esparsidade de uma matriz 4 simétrica por:

niimero de elementos nulos da parte superior da matriz

numero de elementos total da parte superior da matriz
Analogamente, o coeficiente de esparsidade para matrizes skyline ¢ definido por :

namero de elementos nulos do envelope

nimero de elementos total do envelope

15




Exemplo 1

Esta estrutura do tipo grelha plana foi extraida do piso térreo do Edificio do Banco Itai da Estacao
Conceigio. A partir desta estrutura foi gerada uma matriz de rigidez de ordem 900 com estrutura do
tipo skyline. O coeficiente de esparsidade da matriz em sua estrutura original é 0,8965, A estrutura
esta representada pela figora 1.

Foram testadas as seguintes aproximagcdes iniciais
xP=[1 1 .. 11], x2=[00 .. 0 0],
x3=[01...10]), x4=[010203 ...... |

Para as diferentes aproximagées iniciais o namero de iteragdes variou entre 74 ¢ 105 para Cholesky

incompleto ¢ variou entre 84 ¢ 122 iteragdes para Cholesky incompleto por blocos.

[TAU CONCEICAD (GRAVADD NO MIXL » PISOD METRO SETOR ! MOD 71 C/ S/C DE 500 EXT. [TAU 900

ESCALA =

24/10/93
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g T ee 9o
S .
o@ -0
Q- b0
s RREE LT - SRLEE - RE TR - STy - P EEET-EEPEy B Er- S T S S P T e SR SN )
it T S R S S e P
R - RERE- RN SRR -SEE - S-S0 SRTT SUR . GUrun U QU e SR SR SR NP

T T STs NI S-Se SO S e T P S S T Sy
SRS 0 TH T S O O O S O S O 0 S
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Exemplo 2
Esta estrutura do tipo grelha plana foi extraida da laje de uma cobertura, com capitéis de 40 cm de
altura e lajes de 22 cm e 18 cm de altura. A partir desta estrutura foi gerada uma matriz de rigidez de
ordem 750 com estrutura do tipo skyline. O coeficiente de esparsidade da matriz em sua estrutura
original é 0,8554.
A estrutura est4 representada pela figura 2.
Foram testadas as seguintes aproximagdes iniciais
x1=[11.. 11}, x2=[00 ..0 0]
X3=[01 .. 10L,x4=[0102 03 .. ]
Para as diferentes aproximages iniciais o nimero de iteragbes variou entre 501 e 511 para Cholesky
incompleto e varioun entre 551 e 585 iteragdes para Cholesky incompleto por blocos,

SIFICD - LAJE DA COBERTURA CAPITEIS H = 40CM E LAJES H = 27 E 18CH
ESCALA =1: 0 R LT L PD PP S GNP
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Exemplo 3
Esta estrutura do tipo grelha plana foi extraida do trecho central da laje do piso do Clube
Transatiantico. A partir desta estrutura foi gerada uma matriz de rigidez de ordem 850 com estrutira

do tipo skyline. O coeficiente de esparsidade da matriz em sua estrutura original & 0,8778. A estrutura

estd representada pela figura 3.
Foram testadas as seguintes aproximagdes iniciais
xI=[11..11},x2=[00 .. 0 0],
X3=001..10},x4=[0.10203..]|
Para as diferentes aproximagdes iniciais o niimero de iteragGes variou entre 68 e 103 para Cholesky

incompleto ¢ variou entre 77 ¢ 116 iteragOes para Cholesky incompleto por blocos.
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Conclusdes

Neste trabalho foi efetuado um estudo comparativo de dois tipos de pré-condicionadores em
problemas estruturais. Mais especificadamente, foram considerados os pré-condicionadores de
Cholesky incompletos ¢ os de Cholesky incompleto por blocos.

O namero de iteragies foi bastante baixo nos exemplos testados utilizando Cholesky incompleto,
entretanto este numero aumentou consideravelmente quando foi aplicado Cholesky incompleto por
Blocos.

Verificou-se que havendo disponibilidade de meméria computacional, é preferivel utilizar Cholesky

incompleto.
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