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ASPECTOS NUMÉRICOS DO CÁLCULO DO RISCb DE FALHA EM 
CONTROLE DE CHEIAS 

'1 /~ /L(-Q 
M.G. Andrade1; S:A. Meira1; A.A.F.M. Carneiro2 ; M.D. Fragoso3 

t USP-ICMSC-SCE-CP.668-13.560-970-São Carlos-SP.; 2USP-EESC-SEL-CP.359-13 .560-250 
São Carlos-SP; 3 LNCC-22.290-160-Rio de Janeiro-RJ . 

INTRODUÇÃO 
O sistema brasileiro de geração de energia elétrica é um sistema hidrotérmico com forte 
predominância de geração hidroelétrica. Desta forma, a maioria dos reservatórios do 
sistema hidroelétrico foi projetado e construido visando exclusivamente a· geração de 
energia elétrica. Para se efetuar o controle de cheias é necessário prever a disponibi­
lidade de volumes va2ios nos reservat6nos capa2es de absorver parcelas determinadas 
das afluências, evitando ou reduzindo o impacto de danos causados a jusante. No en­
tanto, a manutenção de volumes de espera nos reservatórios conduz a uma redução 
da disponibilidade energética do aproveitamento e por se tratar de um aproveitamento 
hidroelétrico isto causa um aumento do risco de geração térmica futura. Torna-se evi­
dente a existência de um conflito entre a utilização dos reservatórios para controle de 
cheias e geração de energia elétrica. Para minimizar este conflito é necessário, do ponto 
de vista energético, alocar o menor volume de espera possível. Mas, do ponto de vista 
do controle de cheias, é necessário se avaliar o risco de que o reservatório não seja capaz 
de controlar uma cheia quando um determinado volume de espera é alocado. Entre os 
métodos utilizados para cáculo do volume de espera e risco de falha os mais tradicionais 
são o Método da Curva VolumexDuração [1] e o Método das Trajetórias Críticas [2]. 
O ponto fraco destes métodos está na alocação de volume de espera sem levar em conta 
a variação do potencial da cheia com o decorrer do período chuvoso. 

Neste trabalho estamos propondo um modelo estocástico associado a conceitos de con­
fiabilidade. Existe uma revisão desta abordagem [3] e mais recentemente esta técnica 
foi aplicada para cálculo do risco de falha [4] . Nestes modelos considera-se a afluência 
que atinge o reservatório durante uma cheia como uma carga, e a capacidade do re­
servatório para amortecer esta cheia como uma resistência que o reservatório oferece à 
propagação desta cheia. Neste trabalho modelamos a carga e a resistência como pro­
cessos estocásticos do tipo difusão. Supondo que os processos são homogêneos para 
pequenos intervalos de tempo dentro do período chuvoso e, utilizando a fórmula de Itô 
[5], formulamos o problema de valor de contorno de Dirichlet, cuja solução numérica 
é uma aproximação para o risco de falha associado a determinado volume de espera. 
O método proposto permite consideraçôes sobre a variação do potencial da cheia com 
o decorrer da estação chuvosa. possibilitando o cálculo dos volumes de espera e dos 
respectivos riscos para diferentes inte rvalos de tempo dentro do período úmido. Com 
este método é possível fazer a alocação dinâmica do volume de espera. sem incorrer nas 
dificuldades encontradas pelos métodos existentes. 
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CÁLCULO DO RISCO DE FALHA 

Considere um reservatório projetado para operar com um volume máximo S
1

, um 
volume de espera S2 para controle de cheias e o volume associado a dimensão de bordá 
livre S3 para conter as ondas induzidas pelo vento, como mostra a Figura 1(a). O nível 
do reservatório associado a Sma:z: = S1 + S2 é chamado de max-maximoro. . 

Vp -

Figura 1 (a) - Representação de projeto. (b) - Representação !!0 !!!sta::te !. ., 
D Supondo que no instante t E [0, T] chega ao reservatório uma onda de cheia com 

volume Y(t) que denominamos como a carga que atinge o reservatório no instanté-i. 
Se nesse instante o reservatório estóperando com um volume armazenado S(t) e libera 
um volume de gua (volume defluênte) R(t), então'! volume de espera S.(t) necessário 
para conter a carga, sem violar as restrições de defluência, é calculado como: 

·,, 

S.(t) = Y(t) - R(t) (1) ·· 

Desta forma a capacidade operativa necessária para controlar a onda de cheia é: 

So(t) = S(t) + S.(t) (2) 

O reservatório falhará no tocante ao controle da cheia se S
0
(t) > S

1 
+ S

2
. Assim, 

temos que o reservatório falhará se: 

Y(t) > (S1 + S2) - S(t) + R(t) (3) 

A resistência do reservatório à propagação de uma onda de cheia é dada por: 

X(t) = Sma:z: - S(t) + R(t) (4) 
~ 

Podemos dizer que o reservatório falhará no tocante ao controle de uma onda de cheia 
se a carga Y(t) for maior que a resistência X(t) e o risco de falha p(t, x

1
,yt) é a 

probabilidade de Y(t) > X(t) , para quanquer tE [O, T], ou seja: 

p (t, Xt, Yt) P[Y(s) > X(s)/X(t) Xt, Y(t) = Yt) , Vs > t (5) 
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oDELO DA CARGA Y(t) E DA RESISTÊNCIA ~(~) 
M a Y(t) depende das condições metereológicas isso atnbUJ a ~la um carateres­
.-\ c~~~ Para modelar a carga vamos supor inicialmente que no mstante t E [O, T] 
tocas !CO. eservatório uma vazão' que pode ser modelada como a derivada do volume 
chega ao r [ d J . . 

tl·nge o reservatório em um intervalo de tempo t, t + t, ass1m. que a , 

dY(t) = a(t) + dBy(t) 
dt CTy~ (6) 

de a(t) é uma função puramente determinística que representa a tendência e s~o­
onl'd d das vazões neste intervalo e dBy(t)jdt é um ruído branco normalmente dJs­
na 1 a e , · · t t t de ser calculada ·b "d N(O u2) A carga que atinge o reservatono no ms an e po trl UI o, ' y • • 

integrando-se (6) no intervalo [O, t], ass1m temos: 

t 1t Y(t) = Y(O) + 1 a(s)ds + CTy 
0 

dBy(s) (7) 

Portanto a carga Y(t) satisfaz a seguinte ei:jüõ.Çàv .:!<:~::~:::1:::::.! ::::~::::::;t:::::: 

dY(t) = a(t)dt + uydBy(t) (8) 

O d 1 estocástico para a resistência X(t) é obtido considerando a equação (4) . 
mo e o ( )/d N(O 2) e representa -\dicionamos a esta equação um ruí do branco dB:z: t t "' , u r qu _ 

~ flutuação aleatória da resistência devido a alguns fatores tais como evap~raçao n~ 
espelho dágua do reservatório e efeitos das ondas provocadas pelo vento. Ass1m temos. 

dX(t) = _ dS(t) + dR(t) + dB:r(t) 
dt dt dt CT:z:~ (9) 

0 volume que atinge o reservatório no intervalo [0, t] é dado por: 

S(t) = S(O) + l a(s)ds + ay l dBy(s) ( lO) 

O volume deplecionado no intervalo O, t po e ser ca cu o [ J d I lad usando-se a regra de 
operação dada pelas vazões defluentes {u(t),t 2: 0}, como: 

R(t) = R(O) + l u(s)ds (11) 

Integrando (9) , substituindo-se (10) e (11) e de~ot~n~o por ,{3(t) ~ • - a(t) + ~(t) , 
temos a equação diferecial estocástica para a resJstencJa do reservatono, dada por. 

dX(t) = J3(t)dt + G:z:dB:r{t) - CTydBy(t) o (12) 

AVALIAÇÃO DO RISCO DE FALHA . 
A carga e a res1stenC1a .. , , · _ · - · { v(t) Y(t)t > O} são processos de Markov satisfazendo as 
equação difercial estocástica: 
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( ~;gJ ) = ( ~~:~ ) dt + ( i ::y ) c~~:g~ ) 
Para avaliar o risco de falha segundo a equação (5) vamos definir o espaço de est~ 
~o processo {X(t), Y(t)} como IT = {(x, y)IO ::; x ::; Xmax, O ::; y ::; Ymax} co: 
Q = Q u an, ~nde an denota a fronteira de Q e (x, y) denota um pondo em n. 
Denotamos tambem por Cl(Q) (ou Cl(fJQ)) a classe de funções contínuas em Q ou 
( &n)_ e por Ck (Q) a _classe de funções que são contí nuas e possuem derivadas parciais 
contmu~ em n, ate a ordem k. O risco de falha é definido como uma função real -
p(x, y) : Q >-+ (O, 1]. 

Seja agora ~ = { ( x, Y )I x ::; y, O ::; y ::; Ymax} região fechada de IT onde o si~terr:~ 
fal~a.!....ou seJa X(t) ::; Y(t). Denotamos por &F a fronteira de F e F = F u &F. 
Se~a E = = {(x,y)lx ~ y,O::; Y::; Ymax} a região de IT onde o sistema não falha, 0~ 
seJa X(t) > Y(t) e denotamos por &E a fronteira de E e E = Eu &E. Denotamos 
por r = {(x , y) I x = y} uma curva suaves em Q onde p(x, y) = 1, V., (x , y) E r e 
r == 8E n &F. Neste contexto podemos dizer que o risco de falha é a probabilidad 
do sist~ma atingir a região da fronteira de E definida por r, em um instante de tem~ 
S: part.1nOn !!0 !nsta~te t <:;, de üm ponto interior (x, y) E E, ou seja: 

p(t , x, y) = P((X(s), Y(s)) E r I X(t) = x, Y(t) = y) (13) 

Se Px,y(t,x,y,s, x.,y,) é a função densidade de probabilidade de transição de est~~ 
do processo {X(t), Y(t), t, ~ O} e dl um elemento infinitesimal da fronteira r. Então 
(14) pode ser escrita como: 

p(t,x,y) = jPx,y(t, x , y , s , x.,y,)dl (14) 

_Para avaliar o risco de falha em um intervalo [tr , t2] c [0, T]. Podemos escolher 
0 

mter~lo (tr, t2] de forma que o processo {X(t), Y(t), t 1 ::; t ::; t
2

} seja estacionário 
neste mtervalo, assim temos: 

ax(t) = ax,ay(t) = ay,bx(t) = bxby(t) = by,'VtE[tr,t2] 

Com essas considerações o risco de falha dado pela equação (15) pode ser avaliado 
usando-se o seguinte resultado. · , 

Lema: Seja {X(t), Y(t) , t ~O} proces~os de Markov definidos no espaço de probabili­
dade (Q, :Ft, P) e p(x, y) E C'(Q) nCJ(Q), uma função satisfazendo o seguinte problema 
de valor de contorno: 

{

Cp(x , y) =O 

Problema :E= p(x , y) = 1 

p(x , y) =O 

(x,y) E F 

(x,y)Er 

(x , y) E 8F\r 

onde C é o operador diferencial definido por: 
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82 8 2 82 a a 
C = bu, 8xf + (br2 + ~r)' 8xt8Yt + b22 , 8y'f + ax , 8xt + ay , 8yt 

os coeficientes b;j são os elementos da matriz b dada por: 

Então: 

p(x,y) = j rPx,y(x , y,x.,y,)dl 

Prova: Seja Tz = inf{s ~tI (x.,y,) E &F, X(t) = Xtt Y(t) = y1} é o primeiro instai:!_e 
de tempo em que X(t) e Y(t) atigem a fronteira de F . Sendo p(x , y) E C' (Q) nCJ(Q) 
então pela fórmula de ltõ [5], temos: 

p(x.,y,) = p(x,y) + J:Cp,dt' + [('vp)T·udW(t'),Vt::;s::;T:r 

Fazendo s = Tz e tomando o valor esperado temos: 

Sendo p(xT:t YT.l = 1 em r e p(xT,, YT,) =o em &F\r, temos que: 

substituindo (16) em (17) concluímos a prova do Lema. 

(15) 

(Ui) 

o 

O problema :E é conhecido como problema de valor de contorno de Dirichlet (6] e pode 
ser resolvido numericamente por técnicas de diferenças finitas (7]. No entanto vamos 
optar pela técnica apresentada em (8] a qual tem se mostrado muito mais precisa que as 
técnicas tradicionais de diferenças finitas. Para isto é necessário colocar o operador C 
na sua forma canônica. Isto pode ser feito através de transformações lineares adequadas 
(ver 7]. No caso do Problema :E essas transformações são: 

X = Ux~ + U 11 1) 

ar = 2(a: + ay) 
"• 

y = - UyT) 

a2 = -~ 
"• 

Usando essas relações podemos transformar o problema :E no problema:::· : 

{
.ó.u(~,TJ) - >. 2 u(~,TJ) =O 

Problema :E* = u(~, TJ) = 1 

p(~, TJ) =o 

(~, TJ) E V 

(~ , TJ) E y 

(~, TJ) E &V\ Y 

Onde V, &V e Y são as transformações dos espaçÓs F , &F e r respectivamente. A 
solução do Problema :E, pode ser encontrada pela tranformação inversa. 
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( ~;gJ ) = ( ~~:~ ) dt + ( i ::y ) c~~:g~ ) 
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_Para avaliar o risco de falha em um intervalo [tr , t2] c [0, T]. Podemos escolher 
0 

mter~lo (tr, t2] de forma que o processo {X(t), Y(t), t 1 ::; t ::; t
2

} seja estacionário 
neste mtervalo, assim temos: 

ax(t) = ax,ay(t) = ay,bx(t) = bxby(t) = by,'VtE[tr,t2] 

Com essas considerações o risco de falha dado pela equação (15) pode ser avaliado 
usando-se o seguinte resultado. · , 

Lema: Seja {X(t), Y(t) , t ~O} proces~os de Markov definidos no espaço de probabili­
dade (Q, :Ft, P) e p(x, y) E C'(Q) nCJ(Q), uma função satisfazendo o seguinte problema 
de valor de contorno: 

{

Cp(x , y) =O 

Problema :E= p(x , y) = 1 

p(x , y) =O 

(x,y) E F 

(x,y)Er 

(x , y) E 8F\r 

onde C é o operador diferencial definido por: 
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82 8 2 82 a a 
C = bu, 8xf + (br2 + ~r)' 8xt8Yt + b22 , 8y'f + ax , 8xt + ay , 8yt 

os coeficientes b;j são os elementos da matriz b dada por: 

Então: 

p(x,y) = j rPx,y(x , y,x.,y,)dl 

Prova: Seja Tz = inf{s ~tI (x.,y,) E &F, X(t) = Xtt Y(t) = y1} é o primeiro instai:!_e 
de tempo em que X(t) e Y(t) atigem a fronteira de F . Sendo p(x , y) E C' (Q) nCJ(Q) 
então pela fórmula de ltõ [5], temos: 

p(x.,y,) = p(x,y) + J:Cp,dt' + [('vp)T·udW(t'),Vt::;s::;T:r 

Fazendo s = Tz e tomando o valor esperado temos: 

Sendo p(xT:t YT.l = 1 em r e p(xT,, YT,) =o em &F\r, temos que: 

substituindo (16) em (17) concluímos a prova do Lema. 

(15) 

(Ui) 

o 

O problema :E é conhecido como problema de valor de contorno de Dirichlet (6] e pode 
ser resolvido numericamente por técnicas de diferenças finitas (7]. No entanto vamos 
optar pela técnica apresentada em (8] a qual tem se mostrado muito mais precisa que as 
técnicas tradicionais de diferenças finitas. Para isto é necessário colocar o operador C 
na sua forma canônica. Isto pode ser feito através de transformações lineares adequadas 
(ver 7]. No caso do Problema :E essas transformações são: 

X = Ux~ + U 11 1) 

ar = 2(a: + ay) 
"• 

y = - UyT) 

a2 = -~ 
"• 

Usando essas relações podemos transformar o problema :E no problema:::· : 

{
.ó.u(~,TJ) - >. 2 u(~,TJ) =O 

Problema :E* = u(~, TJ) = 1 

p(~, TJ) =o 

(~, TJ) E V 

(~ , TJ) E y 

(~, TJ) E &V\ Y 

Onde V, &V e Y são as transformações dos espaçÓs F , &F e r respectivamente. A 
solução do Problema :E, pode ser encontrada pela tranformação inversa. 

199 
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SOL~<?ÃO NUMÉRICA DO PROBLEMA I: . -
Defimtion 1. Seja Sh uma malha uniforme quadrada co . . 1 
retangular v u âV t 1 • m passo h cobnndo a r...,.i. 

a que para algum N e MS ·- {(Ç· 1 · ) I " . -.,ao. 
TJo + jh; i = O 1 2 . . . N · _ 0 . h ·- • " I; '>i = Ço + th, 1] · ; 

( . . - ("· ·) ' ' ' . , e J - 'l, 2, .. . ' M}. Um no nessa rede ~ denotad ~ 
'·J - .,., TJ; , e associamos a cada função "- · n ·o-+· R um f - d' - a i>Or h d f '~'· · · a unçao 1screta 4>· s 

c ama a unção de rede tal que 2 . . _ "'((· ·) O • · h >-+: t 
denotad M N. '~'•.; - '~' '·J . numero total de pontos interio "•·é 0 por o o, com No = N - 1 and Mo = M _ 1. . res 

Seja ~(Ç, TJ) E C' (n) a solução do problema :s· e Sh a rede quad ad· d d D . .. 
1. SeJa U o-+ R f - d r a a a na efin1ção 
i= O 1 2 .. . N. u~a unçao e rede que satisfaz a seguinte equação diferença 

• • • , o, J- 0,1,2, .. . ,Mo: Para 

.• 

U· '·J 
I 

4, lo(>.h) (Ui-l ,j + Ui+l .i + Ui,i+l + Ui,i-d Ú7) 
Então [8]: 

.. , 
11 u - U //.,., ::0: I 

[ 
(18)' -

(Jo(>.h)- I) ~ + O(h6)]) 

~nd\~sta~IOS denotando por Dk := max{sup{jâku(Ç, 1J) Iâçk-iqijÇ, TJ) E V}O < . < k} 
am eU: ~notamos por lo ().h) função modificada de Bess<'l de ordem zer~ J - ,.; 

consequencia deste resultado temos: 11 1t- U 11 - O(P) 1' I . Como 
provados em [8] U d _ 00 

- • O< os <'SS<'s rC'$ultados <'Stão 
numérica para a. sol:~:ood: per:~~~~~ ~18) t (1)9). po~mos calcular uma aproximação 
se segue: ~. p x. y . em c a ponto da rede (x;, Yj), como 

(19) 
onde: ·: ..,j 

I 
Ç;,; = - (x; + Y; ) 'li.j = - -y · 

Ux a 1 

APLICAÇÃO AO RESERVATÓRIO DE XAVA~TE - .;-. 
o n:odelo de cálculo de risco desenvolvido neste trabalho ~ . r .. . J 

~0c:~~:~~h~~d~~~;~~i~~ad~:~~~~t;a~;1:si~ei;.E;:Tsin~ ~e. :'\~~·~::t:s~d~.s~au::i~I~~:::r~~ 
afluente do Rio p · f . · e <'st.a ~•t.ua< a. no Rw Paranapanema 
faz pa t d a.ra.na. na ronteira entre os estados de São Paulo e Paraná. El; 

. . r ~ e um grande complexo de usinas hidraulicamente interligadas e seus dad 
pnnc1pars encontram-se descritos na Tabela 1. · os 

Tabela l. Dados do reservatório de Xavantes 

\'olnm<' IÍt.il 
Volume ( km3) Nível (m) 

Coroa.m<'nt.o da. ba.rra?;Pm 
3.041 -

- 479.00 
1\láxirno rna.xirnoro 9..JIO 475.50 
1\láxirno operativo normal 8.795 414.00 
i\líuirno operativo (vol. morto) 5.154 465.23 
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.\s restrições mínima e má.xima de jusante são 100m3 I s e 1800 m3 1 s respectivamente. 
O engolimento má.ximo ( turbinagem) é 648 m3 I s e a capacidade total de vertimen to é 
ele 3252 m31s. O volume de espera projetado é 5.=615 km3 . 

para a realização do estudo de caso, a operação da Usina de Xavantes foi simulada com 
discretização diária e horizonte de 181 dias, correspondente à estação das chuvas. A 
simulação é repetida para 10 períodos chuvosos, 10 anos, para os quais dispõem-se de 
dados de vazões diárias. Usamos para ilustrar a aplicação do método os resultados de 
simulação referente ao ano de 1982. A polí tica de operação do reservatório foi obtida 
a partir da otimização da operação da usina, com discretização mensal e horizonte de 
5 anos, usando-se um algoritmo não linear de otimização de· fluxo em rede. A vazão 
defluente operativa diária na simulação é dada pela regra de operação que procura 
acompanhar o volume ótimo, controlando sua defluência. É importante ressaltar que 

110 modelo só há vertimento quando não mais for possível turbinar, ou seja, só há ver­
timento quando a defluência for superior ao engolimento má.ximo. 

Da simulação obtêm-se as resistências diárias ou os vazios de volume até o volume 
m~.ximo maximoro. Nas Figuras 2(a) e 2(b) mostramos a resistência e a carga para 
os 181 dias do período chuvoso de 1982, juntamente com uma suavização polinomial 
destas curvas e o ajuste linear utilizado para calcular os coeficientes ar , ay (drift ), e 
O" r, O"y, (difusão) desses processos. 

xHf 25 ;:-x •:.:o'--------------, 

20 50 100 150 200 
Das co em de 1S82 

Figura 2. (a) Resistência, (b) Carga, para os 181 dias do período chuvoso 

Os coeficientes ar e a~ ajustados para a resistência X (t) são dados na "Tabela I e os 
coeficientes ay e o-~ ajustados para a carga Y (t) são dados na Tabela 2 

Tabela 2. Coeficienfes de drift e de difusão da resistência 

1<t< 62 62 < t < 140 140 < t < 181 

a :r -3.2006 X 10-1 4.3172 X 10~ 4.3172 X 10 ~ 

o-; 1.6788 X 10" 2.9404 X 104 4.3552 x ro• 

Tabela 3. Coeficienfes de drift e de difusão da carga 

1<t< 48 48 < t < 115 115 < t < 181 
a y 1.6554 X 10~ -8.4973 X 10~ -1.2860 X 10~ 

o-; 2.5925 X 104 2.9417 X 104 1.5641 X 104 
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A Figura 3 mostra o risco de falha para os primeiros 30 dias do período chuvoso de · 
1982. Nesse período a vazão máxima foi de 1702 m3 / s, correspondendo a uma carga 

• de 143.98Km3 • A curva de risco referente a esta vazão (Figura 7) nos permite observar-
• que para um risco de 6% deve-se alocar um volume de espera de aproximadamente 

175Km3 (ponto a). Considerando uma cheia igual à vazão média deste período que 
• é 878m3/ s, correspondente a uma carga de 75.98K m3 , encontramos na curva de risco 
· desta vazão um volume de espera de 100Km3 (ponto b) para um risco de 6%. Este 

resultado leva-nos a concluir que o volume de espera projetado de 615Km3 (Tabela 
1), é muito superior ao volume necessário para controlar a cheia dos primeiros 30 dias 
deste período. 

, . 

50 100 150 200 
Vcltnle de Espera do Reservacóno (Km"3) 

Figura 3- Curvas de Risco xVolume de espera para os pri"meiros 30 dias do período 
chuvoso de 1982, para 16 níveis de cheias 
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