29

DSIICUSP

SIMULACAO NUMERICA DO PROBLEMA DO DISCO ANISOTROPICO
UTILIZANDO O METODO DO LAGRANGIANO AUMENTADO

Marcos Vinicius Araujo Geraldes Mariani

Lucas Almeida Rocha

Adair Roberto Aguiar

Escola de Engenharia de Sao Carlos/Universidade de Sao Paulo

marcosmariani@usp.br

Objetivos

Aplica-se o Método do Lagrangiano Aumentado
em problemas da Elasticidade Linear Classica.
Em especial, deseja-se obter o campo de
deslocamento de um disco anisotropico
comprimido radialmente que minimiza a energia
potencial total do disco sujeita a uma restricdo
de injetividade. Visa-se comparar os resultados
obtidos pelo Método do Lagrangiano
Aumentado com resultados da literatura obtidos
pelo Método das Penalidades.

Métodos e Procedimentos

Considera-se o problema de minimizagdo do
potencial de energia da Elasticidade Linear
Classica sujeito a restricdo de injetividade, o
qual é dado por

m}i[n&’[u] = %f

B

C[E]-EdA+J u-pdp
a8

onde a regido admissivel 7 é um espacgo de
funcdes que satisfazem a restricio de
injetividade c(w) = 1+ u)(1 +u/p)—¢ = 0.
Na formulag&o acima, p é o raio do disco, C[E]
fornece a tensdo no disco, E é o tensor
deformacédo infinitesimal e p € uma presséo
uniforme aplicada no bordo do disco. Além
disso, u representa o campo de deslocamento
do disco e € € uma constante pequena maior do
que zero.

Empregou-se a formulacdo do Lagrangiano
Aumentado, dada por (NOCEDAL,2006)

Lo(u,p,r) = F(u) + Zp(c(u), u,7)

onde
Ylc),u,1) .
—uc(u) + Ec(u)z, sec(u) — g <0
- 1 2 7 .
— 5 W, caso contrdrio

sendo c(uw) = (1+u')(1+u/p) —e a restricdo
de injetividade do problema.

Os parametros u € r representam,
respectivamente, o vetor de Lagrange e o termo
de penalidade. No caso em estudo, adotou-se
que cada grau de liberdade da malha gerada
apresentava um valor de u, sendo necessério
aproximar esse vetor por u,. Além disso, a
funcdo F(u) representa a funcdo objetivo
original do problema, a qual é obtida do
potencial de energia ap6s discretizacdo por
elementos finitos.

Sendo assim, considerando a Lei de Hooke
Generalizada para um material ortotropico em
relacio a um sistema de coordenadas
cilindricos e sabendo-se que o deslocamento do
disco é radialmente simétrico, construiu-se a
seguinte formulacéo discreta

Pe
Lan(up, pip, 1) = TTJ- ([P cup’ +2c,u' u
0

u2
+ ¢z ?] + 2p Y (up, tn, T)) dp
—2m up(pe) P Pe

onde (uy, uy,r) foi dado acima. Os termos
up,up ey  representam, respectivamente,
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aproximagdes de u,u’ e u obtidas pelo Método
dos Elementos Finitos, sendo iguais a
u,=s-g ; up=s-9 | up=w-g
onde s = {s4,5,,...,Sy} € 0 vetor que contém o
valor do deslocamento radial em cada grau de
liberdade, w = {w;,w,,..,wy} 0 vetor que
contém o valor do parametro de Lagrange em
cada grau de liberdade, g = {¢1, P, ..., N}
representa o vetor das funcbes de forma
lineares adotadas e g ={¢'1, 05 ....¢'n}
representa o vetor das derivadas dessas
funcbes de forma as quais sdo constantes por
partes.
A busca de uma solu¢cdo do problema de
minimizacao com restricdo consiste em resolver
numericamente problemas de minimiza¢éo sem
restricdo utilizando o Método de Newton-
Raphson. A convergéncia era verificada se a
atualizacdo de u, fosse pequena o suficiente.
Nesse caso, adotava-se u, como solu¢cdo do
problema. Se néo, atualizava-se o0 termo de
penalidade e o vetor dos parametros de
Lagrange e resolvia-se o problema irrestrito para
0s parametros atualizados.
A formulacéo discreta foi implementada em um
cédigo C++ e utilizou-se a biblioteca de
elementos finitos Deal.ll (ARNDT et al.., 2020)
para gerar os resultados numéricos.

Resultados

Utilizando os valores de c¢;; = 10°,¢;, = ¢pp =
103,p, = 1ep = —500 (ROCHA, 2021), obteve-
se o gréfico da Figura 1, em que se mostra o
deslocamento radial u na ordenada da esquerda
e o determinante do gradiente de deformacéo J
na ordenada da direita versus o raio p no
intervalo (0,0.008) para malhas de N elementos
finitos.
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Figura 1: Deslocamento radial u e determinante J vs
p € (0,0.008)

Comparando o grafico acima com os valores

obtidos por Rocha (2021), observou-se uma

concordancia entre os resultados obtidos. E
interessante notar que o campo de
deslocamento obtido ndo cruza a reta u(p) =p
em nenhum ponto, ou seja, a solucdo
encontrada nesse trabalho nédo apresenta
intersec¢do de material no centro do disco como
ocorre na Elasticidade Linear Classica.
Ademais, obteve-se o gréafico da Figura 2, que
mostra 0 multiplicador de Lagrange u versus o
raio p € (0,0.008). Conforme esperado
teoricamente, u assume valores ndo nulos
somente na regido onde a restricdo é ativa, ou
seja, préximo ao centro. Além disso, u tende ao
infinito a medida que p — 0.
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Figura 2: Multiplicador de Lagrange u vs p €
(0,0.008)

Conclusodes

O Método do Lagrangiano Aumentado
representa uma boa ferramenta na resolucéo de
problemas de minimizacdo da Elasticidade com
restricdo, apresentando resultados coerentes
com valores obtidos por outros métodos, tal
como o Método das Penalidades. Sendo assim,
esse método apresenta grande potencial para a
solucdo aproximada de problemas mais
complexos.

Referéncias Bibliogréaficas

ARNDT,D et al. The deal.ii library, version 9.2.
Journal of Numerical Mathematics, 2020.
NOCEDAL, J.; WRIGHT, S. J. Numerical
optimization. 2. Ed. Nova York: Springer, 2006,
664 p.

ROCHA, L.A. Bifurcating solutions of
anisotropic disk problem in a constrained
minimization theory of elasticity. 128 p.
Dissertacdo — Escola de Engenharia de Séo
Carlos, 2021.

Portal de Eventos Cientificos da Escola de Engenharia de Sao Carlos

Angiz eletronicos do 292 Simposio de Intemocionsl de inidiogto Cientifica  Tecnologico do USP &

358 fongresso de Iniciegio Clentifice & Tecnologico em Engenhario

Dizponivel em: hitp//eventos. eesc usp. br/sicusp2021

ESB Senvige de Biblioteca
==JM Feol.Dr. Sérgio Redrigues Fomes


SVBIBL
Rodapé SIICUSP CICTE 2021


