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1 Introdução

A independência condicional (IC) é um dos conceitos básicosem probabilidade. Sua
importância na estatística foi acentuada por Dawid [14] em 1979, onde algumas pro-
priedades formais da IC foram mencionadas. Desde então muitos artigos foram publi-
cados sobre essas propriedades (exemplos em [4], [15]).

O grande interesse em axiomatizar a independência condicional é por seus bene-
fícios na teoria da probabilidade para sistemas especialistas. A noção de IC pode ser
interpretada como um certo relacionamento entre sintomas (que podem ser descritos
por variáveis aleatórias) e portanto promete a possibilidade de determinar uma estru-
tura adequada de um sistema especialista perguntando diretamente a especialistas (veja
[12], [2]).

A importância da IC para sistemas especialistas foi explicitamente mostrada e fo-
cada especialmente por Pearl que em [10] formulou uma conjectura concreta para a
caracterização de RIC (relação de independência condicional) correpondente a vetores
aleatórios cuja distribuição são medidas positivas. Essa conjectura foi refutada em [12]
ao se encontrar uma nova propriedade independente dos RICs.Outra questão motivada
pelo mesmo trabalho foi resolvida em [9].

Entretando, alguns resultados positivos foram alcançadosa esse respeito nos quais
certas subclasses de afirmações de IC foram caracterizadas.Em [8] e independente-
mente em [6] uma completa caracterização para a classe “marginal” de afirmações de
IC (isto é, afirmaçõesI (A; B|C) comC fixo) foram encontradas. Em [3] e também em
[11] (usando diferentes descrições formais) a classe dos “contextos-fixos” de afirma-
ções de IC (isto é,I (A; B|C) ondeA∪ B∪C é fixo) foram caracterizadas. Em conexão
com estes resultados gostaríamos de mencionar atenção ao artigo [7] onde classes es-
peciais de RIC’s (“monotônica” na condição) são caracterizadas.

Em [13] Studeny demonstra que a IC não é caracterizável. A prova é similar a prova
de que as dependências multivalorados embutidas em teoria de banco de dados não são
axiomatizáveis [5]. Essa prova porém é limitada a uma linguagem proposicional. Aqui
iremos propor uma axiomatização para a IC utilizando uma lógica de maior de poder
de expressão que a lógica proposicional clássica: A Lógica Modal.

Na seção 2 iremos apresentar nossa linguagem para a lógica modal e alguns con-
ceitos importantes como a definição de independência condicional.

Uma parte da axiomatização será proposta na seção 3.
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Conclusões serão apresentadas na seção 4.

2 Conceitos Preliminares

A lógica modal trabalha no contexto de uma linguagem com necessidade e possibili-
dade. As sentenças das linguagem são da seguinte forma:

P0,P1,P2

⊥,⊤,¬A,A∧ B,A∨ B,A→ B,A↔ B,�A,^A

Sentenças da formaPn (paran = 0,1,2, . . .) são atômicas.⊤ é uma constante para
verdade;⊥ é uma constante para falsidade.¬,∧,∨,→,↔ são símbolos de negação,
conjunção, disjunção, condicionalidade e bicondicionalidade, respectivamente.� é
o símbolo da necessidade êé o símbolo da possibilidade. Uma abordagem mais
detalhada pode ser encontrada em [1].

2.1 A Verdade e Mundos Possíveis

De acordo com a idéia de Leibniz, necessidade é o que é verdadeiro em todo mundo
possível e possibilidade é o que é verdadeiro em algum deles.Linguisticamente, uma
sentença da forma�A - necessariamente A- é verdade se e somente seA é verdade
em todo mundo possível e uma sentença da forma^A - possivelmente A- é verdade
apenas no caso queA é verdadeiro em algum mundo possível. Temos também uma
sequência infinita de conjuntos de mundos possíveis,

P0,P1,P2, . . .

A intuição atrás desta modelagem é o fato de que para cada número naturaln, o con-
junto P são apenas aqueles mundos possíveis nos quais as correspondente sentença
atômicaPn é verdade. Em outras palavras, a sequênciaP0,P1,P2, . . . interpreta as sen-
tenças atômicas estipulando a que cada mundo possíveis elessão verdadeiros (e, por
omissão, quais eles são falsos):Pn é verdadeiro em um mundo possívelα se e somente
seα está no conjuntoPn.

Um modelo é um par
<W,P >

em queW é um conjunto de mundos possíveis eP abrevia uma sequência infinita
P0,P1,P2, . . . de subconjuntos deW. Note queW pode conter mundos possíveis que
não estão em nenhum dos conjuntosPn; de fato, qualquer ou todos esses conjuntos po-
dem ser vazios. Também não é necessário que o mundo atual apareça em todo modelo.

Em termos de um mundo possível em um modelo nos estabelecemosas condições
de verdade para as sentenças de acordo com suas formas. Usamos o simbolismo

|=Aα A

ondeA é uma sentença eα é um mundo possível no modeloA =<W,P > ou podemos
também escrever

A é verdade emα emA
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As condições de verdade são estabelecidas:

1. |=Aα Pn sseα ∈ Pn, paran = 0,1,2, . . .;

2. |=Aα ⊤;

3. não|=Aα ⊥;

4. |=Aα ¬A sse não|=Aα ;

5. |=Aα A∧ B sse ambos|=Aα A e |=Aα B;

6. |=Aα A∨ B sse ou|=Aα A ou |=Aα B, ou ambos;

7. |=Aα A→ B se|=Aα A então|=Aα B;

8. |=Aα �A sse para todoβ emA, |=A
β

A;

9. |=Aα ^A sse para algumβ emA, |=A
β

A.

2.2 O Problema da Caracterização da Independência Condicional

Seja
[

ξi
]

i∈N um vetor randômico (2≤ card N < ∞) e suponha por simplicidade que
seus componentes são variáveis aleatórias finitamente-valoradas. Então definimos uma
relação ternária disjuntaI sobreexp N(disjunta significa que seu domínio é o conjunto
de triplas de subconjuntos deN par a par disjuntos):

I (A; B|C) vale sse
[

ξi
]

i∈A é condicionalmente independente de
[

ξi
]

i∈B dado
[

ξi
]

i∈C .

Chamaremos essa relação derelação de independência condicional(RIC) corre-
pondente a

[

ξi
]

i∈N como ela descreve todos os relacionamentos condicionais indepen-
dentes ao longo de seus subvetores.

Nossa questão é saber se é possivel caracterizar RICs como relações ternárias dis-
juntas satisfazendo um conjunto de propriedades do seguinte tipo:

[I (A1, B1|C1) ∧ I (A2, B2|C2) ∧ . . . ∧ I (Ar , Br |Cr )] → I (Ar+1, Br + 1|Cr+1)

Essa questão é chamada deproblema da caracterizaçãoda RIC em [12]

3 Axiomatição

De acordo com Studeny [13] tal caracterização não é possível, porém sua prova limita-
se somente a lógica proposicional clássica. Nossa idéia é caracterizar a independência
condicional usando uma linguagem modal onde ganhamos um poder maior de expres-
são do que o visto em uma linguagem proposicional clássica.

Considere uma linguagem que além dos conectivos booleanos clássicos, também
possui uma modalidade binária “|”.

Como axiomas referentes à esta nova modalidade, temos:
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(A0) Todos as tautologias clássicas
(A1) (B|A)→ (A→ B)
(A2) (A∧ B)→ (B|A)
(A3) (A|B)|C↔ (A|B∧C)
(A4) A→ (A|(B|A))
(A5) ¬C→ ((A|C)↔ (B|C))
(A6) (A→ B)→ ((C|B)→ (C|A))

Mais as regras usuais de Modus Ponens e Substituição Uniforme. Note que no
caso da modalidade “|” não temos nenhuma regra de inferência semelhante à regra da
necessitação. A noção de dedução é a tradicional, ou seja, uma sequência de fórmulas,
onde cada uma é a substituição de um axioma, ou é obtida das fórmulas anteriores na
sequência usando Modus Ponens. Desta forma, obtemos os seguintes resultados, que
podem ser vistos como lemas auxiliares:

(L1) (A∧ B)↔ ((A|B) ∧ B)
(L2) A↔ (A|(B|A))
(L3) (A→ B)→ ((A|C)→ (B|C))
(L4) (A↔ B)→ ((A|C)↔ (B|C))
(L5) (A↔ B)→ ((C|B)↔ (C|A))
(L6) ((A|B)↔ A)→ ((B|A)↔ B)

Em particular, este último resultado vale a pena ser demonstrado. Pelo lema(L5),
obtemos ((A|B) ↔ A) → (B|(A|B) ↔ B|A). Por subsituição em(L2), obtemos
B|(A|B) ↔ B. Combinando estes dois últimos resultados via lógica clássica, ou seja,
por (A0) obtemos ((A|B)↔ A)→ ((B|A)↔ B) como desejado.

Basedo neste lema, podemos definir o símboloy como

A y B =def (A|B)↔ A

representando a independência estatística das variáveis bináriasA eB. Neste contexto o
lema(L6) representa a comutatividade da independência estatísticae pode ser reescrito
como:

A y B→ By A.

4 Conclusões

A independência condicional (IC) é um dos conceitos básicosem probabilidade. Sua
importância na estatística foi acentuada por Dawid [14] em 1979, onde algumas pro-
priedades formais da IC foram mencionadas. O grande interesse em axiomatizar a
independência condicional é por seus benefícios na teoria da probabilidade para siste-
mas especialistas (mais detalhes em [12], [2]).

Studény em [13] demonstrou a impossibilidade da caracterização da independência
condicional. Porém sua prova restringe-se à utilização de uma linguagem proposicional
clássica.
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Pretendemos contornar essa restrição buscando uma caracterização para esse pro-
blema utilizando uma linguagem modal, que possui maior poder de expressão que a
linguagem proposicional clássica.
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