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Seja A uma k-algebra de dimensao finita sobre um corpo k algebricamente fechado, associa-
tiva e com identidade. Denotamos por modA a categoria dos A-mddulos finitamente gerados
a direita. Estamos interessados em estudar a teoria de representagoes de A, isto é, descrever a
categoria modA no caso em que A é uma algebra de tipo mesh. Uma estratégia usada ¢ utilizar
técnicas de recobrimento para reduzir o problema para o caso em que a algebra é simplesmente
conexa, entao resolvendo o problema neste caso. Esta estratégia tem sido eficiente no caso em
que a dlgebra é de tipo de representacio finito e as algebras simplesmente conexas de tipo de
representacio finito sao bem conhecidas. Como nio se sabe muito sobre técnicas de recobri-
mento para o caso de tipo de representacio infinito, temos que é um problema interessante
descrevermos algebras simplesmente conexas de tipo de representagéo infinito. Para algebras
de tipo de representacio infinito, o conceito de fortemente simplesmente conexa (ver [16])
parece ser mais acessivel e ultimamente tem atraido o interesse de muitos pesquisadores ( [1],
2], (3], [4] ). Com este objetivo, neste trabalho, obtivemos uma descrigao das algebras de

tipo mesh (maior parte de tipo de representacao infinito) que sio fortemente simplesmente
conexas,

1 Algumas definigoes:

Definic¢do 1.1. Uma aljava A € dada por dois conjuntos Ag e Ay, onde os elementos de Mo

sao chamados de vértices e os elementos de Ay sdo chamados de flechas e duas aplicagoes

83 A] s A() ) e Al —— Ao

a — T a — oy

que indicam os vértices inicial e final da flecha o : @ — y.

Um caminho 5 na aljava A ¢ definido da seguinte forma: v = @, ..., onde para cada

L<i<n—1e(a;) = s(aiy1). O nimero de flechas neste caminho y (= n) é o comprimento
de vy e serd denotado por /(7). No caso em que vy nao é um caminho trivial e s(vy) = e(v)
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dizemos que y ¢ um circuito orientado. Quando /() = 1 e s(y) = e(v) dizemos que v é um

lago. Uma aljava dirigida é uma aljava que nao possui circuitos orientados.
Definigao 1.2. Uma aljava A € dita com translacao quando :

e A for localmente finita (isto €, cada vértice de Ay € o vértice inicial e final de apenas

um nimero finito de flechas);

e A ndao tiver lagos;

~
~ =

Au—)Ao

e Lristir uma aplicagao bijetora onde N ¢ Ay sio subconjuntos de

T > T
Ao, tal que se x € Ao entio para todo y € Ay, o mimero de flechas de y para x ¢ igual

ao nimero de flechas de T para y.

2 Algebras de tipo mesh

Seja A uma aljava com translagao. Uma relagio de tipo mesh de um vértice 2 em A ¢é a

my = Z ao(a)

{a€A Je(x)=x}

combinacao linear

onde o é uma semitranslacao fixada definida em A.

Definigao 2.1. Seja A uma aljova finita com translagio. A dlgebra A = ‘TA onde € o ideal
em kA gerado pelo conjunto das relagies de tipo mesh ¢ chamada a dlgebra de tipo mesh

associada a A.

Como exemplos bem conhecidos de dlgebras de tipo mesh temos as algebras hereditarias
(todo submédulo de um médulo projetivo é projetivo) e as dlgebras de Auslander. Uma algebra,
de Auslander ¢ uma algebra de endomorfismos A = EndA(eB?:l M;) onde A é uma dlgebra
de tipo de representacéo finito e {M,,... , My} é um conjunto completo de representantes de
classes de isomorfia de A-médulos indecomponiveis. As élgebras de Auslander foram introdu-
zidas primeiro em [5] e sao caracterizadas pelas suas propriedades homolégicas, que sio tteis,
por exemplo, no desenvolvimento da teoria de recobrimento. Estas algebras foram a nossa

motivagao para o estudo da classe das algebras de tipo mesh.
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3 Algcbras de tipo mesh fortemente simplesmente co-
nexas

A nogao de dlgebras fortemente simplesmente conexas foi introduzida por Skowroriski em [16]
e desde entao tem representado um importante papel no entendimento das algebras de tipo de
representacao infinito ( ver [15], [17]). A idéia que estd por tras desta nogao veio da tentativa
de estender para algebras de tipo de representacio infinito algumas técnicas usadas para o caso
de tipo de representagao finito como os recobrimentos de Galois e a nogao de simplesmente
conexa ( [6], [7], [9])-

Nosso objetivo é estudar a classe das algebras de tipo mesh. Nesta dire¢ao obtivemos a

seguinte caracterizacao das algebras de tipo mesh que sao fortemente simplesmente conexas.

Teorema 3.1. [11] Sejam k corpo algebricamente fechado com caracteristica zero; A uma
aljava finita, dirigida, sem flechas miltiplas e com translagio e A = k‘—‘} a dlgebra de tipo mesh

associada a A. Entdo as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) A € fortemente simplesmente conexa.

(b) H'(A) = 0.

(c) O(A) € drvore.

(d) O(A') € drvore para toda subaljava A" C A de tipo A,.

(e) Todo ciclo irredutivel € um contorno irredutivel, e todo contorno irredutivel ¢ do tipo

P
rq/ \ y

Observagoes:
1) Esta caracterizagao relaciona os conceitos de grupos de cohomologia de Hochschild (item
(b), para mais detalhes ver [13]), grafos-rbitas (itens (c) e (d)) e propriedades sobre a al-
java ordinaria da algebra (item (e)). Esta propriedade (e), foi baseada em uma formalizagao
adotada por Assem e Liu em [Ji]. Com isto, temos um critério para reconhecer diretamente a

partir de sua aljava quando uma algebra de tipo mesh ¢ fortemente simplesmente conexa ou
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nao.

2) Quanto ao conceito de cohomologia de Hochschild, estudamos nesta caracterizagao o anu-
lamento do primeiro grupo de cohomologia de Hochschild para as algebras de tipo mesh.
Gostarfamos de salientar que para tal estudo é que foi preciso considerarmos o corpo k com
caracteristica zero e a aljava A sem flechas multiplas. Nesta dire¢ao, estendemos alguns resul-
tados de Happel ( [14] ) provados no caso das algebras de Auslander.

Outro fato interessante é que até pouco tempo atras conjecturava-se que uma algebra A com
H'(A) = 0 ndo podia ter circuitos orientados em sua aljava ordinaria. Recentemente Buchweitz
e Liu em [10] exibiram um exemplo mostrando a falsidade desta conjectura. Porém, no caso

especifico das dlgebras de tipo mesh, obtivemos que a conjectura é verdadeira.

Por [8] e [16] segue que as algebras fortemente simplesmente conexa possuem componente
pos-projetiva. A importancia de uma dlgebra possuir tal componente é que se um moédulo X
estd em uma componente pds-projetiva ele é homologicamente trivial, isto ¢, Exti(X,X)=0
parai > 0, Endy X = k e sua classe de isomorfismo é unicamente determinada por seus fatores

de composigdo. Podemos enunciar o seguinte Coroldrio:

Coroldrio 3.2. Seja A uma aljava finita, dirigide e com translagao e A = ‘—‘A a dlgebra de

tipo mesh associada a A. Se O(A) ¢ drvore entio A possui componente pos-projetiva.

Exibimos a seguir um exemplo de algebra de tipo mesh que possui componente pos-

projetiva, mas nao satisfaz as propriedades do Teorema acima.

Exemplo 3.3. Vamos considerar a algebra A = onde

\

I\
N
7

e p =< oy + Pray >.
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Podemos ver facilmente que esta dlgebra nao satisfaz a propriedade (e) do Teorema.
Para sabermos que esta algebra possui componente pés-projetiva usamos o critério de Draxler

e de la Pena (ver [12]).
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