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Resumo

Dada uma algebra de Bernstein A = Fe @ U @& V de tipo (1 + r,s), nao é possivel
determinar a dimensao de M (A) apenas em fungao de r e s, pois dlgebras de mesmo tipo
nao tém, necessariamente, dlgebras de multiplicagoes com a mesma dimensao. Estabele-
ceremos, nesta nota, alguns limitantes para a dimensao de M(A) em fungao dos inteiros
res.

1. Preliminares. Lembramos que uma algebra bérica sobre um corpo F' é um par (A,w),
onde A é uma algebra sobre F' e w : A — F é um homomorfismo nao nulo; neste caso,
dizemos que w ¢ a fungao peso de (A,w). Temos ainda que N = kerw é um ideal bilateral
de codimensao 1. Uma &lgebra bérica (A,w) é uma dlgebra de Bernstein se A é comutativa
e (2%)? = w(x)z?, para todo € A. Consideraremos aqui apenas algebras de Bernstein de
dimensao finita sobre corpos de caracterfstica diferente de 2. Os resultados sobre édlgebras
de Bernstein que seguem sio bem conhecidos, veja [6], por exemplo. Dada uma dlgebra de
Bernstein (A,w), os elementos #? com w(z) = 1 sdo todos os idempotentes nao nulos de A
e, dado um idempotente nio nulo e, temos a decomposicdo de Peirce de A relativa a esse
idempotente:
A=FeaU.aV, (1)
onde U, = {r € N : 2ze =z} eV, = {x € N :ze = 0}. A menos que seja necessario,
omitiremos o indice e nos subespagos U, e V.. Valem as seguintes relagoes:

UPCV,UVCU V*CU UVi=0 (2)
e as seguintes identidades parau € U ev € V:
u? = 0; u(uv) =0; uv? = 0; 1t2(uu) =0; u*o® = 0; (U‘l')2 =0 (3)

Os subespacos U e V em (1) tém dimensoes invariantes sob mudanga de idempotente. Assim,
o par (1 + dim U, dim V) estd bem determinado e é denominado o tipo de A. O subespago
L ={ueU:ul =0} é um ideal de A que independe do idempotente escolhido. Quando
U? = 0 em (2), dizemos que A é excepcional e quando UV = V2 =0, A é normal. Estas
condiges independem do idempotente escolhido em A. Outras caracterizagoes destas algebras
podem ser vistas em [6], assim como toda a teoria bésica das dlgebras de Bernstein.

Dada uma dlgebra de Bernstein A = Fe @ U @ V, sua algebra de multiplicagoes M(A) é
barica, com fungao peso @ dada por ©(L,) = w(z), para todo = € A. Temos que ker@ = (N :
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= {0 € M(A) : 0(A) C N}. O operador 2L? — L. é um idempotente de peso 1 e, portanto,
temos a decomposi¢ao

M(A)=F(2L:_Lc)®(fvl4) (4)
Além disso, 4L, —4L? € (N : A) é idempotente e todo o € M(A) se decompde na forma
o=0a(2L2 - L)+ B(4L, —4L*) + 0,

com 8 € N e N é o ideal de M(A) gerado por {L,:z € N}. Observe que N C (N : A).
Se A= Fe®U ®YV é uma dlgebra de Bernstein entao M(A) tem a seguinte decomposicio
relativa ao idempotente 2L% — L,:

MA)Y=FeL - L)aUaV, (5)

com U = {o € (N : A) 102L; — L) =0} ={o€(N:A):0(N)=0} = {¢:z € U  U?},
onde Y(e) =zep(N)=0eV ={o € (N:A):0(2LI-L.) =0} = {0 € (N : A): g(e) = 0}.
Esses subespacos verificam as seguintes relagoes:

P=00V=0VUCT; V2 CV. (6)

Podemos refinar a decomposn(;cuo dada em ()) usando o idempotente 4L, —4L? V. Teremos
V=" (BVI()@%;@%(,, onde V,J ={o;; € V:@4L.- 4L)oi; = ioij e 0;(4L. —4L?) = jo,;}.
Se 0 € V entiio temos:

06‘711

& oU)CUeo(V)=0 (7)

ceVWynNN = o(U)CUV+VECUea(V)=0 (8)
ceVi & oU)=0ea(V)CUV+VICU (9)
ceVy & oU)CURCVeo(V)=0 (10)
ceVp & oU)=0eo(V)CUUV)CV (11)

Se = ae+ u+ v é um elemento de A entao a decomposigao de L, é
L =a(2L} - L)+ sy + [Lzln + [Leio + [Lelor + [Lz)oo, (12)

Onde [Lz‘]ll = %0(4[1:_4L3)+2Lv14c; [LI]IO = (211(: [lu_%d'n)+(Lv_anLe); [141]()1 = L" ‘2L,L"
e [Lr]()o = 0

Observagao 1 Os elementos de N* tém imagem contida em N* e se 0 € N¥nV entao
Imo C N¥ para todo k > 1.

2. A dimensao de M(A). Observamos inicialmente que, nos casos onde r = 0 ou s = 0, a
dimensao da algebra de multiplicagées esta bem determinada, pois existe apenas uma algebra
de Bernstein de cada um desses tipos. Em [1], prova-se que se r = 0 entao M(A) = [ e,



assim, dimM(A) = 1. No caso em que s = 0, foi provado também em [1] que M(A) =
F(2L? — L) ® {¢y : x € U} & F(4L. — 4L?); portanto, dim M(A) = 1 + dim A.

Em [2], os autores estimam a dimensao minima para M(A), quando r > 1: dimM(A) >
r+2edim M(A) = r+2se e somente se N? = 0. Neste caso, M(A) = F(2L}— L) & {¢, : v €
U} F(AL.—4L?). Estudaremos agora, alguns limitantes superiores para a dimensao de M(A).

2.1. A dimensao maxima de M(A) nas algebras excepcionais. Seja A= Fe® U ®V
uma algebra de Bernstein excepcional de tipo (147, s). Pelas relagoes (10) e (11), os subespagos
Vor € Voo da decomposigao de Peirce de M(A) sao nulos. Assim,

M(A) = F(2L? - L) & U & Vi, @ Vio-

Temos que dimU = dnn(U U?%) = r e, pela caracterizagao dos subespagos V.J dados em (7)
e (9), os clementos de Vu podem ser identificados como o;)erad01es~em End (U) e os de Vm,
como transformagoes lineares de Hom(V,U). Dessa maneira, dimVy; < r? e dimVjo < rs.
Obtemos, entdo, um limitante superior para a dimensao da algebra de multiplicagoes de uma
algebra excepcional:
dim M(A) < 147+ +7s.
Veremos que, para s > 2, existem algebras excepcionais cuja dimensio da algebra de multipli-
cagoes atinge esse valor. O mesmo nao ocorre para algebras de tipo (1+4r1).

Proposigdo 1 Se A= Fe® U@ Fv ¢ uma dlgebra de Bernstein excepcional de tipo (1+1,1)
entdo dim M(A) < 3r + 1.

DEMONSTRAGAO: Levando em conta a decomposigao dos operadores L, x € A, dada em (12) e
a relacao V.J\H - 5JAV,, concluimos que V“ = F(4L,—4L})+(LyLe, (LyLe )2,...). Identifican-
do os elementos de V;; como operadores em End (U), seja m(x) o polinémio minimal de 1" =
L, L.. Pelo Teorema de Hamilton-Cayley, m(T) = 0. Assim, se [ ¢ o grau de m(z) entao [ <7
e {T',T'"',...,T,idy} é linearmente dependente e, para todo m < 1, {TT™ Huwn T ,idy}
é um conjunto lmcarmf*nt(* independente. Observando que idyr esta em rorleqpondencm com
o operador 4L, —4L?, obtemos que Vi = F(4L, — 4L3) +(T,T%..., T, k,...) tem dimensao [.
Assim, dimM(A) <1+4+r4+1+r<1+43r. 0
O préximo exemplo mostra que existem algebras excepcionais de tipo (1+7,1), cuja algebra

de multiplicagoes tem dimensao 1 + 3r.

Exemplo 1 Seja A = I'e U ¢ Fv a dlgebra de Bernstein excepcional que, em relagio a base
{1y .. up,v} do micleo, tem a seguinte tabua de multiplicagao:
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Uy U2 ... Up~y Uy v
uy uz
Ug Uz

Up_1 Uy
Uy Uy
v U Uz ... Uy uy

Temos que 2L, L. = L, e {L,, L%,...,L}} é lincarmente independente e L7, = 4L, —4L2. Assim,
Viv = (Ly, L2, ..., L") tem dimensio r. Além disso, {2L.L,, — %(/)ul ooy 2Lely, — %dvu,} C Vio
¢é um subconjunto linearmente independente. Portanto, V;y tem dimensao r. Dessa maneira,

dimM(A) =1+ 3r.
Para estudar o caso em que s > 2, usaremos o seguinte resultado:

Lema 1 Para todo n > 2, a subdlgebra de M,,(F") gerada por

010 --- 0 00 --- 0

: 0
A= 0 0 1 1 eB=]. 0 U
1 0 0 -+ 0 1 0 -~ 0

coincide com M, (F).

DEMONSTRAGAO: Basta observar que a matriz elementar E;; é obtida fazendo A"*BA-1, para
todo ¢,j = 1,...,n. Essas matrizes aparecem no artigo [5]. 0

Proposigdo 2 Para todo r > 1 ¢ s > 2, existe dlgebra de Bernstein excepcional de tipo
(14r,s) comdimM(A) =1+ r+r?+rs.

DEMONSTRAGAO: A prova serd feita exibindo exemplos para cada tipo.

(i) Ser =1, considere a dlgebra excepcional A = Fe@® Fu® V, com {v1,...,v,} base de V
e a seguinte tabua de multiplicacéo no nicleo:

ulv ... v,

u

(%1 u

Vg u

Temos que \711 = F(4L, - 4Lf) pois dim ‘7” <rt=1le {Ly,..., Ly} é um subconjunto
linearmente independente de Vig. Assim, dim M(A) =1 474 r? +rs =3 + s.
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(ii) Se T‘.Z' 2, .seja A= Fe®U®YV a dlgebra de Bernstein excepcional cuja tédbua de
multiplicacao, em relagao as bases {uy,...,u.} de U e {vy,...,v,} de V, é

Uy U2 ... Uy m vy ... Us
uy Uy Uy
(] Uy
Ur Up—y
" Up Uy 0o Upg uy
vg | U, uy
Vg Uy

Novamente considerando os elementos de Vi, como operadores de End (U), temos que
as matrizes dos operadores 2L, L, e 2L,, L., em relagao a base {uy,...,us}, coincidem,
respectivamente, com as matrizes A e B do Lema 1. Assim, a subalgebra de Vi) gerada

v .2

por {Ly Le, Ly, L.} coincide com Viy. Portanto, dimVj; =

Para cada j € {1,2,...,s} e1 € {1,...,7}, como Vii = End(U), seja 0 € Vi tal
que o(uy) = u; e o(uy) = 0, para todo k # i. Entao o(Ly, — 2Ly, L.) € Vio e 0(~Lu, =
2Ly, Le)(v;) = uie o(L,, —2L,,L.)(v) =0, se l # 1. Dessa maneira, Hom(V, U) € Vig, ou
seja, Vio = Hom(V, U) tem dimensao rs. Conseqiientemente, dimM(A) = L4r+ri+rs.
0

2.2. Dimensio maxima de M(A) no caso geral. A questdo a ser estudada é a seguinte:
“Fixados inteiros positivos r e s, qual é a dimensdo maxima que assume M(A) quando A tem
tipo (14-7,)?” Na segao anterior, pudemos responder essa pergunta na subclasse das algebras
excepcionais. A seguir, exibiremos outras circunstancias nas quais a dimensdo maxima de
M (A) pode ser dada por uma algebra excepcional, ou seja, dim M(A) < 1+7r+ r? 4+ rs, onde
(1+r,8) éotipo de A. N

Estudaremos. inicialmente, a classe das dlgebras que tém Voo = 0.

Proposicdo 3 S¢ A= Fe® U &V € uma dlgebra de Bernstein de tipo (L +r,8) comr >1e
UUV) =0 entio dim M(A) <1 +r+ r? 4 rs.

DEMONSTRAGAO: Em [1], 0s autores provam que U(UV) = 0 se ¢ somente se Vir = 0 e, neste
caso, a dimensao do subespaco Vo, ¢ dim U — dim L. Podemos supor que A é nao excepcional,
pois para estas algebras ja vale o resultado. De U(UV) = 0 resulta que UV-{—V'i - L; /\S~Sim, se
k = dim L, temos que dim i'7.1 < 14rkedim \7“, < sk, ja que os elementos de Vi; NN e Vjp tém
imagem contida em UV + V2, de acordo com (8) e (9). Portanto, dim M(A) = dim (F(2L2 -
LD U & Vi@ Vio® Vo) < 141 +s+14rk+sk+r—k=14r+r(k+1)+s(k+1)—(k-1).
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Se k # 0 entdao dim M(A) < 1+r+r(k+1)+s(k+1) S 1+r+r>+rs, pois k <r. Sek =0
entao dim M(A) =1+r+r+s+1<1+r+7r*+rs, poisr> 1. O
Dessa maneira, obtemos a dimensao méaxima para algebras de multiplicagoes de dlgebras de

tipo (1+4r,s), com r < 3 ou s < 1, pois dlgebras com estes tipos tém U(UV') = 0 e, portanto,
dimM(A) <1 +r+ r? 4 ra.

Passamos agora a outra classe de algebras. Para obter a limitagao proposta, usaremos um
resultado conhecido na teoria das dlgebras de Lie.

O Teorema de Lie diz que toda dlgebra de Lie de transformacoes lineares de um espago
vetorial de dimensao finita sobre um corpo de caracteristica zero algebricamente fechado que
¢ soltivel pode ter as matrizes de seus elementos tomados simultaneamente triangularizados
(veja [4, pdg 50]). Com uma demonstragao analoga, temos o seguinte resultado:

Lema 2 Sejam W um espago vetorial de dimensdo n sobre um corpo arbitrario e A C End W
uma subdlgebra nilpotente. Entdo cxiste wma base B de W tal que a matriz de todo operador
de A, escrita na base B, ¢ triangular inferior. Em particular, dim A < %n(n —-1).

DEMONSTRAGAO: Seja k o indice de nilpoténcia de A. Temos

0=AW)G A (W) G...GAW)SW.
Seja B = ByU By U...U By_; uma base de W tal que By, U... U Bi_, ¢é base de A¥*(IW),
para | <t <k — 1. Entdo, para todo ¢ € A, [¢]p ¢ uma matriz triangular inferior. 0

Com a ajuda desse lema, podemos estabelecer uma nova classe de dlgebras de Bernstein cuja
dimensdo méaxima da algebra de multiplicagdes pode ser dada por uma algebra excepcional,
para cada tipo fixado.

Proposigao 4 Seja A uma dlgebra de Bernstein de tipo (14-r,s) comr > s e nicleo nilpotente.
Entio dim M(A) < 1471 +7r? +rs.

DEMONSTRAGAO: Temos que M(A) = F(2L?—L.)® F(4L. —4L%) @ NeNé nilpotente. Como
N C End A e r > s, temos, pelo lema anterior, dim N < %(1 +r+s)(r+s)<r?4rs+or
Portanto, dim M(A) < 2 + r 4 r? 4 rs, ou seja, dim M(A) <1 +7 + 7% + rs. O
Com este resultado, fica faltando analisar a dimensao maxima das dlgebras com s > r
ou N nao nilpotente, com r > 4 ou s > 2. Estudaremos agora os casos em que r = 4 ou
s = 2, tratando das algebras que verificam dimU(UV) = 1. Para isso, descreveremos com
mais detalhe alguns subespagos da decomposigao de Peirce de M(A), para uma algebra de
Bernstein Jordan.
Lema 3 Seja A= Fe® U @&V uma dlgebra de Bernstein Jordan. Entdo

(i) Vio = (2LeLu — 3o w € U} + (VN V?);

(ii) Voo = {Lu = 2L Ly : u € U} + (Vo O N3).
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DEMONSTRAGAO: Seja v =ae+u+v € A, comaelF,uelUevelV. Como A é Bernstein
Jordan, as componentes de L, nos suhospaqos V;; dadas em 12 ficam [L, }“ = -(1( 4L, —4L%) +
2L Le, [L,]w = 2L, [,,—: Yu, [Lz]o = 204 —=2Lc Ly € [Lg]oo = 0. Portanto, ‘10 = {)Lr Lu—~ Yy
u € Ul+( \“,ﬂ \'2) e \(, ={L,—-2L.L,:u€ U}+(\mﬂ \1) Lembrando que ‘/,J‘“ - &kkl,
obtemos ‘m = {2L.L, — %1/'“ :ue U+ {2L,L.(2L. L, — -u ) :u e U,v eV }+ hu n N3 )e
ffu ={Ly—2L.L,:u€U}+{2(L, —2L, L,,)LUL, ruelUve Vi \'m n N3 ). Observamos
ainda que 2L,L.(2L.L, — §u“) =2L.L,, - IJ“,, 2(L, —2L.L,)L, L. = Ly, — 2L.L,,, para
todo u € U e v € V. Assim, Vi = {2L.L, — EL wu€elU}+ (VioN J\") e Vo = {Ly—2LcL,:
u € U} + (Vo N N3). a

Observagio 2 Em [2] os autores provam que se A é Bernstein e existem uy,u; € UeveV
tais que u; (uyv) # 0 entdo {uy, uz, uyv,uzv} e {v, uy(upv)} séo conjuntos linearmente indepen-

dentes.
Lema 4 Seja A= Fe®U®V uma dlgebra de Bernstein tal que U(UV) = (v). Entao Uv C L.

DEMONSTRAGAO: Se Uv € L f*nt{\o existem uy, us € U tais que uy(upv) # 0. Como uy(uzv) €
U(UV) = (v), existe A € F, A # 0 tal que ul(um) = Av, o que ¢ uma contradigao com a
Observagao 2. ]
Observagio 3 Seja W C annA um subespaco e V = W & V', Entao cada o € Vo pode ser
considerada como um elemento de Hom(V’, UV + V?), pois W C kero. Do mesmo modo, o

subespago ‘ou esta identificado com um subespago de Hom(V', U(UV)).

Proposicio 5 Seja A uma dlgebra de Bernstein de tipo (1+r,5) com dimU(UV) = L. Entdo
dimM(A) <1+r+7r?+rs.

DEMONSTRAGAO: Como U(UV) # 0, temos que r > 4 e s > 2. Vamos considerar inicialmente
o caso L = 0. Seja (v) = l’ V). Pelo Lema 4, Uv C L. Logo, Uv = 0. Temos ainda
Vv C L = 0. Portanto, v € annA. Seja V = V' ["1'. Agora, como A é Bernstein Jordan, N ¢
nilpotente. Assim, U —) Uuv J (Uvyv J{ .. é cadeia estritamente decrescente. Em pm'tirnlnr

dim((UV)V)V <r— 3. ((nnu U(UV) C annA, temos que U(U/(UV)) = 0e UV = (UU 1%

(UV)U? C U(U(UV)) = 0. Dessa maneira, N*nU = U(U(UV)) + UV + (UV)V)V =
((UV)V)V. Pelo Lema 3, Vm ={2L.L, -, :u e U} +(VioN N3). Os operadores de N3NV
tém imagem contida em N7, pela Observacao 1. Logo, Vig N N3 C Hom(V', ((UV)V)V) é um
subespago de dimensao no maximo (s—1)(r—3 ) {2L.L, ,‘_)l,',, :u € U} tem dimensao limitada

por r. A limitagao da dimensao do subespaco Vio, neste caso, fica r+sr—r ,,-;, 43 = sr—3r+3.

Vamos analisar os outros subespagos. Temos que ‘m n N2 C llom(( U(UV)) e Vio = {Lu -
2L, L, :u € U}l + (Vo 0 N?). Portanto, dim \m < 2r. O subespago \(,U esta identificado com
um subespaco de Hom(V/, U/(U/V')), ou seja, dim Vio < s — 1. Usando o Lema 2 e lembrando

que N NV é uma subalgebra nilpotente de End U/, resulta que dim(‘\" NV < 1;7‘(1‘ - 1).
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Assim, dim M(A) = dim (1«'(2L3 ~L)® U@ F(A4L, —4L) & (Vi N N) & Vio ® Vir @ ‘700) <

1+r+s+1+1§r(r—1)+s7'-—3s+3+2r+s—1 = ]+r+r2+rs~(%r2—%r+s—3) < 14r+r24rs,
pois s > 2 e r > 4. Suponha agora que L # 0 e seja k = dim L. Temos que A= AJL é uma
&lgebra de tipo (1 +r — k, s) satisfazendo L = 0 e U(UV) = (v). Assim, pela parte anterior,
dimM(A) <14+ (r=k)+(@r—-k?+(r—-ks=1+r+r+rs—(k+2rk —k*+ ks) <
14r+47r*+rs—(k+ks—rk), pois k < r implica rk — k* > 0. Como (L : A) C Hom(A, L),
resulta que dim(L : A) < (r+s+1)k. Usando o fato que M(A/L) = M(A)/(L : A), concluimos
que dim M(A) = dim M(A/L) + dim(L: A) < 1+r+7r* +rs. a

Veremos a seguir que, com a Proposigao 5, tratamos os casos em que r = 4 ou s = 2.

Proposigio 6 Se A ¢ uma dlgebra de Bernstein de tipo (141, s) com s < 2 entdo dimU(UV) <
1.

DEMONSTRAGAO: Temos que U(UV) # V| pois se U(UV) = V # 0 entao A é nuclear e,
portanto, tem micleo nilpotente. Além disso, de V' = U%eV = U(UV), resulta que 0 #U? =
U#, contrariando a nilpoténcia de N. Assim, dimU(UV) < dim V. m|

I

Proposigio 7 Se A € uma dlgebra de Bernstein de tipo (14-r,s) comr < 4 entao dimU(UV) <
1.

DEMONSTRAGAO: Pela Observagao 2, se r < 3 entao U(UV) = 0. Suponhamos que r = 4 e
U(UV) # 0. Sejam uy,uy € U e v € V tais que uy(uzv) # 0. Desse modo, {uy, uz, uyv, ugv} é
uma base de U. Além disso, L = 0. De fato, seja u = y1uy + Y2tz + vou1v + v4uyv € L, com
Y,.--»7a € F. Multiplicando por uyv, obtemos 0 = u(u,v) = yus(uyv), isto é, 45 = 0. De
modo similar, usando o elemento u,v, temos v = 0, ou seja, u = y3u;v +y4uzv. Multiplicando
por u; concluimos que 4 = 0 e portanto, também v3 = 0. Assim, u = 0. Observando que
u € (u1v,upv) implica Uv C (u1(uv)), basta provar que se w € V entao us(uaw) € (uy(ugv)).
Sejam ay, ..., a4 € F tais que uyw = aju; +aruz+o3u v+ aquqgv. Daidentidade (ugv)(ugw) =
0 segue que ayu;(upv) = 0, ou seja, a; = 0. Portanto, uyw = aguy + aszu;v + asuv. De modo
analogo, escrevendo uyw = Byuy + Pouz + Beurv + Byugv, com By,..., By € F, obtemos 3, = 0,
isto é, uyw = [Fyuy 4 Bauv + Baugv. Se oy = 0 entao ugw € (ugv, usw), 0 que prova que uy (upw)
é um elemento de (u;(uzv)). Analogamente se 3; = 0, observando que u;(uw) = —uy(uqw).
Consideraremos entao que a; # 0 e f; # 0. Das identidades uy(usw) = 0 e (upw)? = 0,

obtemos asu} + azus(uv) = 0 e adul + 2az03uz(uyv) = 0. Comparando as duas equagoes,
concluimos que u? = —a;' azuz(uyv) = —2a3  aguy(uiv), ou seja, u? = 0. Da mesma maneira,
usando u;(uw) = 0 e (uyw)* = 0, chegamos que u? = 0. Assim, u(ujuy) = —tulu; =0 e
ug(uguy) = —%u%ul = 0 e, usando também o fato que A ¢ Bernstein Jordan, (uv)(uyuy) =
—(us(wyug))v = 0 e (ugv)(usuz) = —(ug(ujuz))v = 0. Portanto, wyu; € L = 0. Logo,

U(UV) CU* C U (uyv,uv) € (uy(upv)) tem dimensao 1. 0

Com os resultados obtidos até o momento, podemos determinar a dimensao maxima de
M (A) para todas as algebras de dimensao menor ou igual a 8 ¢ para as de tipo (1 +r,s), com
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r < 4ous <2 além daquelas com r < s e niicleo nilpotente. Todas as dlgebras estudadas tem
dimensao de M{A) limitada por 1 +r+ 7%+ rs. Nosso objetivo futuro é provar que nas outras
classes restantes vale a mesma limitacao. Observamos que basta mostrar essa conjectura para
algebras com s > r que tém L = 0, e o caso geral poderia ser demonstrado com um raciocinio
semelhante ao da segunda parte da demonstragao da Proposigao 5.
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