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Abstract 
0 problema de encontrar caminhos minimos em um grafo ( orientado ou nao-orientado) tem 
sido largamente tratado na literatura. Um fato bastante conhecido e que esse problema 
torna-se intratavel quando o grafo possui circuitos negativos. lsso justifica a irnportancia de 
se considerar o problema de detectar circuitos negativos e encontrar caminhos minimos em 
sua ausencia. Uma grande variedade de algoritmos polinomiais foi desenvolvida para resolver 
esses problemas em suas versoes orientadas ([Be58], [Fo56], [Fl62], [Wa62], [Ye70]). No caso 
nao-orientado, Tobin ([To73], [To75]) mostrou como reduzir cada um desses problemas a um 
problema de emparelhamento de peso maxirno. Aparentemente, ate 1986 nenhuma atencao 
foi dada ao caso mais geral em que o grafo de entrada e misto ( contem tan to arcos quanto 
arestas), quando Arkin [Ar86) demonstrou que ambos os problemas sao NP-completos. Em 
vista de tais resultados, seria interessante descobrir classes especiais de grafos mistos para as 
quais esses problemas podem ser resolvidos em tempo polinomial. Neste artigo descrevemos 
um algoritmo polinomial para encontrar caminhos minimos em grafos mistos aciclicos. Alern 
disso, mencionamos casos particulares desse(s) problema(s) que continuam em aberto. 

1 Introducao 

Grafos mistos podem ser vistos como uma generalizacao do conceito de grafos orientados e 
nao-orientado«, no sentido de que podem conter tanto arcos quanto arestas (sem orientacao). Aqui 
estamos interessados no seguinte problema: dado um grafo misto M = (V, E, A) com uma fun<_;iio 
cusio c : ( E U A) --. R definida sobre o conjunto dos arcos e arestas de M, enconirar um caminho 
minimo de s at, onde s, t E V. 

Quando a funcao c assume apenas valores nao-negativos, o problema pode ser resolvido em 
tempo polinomial pelo algoritmo de Dijkstra [Di59]. E um fato bem conhecido que o problema 
torna-se mais dificil quando c pode assumir valores negativos. No caso especial em que existem 
circuitos negativos no grafo, o problema e NP-dificil, como pode ser mostrado atraves de uma 
simples reducao do problema do circuito hamiltoniano. Assim, e interessante investigarmos o 
problema de detectar circuitos negativos e o de encontra.r caminhos minimos em sua ausencia, 

Esses dois problemas podem ser resolvidos em tempo polinomial por varios algoritmos no caso 
especial em que M e um grafo orientado ([Be58], [Fo56], [Fl62], [Wa62], [Ye70]; em [La76] pode-se 
encontrar uma discussao detalhada sobre tais algoritmos ). 

Em grafos nao-orientados, tais problema.s sao um pouco mais dificeis. A reducao trivial ao caso 
orientado, atraves da su bsti tuicao de uma aresta por um par de arcos reversos, nao funciona uma 
vez que pode introduzir um circuito nega.tivo formado por dois novos arcos. Apesar disso, ambos 
os problemas podem ser resolvidos em tempo polinomial atraves de uma redu~ao ao problema de 
encontrar urn emparelhamento (de peso) maximo em um grafo ([To73], [To75], [La76]). 

No caso rnais geral, Arkin [Ar86] mostrou que o problema de detectar circuitos negativos 
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em grafos mistos e encontrar caminhos mnumos em grafos mistos sem circuitos negativos sao 
NP-completos. Descreveremos neste trabalho um algoritmo polinomial para encontrar caminhos 
minimos em grafos aciclicos e faremos uma analise de sua complexidade. Mencionaremos ainda 
alguns casos particulares desse( s) problema( s) que continuam em aberto. 

2 Not acoes e apr eserrtaqao do problema 

Um grafo misto e uma terna M = (V, E, A) onde V e um conjunto finito, E e um conjunto 
finito de pares nao-ordenados de elementos de V, e A e um conjunto finito de pares ordenados 
de elementos de V. Dizemos entao que V e o conjunto dos vert ices de M, E e o conjunto das 
arestas de M e A e o conjunto dos arcos de M. Quando A = 0 dizemos que M e um grafo 
nfio-or-ient.ado e o indicamos simplesmente por M = (V, E). Quando E = 0 dizemos que M e 
um grafo orientado e o indicamos simplesmente por M = (V, A). 

Denotamos um elemento de E por { u, v} ou por uv. Denotamos um elemento de A por ( u, v). 
Algumas vezes, para explicitar que u e v sao os vertices que definem uma aresta e (resp. um arco 
a) utilizaremos a notacao e = uv (resp. a= (u, v)). Denotamos um elemento generico de E U A 
por l = [u, v] ( ou [u, v]) indicando que I ou e uma aresta l = uv de E ou e um arco l = ( u, v) de A. 

Um caminho (resp. circuito) em M e uma seqiiencia alternante de ver tices e arcos/arestas 
de M da forrna C= (v1,l1,v2,l2,V3, ... ,vn-1,ln-l,vn) onde l; = [v;,v;+1J ou l; = [v;+1,vi] para 
1 ~ i ~ n - 1, e v; i- Vj para 1 ~ i < j ~ n (resp. 1 ~ i < j ~ n - 1 e v1 = Vn ). 
Dizemos que C e viavel se l; = [v;, v;+iJ para 1 ~ i ~ n - l. Dizemos que um caminho (resp. 
circuito) e orientado (resp. nao-or ientado] se ele nao contern nenhuma aresta (resp. nenhum 
arco ). Quando nao houver ambigiiidade, denotaremos um caminho (resp. circuito) apenas por sua 
seqiiencia de vertices, por exemplo, C = ( V1, ... , Vn)- Dizemos que um grafo misto M e aciclico 
se nao existem circuitos viaveis em A1. 

0 comprimento de um caminho (resp. circuito) C, denotado por ICI, e definido como o 
nurnero de arcos e arestas de C. Para uma dada funcao custo c: (E U A)-+ R, definimos o custo 
de um caminho (resp. circuito) C, denotando-o por c(C), como a soma dos custos de cada arco e 
de cada aresta do caminho (resp. circuito) C. Um caminho (resp. circuito) minimo e um caminho 
(resp. circuito) de custo minimo. Um circuito negativo e um circuito de custo negativo. 

Neste trabalho, sempre que nos referirmos a caminhos ou circuitos estes serao viaveis. Algumas 
vezes, por questao de enfase, mencionaremos isso explicitamente. O(s) problema(s) que aqui 
nos interessam podem ser formulados da seguinte forma: dado um grafo misto A1 = (V, E, A), 
ueriices s, t E V e uma [unciio custo c : (E U A) -+ R, (a} decidir se existe em M um circuiio 
ouiuel negativo; e (b) caso ruio ezisia, eticontrar um caminho vuioel minimo de s at. 

Como mencionamos na introducao, Arkin [Ar86] mostrou que esses problemas sao NP-completos. 
Em vista disso, e interessante considerar o problema de encontrar classes de grafos mistos para as 
quais esses problemas podem ser resolvidos em tempo polinomial. Neste trabalho consideramos 
o caso em que o grafo misto e aciclico e descrevemos um algoritmo polinomial para encontrar 
caminhos minimos em tais grafos. 

Em vez de tratarmos do problema de encontrar um caminho minimo de s a t, vamos tratar do 
problema mais geral de encontrar, para cada ver tice v E V - {s}, um caminho minimo de sa v. 
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Assim, podemos supor sem perda de generalidade que s e uma fonte, ou seja, e um vertice no qual 
incidem apenas arcos que saem dele (todo arco entrando em s pode ser rernovido e toda aresta sv 
incidindo em s pode ser substituida por um arco (s, v)). 

Nas consideracoes a seguir, vamos supor que M = (V, E, A) e urn grafo rnisto aciclico, s e urna 
fonte de M, e que c e urna funcao custo definida sobre os arcos e as arestas de M. 

E irnediato que F = (V, E) e urna floresta, isto e, urn grafo nao-orientado aciclico. Daqui ern 
diante irernos nos referir a cada cornponente dessa floresta ( que por sua vez e um subgrafo de M) 
como uma m-arvore. Note que urna m-arvore pode consistir de urn iinico vertice, 

0 seguinte lema descreve urna irnportante propriedade que sera utilizada no algoritrno que 
descreverernos. Observe que o mirnero N rnencionado no lerna e o ruimero de vertices do grafo 
obtido a partir de M contraindo cada urna de suas m-arvores a urn vertice. 

Lema 2.1 Seja M = (V, E, A) um grafo misio aciclico, s uma [onie de M, e N = IV/ - /E/. 
Entiio existe uma roiulaciio dos vertices de M, r : V --, { 1, ... , N}, tal que para todo u, v E V: 

1. r(s) = 1, 

2. Se (u,v) E A entiio r(u) < r(v), 

3. u e v pertencem a uma mesma m-tiruore de M se e somente se r(u) = r(v). 

Nao e dificil ver que urna rot ulacao que satisfaz as condicoes acirna pode ser obtida ern ternpo 
linear contraindo as m-arvorss e obtendo uma ordenacao topologica do grafo orientado resultante. 

Antes de descreverrnos o algoritmo varnos estabelecer algurnas notacoes. Para cada vertice v 
de M, seja 

a( v) := custo de urn carninho viavel rrunimo de s a v. 
Quan?o nao existir urn carninho viavel de s a v escreverernos a( v) = +oo. Para cada vertice v de 
M seja 

a(v) := rnin{a(u) + c(a): a= (u,v) E A}. 
Note que a( v) e o custo de urn carninho viavel minimo de s a v que terrnina ern urn arco. Se 
T = (VT, ET) e uma m-arvors de M e x, y E VT, entao denotarnos por Txy o carninho em T que 
vai de x a y. 

0 seguinte lema descreve urna relacao cle recorrencia entre 05 a( v) que e fundamental para 
demonstrar a corretude do algoritrno que descreveremos. Note que ele nao e valido para grafos 
mistos ern geral. 

Lema 2.2 Seja T = (VT, ET) uma m-cirnore de um grafo aciclico M e v E VT. Entiio 

a(v) = min { a(v) 
a(u) + c(Tuv), u E VT- {v}. 

Em particular, se ({v},0) e uma m-iirvore enuio a(v) = a(v). 
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A seguir descrevemos o algoritmo. Ele recebe um grafo misto adclico M e uma fonte s de M 
devolvendo para cada vertice v de M o custo de um caminho mmimo de s a v. Na descricao 
do algoritmo omitimos o processo de construcao dos caminhos minimos e descrevemos apenas o 
calculo dos custos. E relativamente simples alterar o algoritmo para obter tais caminhos. 

Algoritmo CamMin 

Entrada: um grafo misto aciclico M = (V, E, A), 
uma funcao custo c : E U A -. R e 
uma fonte s de M. 

Saida: um vetor l : V -. R U { +oo} tal que /(v) = a( v) para todo v E V. 

(* Inicializacao *) 
N := IVI - /E/; 
Seja r: V-. {l, ... , N} uma rotulacao satisfazendo o Lema 2.1 e tal que r(s) = l; 
l(s) := O; 
Para cada v E V - {s} faca 

l( v):= +oo; 
L(v):=+oo; 

k := 2; 

(* Passo Principal *) 
Enquanto k :S N Iaca (* lnvariante: Se r(v) < k entao /(v)= a(v) *) 

Para cada v E V tal que r( v) = k faca 
L(v) := min{/(u)+ c(a): a= (u,v) E A}; 

Para cada v E V tal que r( v) = k faca 
Seja T = (VT, ET) a m-arvore de M que contern v; 
l(v) := min ( {L(v)} U {L(u) + c(Tuv): u E VT- {v}}); 

k := k + l; 

Devolva I; 

0 algoritmo atua em niveis calculando inicialmente os custos dos caminhos minimos para os 
vertices de rotulo igual a 2 e armazenando tais valores no vetor /; depois para os ver tices de rotulo 
igual a 3, e assim sucessivamente para os vertices de rotulo 4, 5, ... , N. Pode-se provar que ao final 
do algoritmo, /(v)= a( v) para todo v E V. Nao e dificil verificar que o mesmo tem complexidade 
O(/V/2). E interessante notar que o algoritmo acima e uma generalizacao do conhecido algoritmo 
de caminhos minimos para grafos orientados aciclicos (veja [La76]). 

Cabe aqui observar que o algoritmo que descrevemos tambern pode ser utilizado para outra 
classe de grafos mistos. Trata-se do caso em que M = (V, E, A) e um grafo misto em que nenhum 
arco pertence a um circuito viavel de 1'1. Chamaremos um ta] grafo de grafo arco-aciclico. 

Nesse caso, os componentes de G = (V, E) podem conter circuitos, mas o grafo orientado D, 
obtido a partir de M pela contracao dos componentes de G, e aciclico (observe que e possivel 
decidir em tempo polinomial se um grafo misto e arco-acfclico). Para descobrir se M possui um 
circuito negativo basta descobrir se um dos componentes de G possui um circuito negativo, o que 
pode ser feito em tempo polinomial, como mencionamos na introducao. Nao e dificil alterar o 
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algoritmo acima para encontrar caminhos rninimos em grafos arco-aciclicos. Neste caso, tambem 
devemos ter uma subrotina para calcular custos de caminhos minimos ern grafos nao-orientados. 

Em seu artigo, Arkin [Ar86] menciona dois casos particulares do problema de detectar circuitos 
negativos e do problema de encontrar caminhos minimos em sua ausencia que podem ser resolvidos 
em tempo polinomial. O primeiro caso e aquele ern que todas as arestas do grafo misto de entrada 
tern custo nao negativo; nesse caso , e Iacil ver que ambos os problemas podem ser reduzidos as 
suas versoes orientadas. 0 segundo caso e aquele em que o grafo de entrada tem urn mimero fixo 
k de arestas; nesse caso, como cada aresta tem duas possiveis orientac;oes, existem 2k possiveis 
orientacoes do grafo misto de entrada, Assim, os problemas originais podem ser reduzidos aos 
problemas de detectar circuitos orientados negativos e encontrar caminhos orientados rrunimos ern 
cada um desses 2k grafos orientados. 0 caso especial em que o grafo misto de entrada tem urn 
mimero fixo de arcos continua em aberto. 

Nao encontramos na literatura nenhum trabalho descrevendo outros casos particulares desses 
problemas para os quais se conhecem algoritmos polinomiais para resolve-los. Seria interessante 
descobrir se para outras classes de grafos mistos, alern das que mencionamos acirna, o problema 
de detectar circuitos negativos e o problema de encontrar um caminho viavel minimo de s a t sao 
faceis ou continuam NP-dificeis. Em particular, os dois problemas estao em aberto no caso de 
grafos mistos planares. 
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