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Prefácio

Estas notas, que tratam dos anéis de representação dos grupos clássicos, foram feitas

com a intenção de servir de referência a quem queira informação rápida e sem demons-

trações sobre tais representações e estrutura dos tais anéis. Não desenvolvemos aqui a

teoria dos grupos de Lie e seus anéis de representação. Nos extendemos um pouco mais, em

detalhes, com os grupos Spin(n) por serem menos familiares que os outros clássicos. Com

isso introduzimos as álgebras de Clifford relevantes onde nos baseamos em [2], conteúdo

que havia aparecido em [4],[5]. As referências [1][8][9] nos foram muito úteis e as reco—

mendamos a um leitor que queira mais detalhes. Os leitores mais desembaraçados com

álgebra linear e matrizes poderão pular o capítulo zero. Ficam aqui meus agradecimentos

a Gisele pelo paciente e bom trabalho de digitação.

São Carlos, 30 de novembro de 1998.

Antonio Conde
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Anéis de Representações dos Grupos Clássicos

Prof. Antonio Conde 1998

0. Grupos clássicos de matrizes

Nestas exposições queremos chegar as descrições algébricas dos anéis de representações
dos grupos que chamamos de clássicos e que estão inseridos na Álgebra Linear, mais

precisamente, são grupos de matrizes como O(n), SO(n), U(n), SU(n) e mais o Spin(n).

Estes grupos tem muito em comum. Eles são exemplos importantes dos chamados grupos
de Lie.

Não pretendemos aqui desenvolver a teoria geral dos grupos de Lie, mas apresentaremos

as noções mais relevantes ao nosso objetivo, que é o de estudar os grupos acima. Sempre

que estivermos falando de um grupo de Lie, o leitor poderá ter em mente, por exemplo,

o grupo das matrizes unitárias U(n).

Vamos inicialmente as definições dos grupos acima, com excessão no momento de

Spin(n).

O(n) é o grupo das matrizes X, n X 71, reais e ortogonais, isto e, tais que

XXt : 1 E identidade

50(n) C O(n) é o subgrupo daqueles X tais que det X = 1.

U(n) é o grupo das matrizes X, n >< n complexas, tais que

XX* : 1 E identidade

onde X* : Xt
SUM) C U(n) é o subgrupo daqueles X tais que

detX : 1

Um caso particular, bem simples e muito importante é o U(1), isto é, o grupo dos

números complexos z tais que



ou seja os complexos de norma 1, que costumamos a identificar com o círculo unitário

e denota-lo por 51.

Fazendo produtos cartesianos obtemos os grupos
51 X 51 : T2, toro bidimensional

51 X X 51 : T" com n fatores obtendo o toro n—dimensional. A multiplicação em
T" é de coordenada a coordenada

(z1,...,zn)(u1, ...,un) : (z1u1,zzuz,...,znun)

Os grupos T” são também grupos de Lie e são compactos e abelianos, já que S1 o é.

Os toros T "' vem munidos de suas projeções canônicas 7T.,' : T" ——> T1 = 51.

771-(z1, ...,zn) : zi

e estas são homomoríismos de grupos.

Observemos que os grupos de matrizes acima contém toros como subgrupos. Vejamos:

As matrizes D, n X n complexas diagonais, contidas em U(n), formam um toro T”.

II E bl ll |—l ||D=
"

. DD*

Zn 1

nos diz que cada Zi; está em U(1) = 51 e a multiplicação se faz de coordenada a

coordenada e portanto tais matrizes se constituem no grupo

Slelx...><SI=T"

As matrizes B, 2n X Zn,, reais formadas por blocos 2 X 2 de SO(2) na diagonal e nula

fora destes blocos e pertencentes a SO(2n), também se constituem num toro, vejamos

[O



50(2)

som

som

Com isso, se temos B com 11 blocos 2 >< 2 na diagonal e cada bloco Bj se identifica

como número complexo zj : cosôj +isen0j, podemos identificar B com a matriz diagonal

D

a —b a+bi

Como as operações de multiplicação também se correspondem, temos que tais matrizes

B formam um toro T" em SO(2n).

O mesmo ocorre com SO(2n+1) bastando para tal que adicionemos o número 1 na posição

2n+1 a B.

21

Zz

l

Podemos, de certa forma, então dizer que os toros T" de U(n) e de SO(2n), SO(2n+1),

O(2n) e 0(2n+1) são os mesmos, fixada a dimensão n.
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Se tomarmos agora SU (n) C U (n) que são as matrizes de U(n) com determinante igual

a 1, vamos ver que o que era o tem T" de U(n) vai ser alterado para um tom Tnf1 de

SU(n). Vejamos

Zi

22

. E SU(n) => Z122...Zn_1Zn : 1

Desta igualdade tiramos que, por exemplo Zn é função da (n—1)-upla (z1,...,zn_1) já

que

Zn : 2122...Zn_1

o que nos diz que o conjunto das matrizes em T" C U (n) com determinante 1 está em
bijeção com as (n-1)-uplas (zl, ..., zn_1) com cada zi G 51, ou seja, em bijeção com TTL—1.

Como as multiplicações se correspondem podemos dizer que SU(n) tem toro T"—1 como

subgrupo.

Estamos detalhando algo sobre os grupos toroidais porque estes servirão, ao final, de

ambiente de análise para os demais grupos, na teoria das representações.

Cada um dos grupos apresentados são de matrizes reais ou complexas e estes tem es—

trutura topológica além da algébrica de multiplicação. Vamos agora tratar deste aspecto.

Por razões didáticas vou tratar inicialmente caso de matrizes reais, isto é, objetivo

lidar com os grupos O(n) e SOÇ(n). Posteriormente faremos alguns ajustes para cobrir o

caso complexo.

Designemos por Mn o espaço vetorial de matrizes reais n >< n.

Por MZ o espaço vetorial das matrizes reais n >< n simétricas e por

Mi das matrizes reais n >< n anti—simétricas. Temos que Mn é soma direta

Mn = AAZ, 69 M;

Fixada uma ordem nos pares (i,j), 1 É i,j 5 " temos uma bijeção
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2anR”
que é de fato um isomorfismo linear. Cada ordem fixada produz um tal isomorfismo.

Em cada Em temos o produto interno euclideano. Pornos em Mn 0 seguinte produto
int erno .

< A, B >: tr(ABt)
Veriíique que com estes produtos internos em Mn e (o euclideano) em 373; os isomor—

fismos acima JV!“ % Bºªz são todos isometrias, para qualquer ordem lixada nos índices

(i, j) das matrizes. Portanto (Mn, <, >) é um modelo de espaço vetorial euclideano da

dimensão nª.

Vejamos que a decomposição Mn : MZ GB MZ é ortogonal. Sejam então A E M; e

H e M;

< A,H >= tr(AHt) : tr(HtA) : tr(—HAt) : —t7'(HAt)

mas tr(—HA*) : —tr(HAt) : — < H.A > e

< A,H >=< H,A >= — < H,A >=>< A,H >= 0

e A é ortogonal a H, como queríamos.

Mn agora tem então uma métrica dada por <, > e portanto tem uma topologia indu-

zida.

As matrizes de Mn que são inversíveis (que tem determinantes não nulos) formam um

grupo que denotamos por GL,; e chamamos de grupo geral linear real.

detzMn—ªR

O determinante é uma função contínua de Mn em E. Isto nos da que det—I(O) C Mn
é subconjunto fechado e portanto GL“ é um subconjunto aberto de Mn.
Os grupos O(n) e SO(n) são subgrupos de. GL“.

SO(n) C O(n) C GL”



A topologia de Mn induz topologias em O(n) e em SO(n).

GL" tem duas componentes conexas (por caminhos) a de determinante positivo GL; e a

de determinante negativo GL; .

.

SO(n) e O(n) são fechados como subconjuntos de Win (e de GL“) e SO(n) é fechado

em O(n). SO(n) é conexo (por caminhos) e O(n) tem duas componentes conexas (por

caminhos), SO(n) que são as de determinante 1 e a outra 5001)” de determinante —l.

A esfera unitária S““1 C E” é compacta.
Cada vetor coluna de uma matriz de O(n) tem norma 1, portanto O(n) é subconjunto e

subespaço de [Sª—1 x >< S”“1(nfa,tores) C R" >< X E" : Rªº = Mn.
Como este produto de esfera é compacto e O(n) é fechado nele concluímos que O(n) é

compacto e o mesmo para SO(n).

Os toros T” que exibimos antes, são também espaços topológicos compactos com topologia

igual às induzidas pelos grupos que os contém como U(n), O(2n), O(2n+1), SO(2n) e

SO(2n+1).

Todos estes são subgrupos de GLm para algum m e de fato são subgrupos topológicos de

GLm. Na verdade eles tem uma estrutura mais rica, eles são subvariedades de classe C ºº

de GLm.

Vejamos como provar isto para o caso O(n).

Consideramos a aplicação C ºº

McGLn—ªMfL

X —> XXÉ

Calculamos sua derivada e provamos que a matriz identidade 1 E M; é valor regular

de ,a isto nos dá que u_1(1) : O(n) é subvariedade Oºº de GLn de dimensão

dim0(n) = dimGLn _ dim/w;

ou



1
dim0(n) : n2 _ 5n(n + 1) : %nm _ 1)

O mesmo vale para SO(n) e 5001)“ lembrando porém que 5001)“ não é subgrupo de

O(n) : 50(n) U SO(n)_.

Como a derivada de ,a é

dp(A)(H) : AHt + HA'ª

para a = 1 du(1)(H) : Hi + H

Sabemos que o espaço tangente a nª(l) em 1 é o núcleo de da(l) e portanto é o

subespaço das matrizes H, n x n reais tais que Ht + H = O ou seja HÉ : —H que são as

anti—simétricas M;.

T10(n) : MZ,

M“; é fechado pela operação colchete

[A, B] : AB — BA (verifique)

O espaço vetorial T10(n) : M;, com tal operação colchete recebe o nome de Álgebra

de Lie do grupo O(n).

Para o caso complexo fazemos alguns ajustes

CMn é o espaço vetorial das matrizes n >< n complexas. Uma matriz complexa A pode

ser escrita com suas partes real e imaginária, assim

A=A1+iA2

onde A1- são matrizes n X n reais.

Com isso vamos fazer corresponder a matriz complexa A o par de matrizes reais

(A1, A2) que é o mesmo que identificar CM" com a soma direta

CMn E Mn 63 Mn

R1



A1 O

A multiplicação de matrizes complexas representada como pares fica assim

(A1, $A2)(Bl 69 BZ) : (A1; Bl _ 142,32) 69 (14132 + 14231)

A operação em CMn que corresponde à. transposição, do caso real, é a de adjunta

AEC/Vin =A*=Ãt€CMn
Na representação com os pares de reais temos que se A : A1 EB A2 Ã : A1 69 (_A2)

6 At : Aâ + GBA; Assim A* = A? GB (—Aá).

Introduzimos em CMn o produto hermitiano

< A, B >= tr(AB*) (verifique)

< A, B > é um número complexo e portanto tem parte real Be < A, B > e parte ima-

ginária

Im < A, B >.
Vejamos como são os mesmos quando interpretamos as matrizes complexa como pares

de reais.

A=A1$A25Ai+iA2

B=B1$B2581+ZB2



B : Bl $(—B2) E B] —2B2

B* = Bt : BÍ 69 (—B;)

Assim sendo

AB* : (A1Bl+ AzBª) $ (“14135 + AzBl)

temos então que a parte real de AE“ é dada por A1 BÍ + A233 e a parte imaginária por
AgBí — A1 B5.

Portanto

< A,B >= tr(AB*) = tr(A1Bí + Ang) + tr(A2BÍ - AlBg)

M&S tT'(A1, BÍ+A2B5> : ÉT(A1€BA2)(31GBB2)t) Ol'lde & multipllcação (A1$A2)(B1$B2)

é & usual de matrizes (reais). Concluímos que a parte real do produto hermitiano < A, B >

é o produto escalar (real) de A e B como pares de matrizes reais.

BC<A,B>=< A163A2,B1€BB2 >

Para o caso complexo e analogamente ao caso real temos que

um(AxH) : AH* + HA*

que nos dá.

dp(1)H = H* + H

O núcleo de dp(1) é o espaço das matrizes H tais que H* = —H ou seja é o das

matrizes anti—hermítianas.

Examinando-se o núcleo de dp(1) e lembrando de que A E GLn(C) é inversível e mais

que MA) : AA* : 1, chegamos a que a dimensão do núcleo de dp(A) para A E a(A)

9



é a mesma que a do núcleo de dp(1) que é HZ. Como # toma valores em Hu que tem

dimensão complementar à de H; em Oil/n, vemos que dp(A), para A E U(n), é sempre
sobrejetora e portanto AA* : 1 é valor regular de [L e U(n) : u_1(1) é subvariedade Cºº,
de GLn(C) com álgebra de Lie sendo o núcleo de dp(1), isto é H;. A dimensão real de

2C/Vln é 2n2. As dimensões de H; e H", são iguais a n . Portanto a dimensão de U(n)

como variedade (real) é igual a de sua álgebra de Lie HZ que é 2712.

1 Álgebras de Clifford

1,1, Seja V um espaço vetorial sobre E de dimensão finita n e

90 : V —> E
forma quadrática, isto é, existe uma aplicação bilinear simétrica

< , > : V >< V —> E
tal que <p(:c) = < a:, a: > . <p determina <7 > pela relação

2<w7y>=sº(fc+y)—9º(ªº)—9º(y)-

O exemplo mais simples e signiíicativo é V : IR e <p(:c) : mº. Esta forma quadrática

vem da multiplicação de números reais 33,3; que torna B uma álgebra com unidade 1.

Portanto a forma quadrática em questão é um quadrado nesta álgebra. O mesmo já. não
2 e pedirmos que 1 continueocorrerá se trocarmos a forma quadrática para <p(x) : —x

sendo elemento neutro, isto é, não existe nenhuma multiplicação em E com unidade 1
,

digamos * tal que xm: : —x2, pois 1 : 1*1 : —1 não é compatível. Podemos entretanto

verificar se isto seria. possível, ampliando V. Como queremos que a forma quadrática seja

um quadrado, ela deve tomar valores no próprio espaço. Ampliemos então o espaço
V = R adicionando, como primeiro fator, o corpo E. Temos assim E EB R : E?. Com

a identificação (1,0) E 1, o elemento neutro da álgebra procurada, e (0,1) = 61 a base

natural de nosso espaço V = E. Como a multiplicação procurada é necessariamente

bilinear, basta saber o que acontece com os elementos da base 1 e 61 de E?.

1 - 1 = 1 pois é a unidade

elel : g(el) : —1

10



Portanto dois elementos genéricos x + gel e :r' + y' 61 se multiplicam como

($ + y61)($' + 3/61) = (M' — W) + (wy' + r'y)61

Esta é exatamente a multiplicação de números complexos que sabemos formam uma

álgebra com unidade onde 61 = i.

Então ao tentar representar a forma quadrática 9.9(33) : —;r2 definida em V = R
construimos a álgebra dos complexos. Dizemos então que os complexos é a álgebra de

Clifford do par V = R, go(:v) : —a:2.

Vejamos o que acontece se tornarmos V = R2 e cp(:c,y) : —x2 — yº, isto é, o negativo

do produto escalar usual. Adicionamos novamente o eixo B que possui o candidato à.

unidade 1 como primeiro fator B 69 R2 : Bºª e vejamos se conseguimos ai uma multi-

plicação que torne Hª uma álgebra com unidade 1 e tal que para vetores U de B2 temos

cp(v) : — <?), v>. Novamente, basta saber o que se passa na base natural

(1,0,0) E 1

(0,1,0) : 61

(0,071) : 62

Temos então que
1 - 1 = 1

6161 = c,?(el) : —1

6262 : 3.0(62) : —1

e falta saber o que se passa com ele-2.

Se 6162 faz sentido em BB devemos ter

6162 = Ao + Ãlªi + Ã'zez

multiplicando ambos os membros por el temos

“62 : Auer _ A1 + Ã2€1€2

onde A2 76 O por causa da independência linear de 1, 61, 62. Temos então

A1 A0 1

—€1“'—€2AzEWZ6162 =

11



que comparando com a expressão inicial nos da

A A
—1=A0, —'—O'=Ã1 e Agz—L
A2 A2 A2

0 que não é possível. Logo, elez não pode ser definido como elemento de Bª.
então que adicionar um elemento novo

e132 = 83

isto é, adiciona—se um quarto fator B e temos agora

R$32$R=R4
(1,0,0,0) E 1

(0,1,0,0) : 61

(0,0,1,0) : 62

(0,0,0, 1) = 63

com a nova relação

elez : 63.

Como no fator RZ do meio nossa forma tem que ser negativa, temos que

Manel + yea) = —:v2 — y2

mas

ªrº(ªº€1 + 962) : (wel + y62)2 : “372 _ yz + 353103162 + 6261) .

Daí tiramos que 6162 + 6261 = O ou

6261 = —€1€2

e que 6% : (€162)(61€2) = —-€1€2€2€1 : “1—

Temos

Mas tal tabela nos dá exatamente a multiplicação quaterniônica com a identificação

6162 =i 61 = ] 62 : (6162)61 : Z] = k.

Dizemos então que a álgebra dos quatérnios é & álgebra de Clifford do par V : Hz e

c,9('v)=—<v,v>.
A multiplicação genérica é dada. por



1.2. (x + yi + zj + wk)(w' + y'i + zj + w'k) : (xw' — yy' — zz' — ww')

+ (my' + ym')i + (rz' + zm')j + (11:71), + x'w)k + yz'k — yw'j — zy'k

+ zw'zf + wy'j — wz'i

ou agrupando

(ac + yi + zj + wk)(w' + y'i + z'j + w'k) : (mac' — yy' — zz' — ww')

+ (my' + yzv' + zw' — wz')i + (zz' + zw' + wy' — yw')j

+ (ww' + m'w + yz' — zy')k

Podemos ainda por:

yi+zj+wk = 1) e *y'i+z'j +w'k : v'

e observar que a multiplicação geral pode ser escrita mais sinteticamente na forma

13 (m+v)(w'+v')=zx'—<v,v'>+xv'+x'v+v><v'
onde < , > é o produto escalar euclideano de R3 e v X v'é produto vetorial.

É conveniente destacar que a parte real do produto é precisamente & métrica de

Minkowski do- 024, com variável temporal positiva, isto é

(m+v,m'+v')=xm'—<v,v'> .

Lembremos que o produto vetorial no Elª pode ser calculado em coordenadas, formal-

mente, da seguinte maneira:

v = (mw) v' = (y' z',w'>
y y' i

1.4 U X ”0, = det z z' j
w w' k

Denotamos a álgebra dos quatérnios por E . Como espaço vetorial real E] = R4 =

R EB Rª gerado por
1 : (1,0,0,0) E 1

el : (0,1,0,0)

62 : (0,0,1,0)

6162 = eg : (0,0,0, 1)

13



Como álgebra, E] é gerado então por el, 62, pois 1 = e? e 63 = 6162. E se decompõe

em soma direta de dois fatores de modo natural

H = Ho 69 H1

onde HO é gerado por (1, 6162)

071 é gerado por (61,62) .

O fator [HD é chamado de fator par e lHl de fator ímpar por causa do número de

elementos nos monômios em 61, 62 que geram cada fator. A unidade 1 é considerada

como monômio em el, 62 com zero elementos.

Observemos que o fator HD é fechado pela multiplicação e é isomorfo ao corpo dos

complexos, identificando-se o gerador imaginário com ele;. O fator ímpar não é fechado

pela multiplicação , de seus elementos, mas é fechado pela multiplicação externa com

elementos de ]Ho.

Assim sendo, podemos identificar

1.5. Ho EB H1=€ EB €
1: (1,0 E (1,0)

(6263,0) E (i,0) : 1

61 = (0,61) E (0,1) =j
62 = (0,62) E (0,2Í) : k.

Os quatérnios E podem então ser considerados 47 EB 0 como espaço vetorial sobre €
onde a multiplicação quaterniônica, nos elementos da base, se define como:

1, O) é o elemento neutro

i70)2 : —1__(162)2
N

(

(

jz : (Ov 1): :B?

(º, i)2= =º?
ij : —jz' : ];

Com essa notação , um elemento genérico de $ 69 É se escreve como

(x + yz") + (zi + wk)

14



onde :B, y, z, w são números reais.

Com esta definição da multiplicação em d] 69 Weste se torna isomorfo a H0 EB ]Hl = E
como álgebra.

E possível, e muito conveniente, interpretarmos a multiplicação quaterniônica como

multiplicação usual de matrizes 2 X 2 complexas. Tomando H = C EB € pomos a seguinte

correspondência

a:(a,b) —>
I &! ºl

Denotemos o conjunto de tais matrizes por M . É imediato ver queM é um espaço vetorial

de dimensão 2 sobre 0] com multiplicação por escalar a de 0 sendo a multiplicação por

a(a, O). Vejamos que a multiplicação introduzida em E = 47 EB 47 corresponde, por a, à
multiplicação usual das matrizes de M . Basta verificar para os geradores:

O

1 = (1,0) —> = ªm
0 1

z 0
z : (i,0) —> : a(z)

0 —2

O 1

] = (071) —* = OU)
—1 O

0 z

lc : (0,1) —> : a(k)
z ()



a( 1) é identidade multiplicativa de [W

i 0 i 0 “_ '
aw = [ [ [ [ =

1 º
= a(—1)=a(iº)

0 —z 0 —z

amoo) = [ º.[ [º 1[ = [º[ = a<k>=a<zj>
() —z —1 0 Z 0

Portanto a multiplicação usual de matrizes em M corresponde a multiplicação qua—

terniônica de H = 0 69 0, através de a. Chamamos a de representação canônica de

H .

A multiplicação genérica em IH = 0 GB 07 pode ser escrita então , observando—se o que
acontece com'as matrizes, assim:

-

a b
ª(ºhb) = _—b 5

$ 9
(f(x,y) =

_? 5

(( b)( ))
[al () w y aaa—by ay—i—b'sí

0 a, $7y : _ = _ _—b "ã —Ú É ——bx—'ãg' —by+W

Portanto

(a,b) - (x,y) : (ax — by, ay + b&").

Poderíamos então ter definido os quatérnios como sendo o conjunto de pares de

números complexos como espaço vetorial onde introduzimos a multiplicação dada por

(a,bl($,y) = (aa: — by, ay + bf).
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Podemos ainda olhar os quatérnios de uma maneira análoga aos complexos, ou seja,

na forma

a + bj .

Para isto basta tomarmos o quatérnio com coeHcientes reais

::: + yi + zj + wk

lembramos que k : ij e pormos j em evidência nos dois últimos termos. Temos então

m+yi+(z+wi)j

e estamos na forma a + bj . E a multiplicação fica assim

(ª + bj) ' (x + yi) = (aw — 5?) + (ªy + bim.

Veja que a multiplicação nesta forma é analóga a que se introduz nos complexos, com

a diferença de que a conjugação aparece nos elementos multiplicados por I).

1.6. Observações
1. Ao representarmos o quatérnio

(a, b) 6 d? 69 d] =: E
pela matriz

a b
a(ª'a b) = _—b “à“

o par (a,b) aparece na primeira linha e assim estamos supondo que a(a7 b) atua a

direita em ªº.

2. A representação (f(x) é a matriz (atuando a direita) da aplicação G-linear de E em

II obtida por multiplicação quaterniônica a direita por (cc, 3) ——> zw.

3. Se quisermos que a matriz atue a esquerda devemos compor a com a transposta
obtendo

a —5
al : (a, 6) —>



4. Se definirmos EW) : a(f), isto é, por (2) E(a:)(z) : 25 então teremos &" como

uma representação a esquerda (sobre B) de E em Homc(H , H ) que é isomorfo a
" b

CQ). A matriz correspondente a a; = (a, b) 6 H : $$ &'é a. atuando a
—b a

esquerda.

1,7, Seja A uma álgebra com unidade sobre B. A complexilicação Aº de A é por

definição

Aº : A (X)”; 0

cuja multiplicação é determinada por

(a(íàszâw) : abébzw.

Podemos passar desta definição para uma descrição mais familiar, observando que Aº

tem uma decomposição natural

Aº=(A<X>1)€B(A<X>i)

como espaço Vetorial sobre B. Podemos assim identiiicá—la com

AC : A >< A

pela correspondência

a<81+b<8i<—>(a,b).

Vejamos como fica a multiplicação quando assim representamos um elemento genérico

de Aº.

(a,b)(a',b') E (a(8>1+bQZ)i)(a'<X)l + b'óã i)

= (aa'Qôl—bb'gl)+(ab'<8)1—ba'(81)i

: (aa' — bb'
, ab' + bal) .

Portanto, a menos de isomorlismo natural, podemos também definir Aº como

Aº=A><A
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com a multiplicação dada por

(a,b), (a',b') : (aa' — bb' , ab] + ba')

que é exatamente a fórmula que dá. passagem dos reais para os complexos.

1,8." Por outro lado, vimos que a passagem dos complexos € para os quatérnios H
envolve uma fórmula de multiplicação onde aparece a conjugação . Este caso também

corresponde a um produto tensorial, só que devemos levar em conta graduação , isto é, a

nova multiplicação será definida para álgebras graduadas em Zz.
Uma álgebra graduada em Zz, sobre R é uma álgebra A juntamente com uma de-

composição A : Aº 69 A1 em subespaços tal que a multiplicação satisfaz

Ai-Aº' c A“”; i+j (mod2).

Os complexos e os quatérnios são exemplos de álgebras graduadas tomando—se as

componentes geradas por monômios de ordem par para Aº e ímpar para A1. Numa

álgebra Aº é sempre subalgebra e A1 é módulo sobre Aº.

Se B é outra álgebra graduada B : BO 69 31 definimos a álgebra produto tensorial

graduado de A com E sobre E, assim

A 5331 B = A Gªm E

onde a multiplicação agora é dada por

(ª (X? xixa/j <$ b)=(—1)ijªyj©3> ºªb

sendo $i 6 Bi e yi € Aj.

A 5913 B tem também uma Zz-graduação natural

(A em B)º = (Aº em Bº) & (A1 Gªm Bl)

(A 6913 B)] = (Aº em BI) e (A1 % Bº)

Vejamos o que acontece quando tomamos B = € com a graduação usual

07=R>< E com (0,1) Ei.
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' Vamos definir em A : Aº 69 A1
, uma conjugação

a=aº+a1
ãzaº—a1

e vamos interpretar a multiplicação graduada em termos desta conjugação .

' 1.9. Identifiquemos A É)”; É com A X A pela correspondência

a©l+b©i<—>(a,b)

e analisemos a multiplicação , levando em conta a graduação

A = A0 63 A1 .

Temos então

a=aº+al,b=bº+b1
/ l I I

e alzaº—l—al,b'=bº+b1

(a,b)—(a',b')=(a©1+b8i)(a'<81+b'<8>i)
= ((aº+a1)<al+(bº+b1)ei)((aº'+a1')e1+(bº'+bl')e>i)

(aº(íal+a1©1+bºg>i+bl©i)(aº'<g>1+a1'©1+bº'<ai+b1'g>i)

: aºaº/QÇI—I—aºallgl+aºbºl<X>i+aºb1IQZJi

+ alaº'gal+a1a1'<g>1+a1bº'<z<>i+a1b1'©i+bºaº'ópi

— bºal' (g) i _ bºbº' (33 1 + bºb“ & 1 + blaº' <a i _ blal' ©Z“

— blbº'çalerlbl'Qai=(aafcgl—bÃ/Qm)
+ (ab/+ba')g>i5(aaf_bã',ar)/Ha')

Portanto a diferença entre A (X)”; 47 e A <% 47 está apenas na multiplicação e aqui

a graduada difere apenas no fato de que os elementos multiplicados por 6 devem sofrer a

ação da conjugação N .

Podemos dizer então que E : 0 (29112 €, isto é, os quatérnios são obtidos por comple-

Xilicação graduada da álgebra (lÍ, sobre R.
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A complexiíicação simples de. € nos daria uma álgebra diferente de E em que existe

divisor de zero. Veja por exemplo que em

0%)”; 075 € >< 07

vale (1,i)(i, 1) = (0,0) = 0.

1,10, Vejamos que E EB H = H (ºg/m Gê isomorfo, como álgebra a €(2).
Temos a representação usual a' dos quatérnios

a:H—>$'(2)
a b

«Fã
onde (a,b)€ 4783sz.

Para obtermos uma representação de H (8 € basta tomarmos a extensão complexa de

a(a, b) :

w1H8€=H$H—+€(2)
dº((av b)7 (112,30) : º(a7b) + a(w,y)i

a mi b i
w«a,b>,<x,y»=[ Í “' ]

—b — yi Tí + 57%

lb é linear sobre R e comuta com i , vejamos este último

w(l(a7 I)), (L!:, y)] 2) : iba—wa _?!)7 (a? b))

[—w+ai —y+bi]
a+mi b+yi

< ,
i=w«%HÁWWW-

Ç—bz —Í+ãz —b—w ã+ã
Portanto 11) é linear sobre €
Para concluirmos que tb é representação da álgebra H (8) € basta verificarmos que

preserva multiplicação .

szMW( y'»=ºW$)+dªV”
wKa h)(a W)w«dª)©')

: (a'(a b)+a(r y)z")(º(a b')+º(w',y'i))

: a(a b)a(a"'º,b')—U($,y) (w' 11)

+ (a (a, b)0(:r.', y')+a(rv 7/)ª(a' ”))i
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Como a é representação da álgebra E temos

= º((ª, b)(ª', b') — (x,y)(w'w'D
+ º((ª, b)(:v', y”) + (ª:, y)(ª', b'))i
= 1D “(ª, 5), («T: y)] [(ª', ”)(w', y')ll

e portanto w preserva. a. multiplicação .

Vej amos seu núcleo

a+mi=0 ==> ã—"izo
ã+íi=0 => a=0 a=0 m=0

dl((a7b)7(w7y))=0 <=> .. ..b+yi=0 ==> b—bi=0
5+ãi=0 à Z=o =o y=0

1!) é então injetora. Como a dimensão de H (2) $: H 69 We €(2) são iguais a 4.

Temos que ip é um isomorfismo. Chamaremos

wzHEBH=H©€——+07(2)

de representação usual de H (8) €.

1,11, Vimos então que dado um espaço vetorial V de dimensão finita, n sobre um corpo
K e (p : V >< V ——> K forma quadrática, queremos saber se podemos expressar tal forma

como um quadrado segundo uma multiplicação interna. 0 que se deve procurar de início

é a solução universal para tal problema. A solução é natural e baseada no caso mais

geral de multiplicação associativa, que é o produto tensorial, isto é, tomamos a álgebra

tensorial g(V) de V e quocientamos convenientemente

©(V) : E <$?(V) soma direta
i=0

WW) = K WV) = V

Seja ] o ideal de (XXV) gerado pelos elementos do tipo (a: (8 :c — cp(ac)1).

1.12. Definição

A álgebra de Clifford do par (Wap) é

c,,(V) = sv /1 .
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1 .13 . Propriedades Básicas
1. A aplicação L : V —> CAV), induzida pela inclusão V —> &(V), injeta V natural—

mente, como subespaço vetorial de CAV). De fato, como V _.) (X)(V) —> CEAV)

são homomorfísmos temos que L(V) é subespaço vetorial. A injetividade vem de

que os elementos não nulos de ] envolvem fatores de grau ($i) i 2 2, enquanto os

elementos de V têm grau 1.

Podemos então ver V C CAV) como uma extensão de V.

2. Dado qualquer homomorlismo h : V —-> A onde A é uma álgebra com unidade 1
, tal

que h(:c)2 : go(:c)1, então existe um único homomoriismo hw : C<p(V) —> A tal que

hwoo=h

Tomamos a extensão hg, de h à. álgebra tensorial

Como h 36)2 — as 1 = 0 temos ker hª 3 1 poisªrº

W e a: — 99(w)1)= hanª — sº(fv)1 = hw —' «pw = o .
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Logo, para todo :B E V, (cc (8 a: — <p(w)1) está no ideal ] donde hg, se fatora por

CAV) dando hw

QV

Como V gera CAV) como álgebra, hq, tem que ser a única extensão de h.

. dim CAV) = Zdimv pois se [e], . . . , en] é uma base de V o conjunto dos monômíos

C.,-1... . . . ez— com il < < ir formam uma base de CAV).

. CAV) tem uma Hltração natural que provém daquela de QV, a saber:

F k(V ) : gerado vetorialmente por produtos de até k elementos de V

Fº(V ) " = %?

F1(V) : R EB V.

Não podemos entretanto “graduar” CAV) segundo “comprimento” de monômios.

Vejamos: se u : Av, uv que deveria ter grau 2 satisfaz uv : Avv : AC,?(U, v) E E?

e poderia portanto ser um elemento não nulo de “grau” zero.

Suponhamos agora el, 62 em V, linearmente independentes e

u : Alel + Azez

U : 5161 + 5262

também linearmente independentes. Se atribuirmos a. 6162 o grau 2 deveríamos fazer

o mesmo com uv , porém veja:

ª” = (3161 + A2€2)(51€1 + 5262) = Ã151€Í+ Azgzçâ

+ Alê-28162 + Ãzfiªzei
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e uv teria envolvido fator de grau zero.

Tal grau estará. bem deiinido quando temos a forma quadrática (p E 0 quando a

álgebra de Clifford é exatamente a álgebra exterior A(V).

Os naturais W nos permite entretanto definir a filtração

(Fm/)) de oww)
dij

apo/): U F(V) e
i=0

FIFJ' cFW'

mas não a graduação naturalmente desejável.

A álgebra graduada associada a tal filtração é porém naturalmente isomorfa à.

álgebra exterior de V, isto é,

F'º(V) /F'º“1(V) N A'º(V) .

Obtemos um isomoriismo fixando uma base de'V [el, . . . , en].

. Podemos entretanto atribuir a CAV) uma graduação Zz, isto é, grau par e grau

ímpar.

Pornos CEAV) : imagem de Egºiv e
igo

CMV) : imagem de 28)?le
120

Esta possibilidade vem do fato do ideal [ também se decompor em soma direta]

] = (1 m (E (aªi/)) ea (1 m É gºiªs/)

o que faz com que o quociente se decomponha em soma direta.

Temos assim que

CAV) = 03(V> e OW) e

:“in ck k5i+j(l com

mi & CªO/) , mi & Cªm/).

Esta zzz-graduação é bastante relevante como mostra a seguinte
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1.14. Proposição A

Suponhamos que V : V1 69 V2 e' uma decomposição ortogonal de V segundo a forma

quadrática cp e seja goi a restrição de 4,9 a M» . Então existe um isomorfísmo

7/7 : CAV) % CW1(l/1) é) Gºng/2)

onde &) indica produto tensorial graduado.
O produto tensorial graduado de duas álgebras graduadas A : AIEBAZ e B : BIQBB2

e' a álgebra graduada

(A &) B)'“ = E AioBª
i+jEk(2)

com a multiplicação dada por:

(u (8) xi)(yj (29 v) : (—1)ijuyj (X) xiv ml 6 Bi yj € Aj .

Demonstração : Temos a injeção natural compatível com a decomposição

7!) : V % Cºmu/1) (É) CMU/2)

dada por dde) : 61 (X) 1 + 1 (X) 62 onde ei é a projeção ortogonãl de e em % .

Daí, então , pela multiplicação graduada, vale

Mªlz : (61 (31 +10? €2l2 : (991(€1)+ 992(€2))1<3)1 : <:º(fªi + 8915917

uma vez que 61, ez são ortogonais segundo <p. Temos então a extensão universal

1/2 : CAV) —> CMVM 6? %%)-

Urna, verificação com os elementos de uma, base de V mostra. que se trata. de bijcção .

1.15. A álgebra tensorial (ZôV possui um anti—automoriismo natural dado por

171©$2€>.--©$kªikQÉk—ign-QÍI
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(é como se observássemos as operações num espelho).

Esta transformação preserva o ideal [ gerado pelos elementos do tipo :B (8) cc — cp(37)1

pois

(na (8) se —— c,o(:13)1)t : a: G3) 3: — <p(a:)1.

Portanto ( )t induz um anti—automorfismo em CC;,(V) que denotamos também por ( )t

CAV) —> CAV)

.T—ªílít

e o chamamos de transposta. Esta. é a identidade em V.

Consideramos também o automoríismo a de CAV) induzido pela aplicação antípoda
de V. Mais precisamente

a : V —> CAV)

dada por a(m) : —$, satisfaz a(x)2 : mz :: cp(x) e portanto se extende a um homomor-

flsmo

a : Ovª/) _) Ovª/)

e como a o a : id, é automoriismo. Este automorfismo deixa invariante os elementos

“pares”, isto é, de Cg(V) e tem ação antípoda nos “ímpares”, isto é, de CªO/). Esta

é uma. conjugação do tipo que utilizamos antes, quando tratamos do produto tensorial

graduado.

Denotaremos com barra (_)— a. composição de a com a transposta e que é um anti—

automorfismo

Ff = a(zrt) : Dr(rr)t .

A segunda igualdade vem do fato de ambos coincidirem quando restritos a V.

1.16. As álgebras Ck : CAIR/k")

onde 99 é o negativo da forma euclideana

g(w1,...,wk)=—-Z$?= —<a:,ur> .

=1«,
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Vimºs que para k = 1 a álgebra obtida é a dos complexos

Cl : €
e para k = 2 temos a dos quatérnios

02 = H .

Há ainda uma inclusão natural 01 C 02, como subálgebra, identificando os elementos

de 01 com os elementos “pares” de 02, ou seja, se 02 é gerado por 17 el, 62, 6162;

tomamos 1, 6162, como os geradores de 01 .

Este é uma fato geral .

Ok C Ok+1

de modo natural. Como Vimos antes, o automortismo a : Ok.“ —+ C“] , que restrito a E?“

é o antípoda, deixa lixo exatamente cada elemento par que forma a subálgebra isomorfa

a Ok. O fator C,? está naturalmente contida em 0134-1- O fator Clª é injetado em 0;ng1

por 0,1 ek“ .

Pela proposição A (1.14) temos que:

(B) CP-l-q "ª“ CP (à Cq-

Bastando para tal7 considerar Bp“ : Bp >< Bº ou ainda por repetidas aplicações da

mesma, temos

(C) Ck % $ª) (É) 47 (k fatores).

1.17. As álgebras Cfc : C;,(le)
onde go é a forma. euclideana

Vejamos como é Cí .

Temos então E como espaço vetorial com a forma <p(:r) : xº e queremos a álgebra de

Clifford CAR). Introduzimos o fator escalar que conterá a unidade B obtendo

R 69 IR
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com a unidade sendo 1 E (1, 0) e o gerador e = (0,1) com a propriedade go(e) : 62 = 1.

Vamos tentar uma representação matricial 2 X 2

Estas matrizes têm as propriedades desejadas

] é a unidade, e2 = I.

O espaço vetorial gerado por estas duas matrizes é formado por

x$l+yeE + =

1.18. O conjunto de tais matrizes é fechado por multiplicação matricial formando uma

álgebra. Com a solução do problema de realizarmos a forma «,O como quadrado quando

identificamos o espaço vetorial E com o segundo fator de R&B, isto é, pondo B E B e .

A multiplicação em E? EB E tem portanto a forma

(ªs, y)(:v', y') = (N' + yy', wy' + Sª'?!)

0 que é o mesmo que

(ml + ye)(w'1+ y'e) : snsc/l + yy/e2 + xy'e + yr'e : (mx' + yy)1+(wy' + :zz'y)e.

Identificamos evidentementeaos escalares B como primeiro fator de B 8) ]R, R E IR l.
Analisemos agora Cg . Temos aqui o espaço vetorial BZ e a forma cp(x1, 5172) : mf + xª .

Como sempre, adicionamos o fator dos escalares que contém a unidade multiplicativa

obtendo de início R $ Bº.
Temos assim

1 E (1,0,0)

C] E (0,170)

62 E (070,1)



Queremos uma multiplicação em que 1 seja a unidade 6% : g(el) : 1, 6% : g(eg) : 1

e mais geralmente que

Wªl + Li,/62) = 232 + .?!2 = (1761 + Zlªzlz

o que nos leva a

(wel + yez)2 : :L'zeí + yºeâ + wyelez + ywezel : 1132 + 3;2 + ctg/(6162 + 6281)

e portanto devemos ter que
ele; + 6261 = 0 ou

6162 = —€2€1

Tentemos uma representação matricial novamente. Pornos

1 O O 1 1 O
1 .=. I E , 61 E , ez E

O 1 l O O —1

Estes elementos satisfazem as relações acima eª : l , 6162 : —ezel. A álgebra gerada

por tais matrizes é a solução procurada uma vez que B2 é injetado como combinações

lineares das matrizes 61 , 62 . Observemos porém que:

0—1

106162 =

não está no espaço vetorial gerado por I, e], ez; isto é, para termos a estrutura multi—

plicativa-desejada precisamos adicionar mais um eixo a E 69 Hz obtendo

mesmºo/R

() —1
onde o último fator ÍR corresponde ao gerador 6162 E . Vejamos então como

1 0

lica a matriz genérica que representa Cê. Tomamos a combinação linear de 1, e], 62, 6162

e obtemos

x+z y—w$Í+y€1+2€2+we162=
y+w :c—z

Mas esta é uma matriz genérica real 2 >< 2. Portanto obtivemos que como álgebras.
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1.19. Cê % ]R(2)

Novamente, pela Proposição A (1.14) temos que

(BI) Clp+q % C;, (É) O;

Bastando para tal considerar Bªº“ : JRP >< Rº , ou ainda, por repetidas aplicações da

mesma vale que:

(C') 0,2 % Cí (É) Cí (É) (É) Cí , k fatores.

1 .2(). Observação
Em termos da base canônica de E'“ , [ei] , C;; é determinado pelas relações ef : 1

e 81133”:— —e.7-ei, pois
lc 2 k

(2 miei) : zwfef + Ext-x]— (e,-ej + ejei) .

i=1 i=1 #3"

1.21 . Proposição D

Existem isomorfísmos

I N /Ok (X)”; 02 N Ck+2

/ N
.

CIC &“ 02 N Ck+2

Demonstração : Usaremos a observação acima e a propriedade básica 2 da solução

universal.

Vamos dar em Ok €)”; O; representantes para os geradores de Cfc“ . Denotemos E'“ a

imagem de E'“ em CíC e [sz—] sua base canônica. Consideramos a seguinte aplicação linear

szk'H 4633290;

dada por:

f (61) = 1 <?» 51

f(ªz) : 1 © 52

m”Si) : Ciaº/951 2
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Vejamos que f verifica a propriedade 2, levando em conta a observação anterior

f(e?) = (leei)2=1eef=1©1 unidade

f(ªilz : (Ci-2 03) 5152)2 = 63.2 63 61626162 : —-1 (Z) (—1)sf€â : l (81 unidade

Analogamente se verifica que

f(ªi)f(€j) = —f(€j)f(€i)-

Portanto existe extensão única de f a Cfc“ .

fíCl/cn "“)CkQCê

homomorfismo de álgebra. Corno f leva base em base trata-se de um isomorfismo.

O outro isomorâsmo é obtido trocando ei por 5]- e Ek+2 por Riº“ na deiinição de f.

1.22. As álgebras Ok e C; não são isomorfas em geral, mas suas complexiíicações são :

Com as notações anteriores, vamos realizar 01 emlCí (X) 47 com a representação

Cl—f—>Cí<8>€

a(l)=l(X)1
O(61)=81©i

a injeta C] em Cí (X) 07, a(l) é a identidade e a(el)2 : (61 (291)2 : 536912 : —1Q© 1. A

extensão complexa de a nos da o isomorfismo

Q) :Clçwªcgec
&(61 Gªl) =U(€1)i= (616901: _ElQ91

&(1©i)=a(1)i=1©i.
Corno & é injetiva e leva base em base temos o isomoriismo.

De modo geral, representamos Ok em CL (2) 07 assim

UZOk-ªclggw
a(1)=1, a(ej)=sj(X>i

c tomamos a extensão complexa.
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1.23.

De posse das Proposições A, D e que 01 = $, Cg % H, C" % R$ IR, C; : HQ)
e mais 301) (X)“ F % F(n), RM) (83; 12071): lR(nm), 4769”; € : 063 $, E (X)”; €(2),

H eam H : BM), construimos & seguinte Tabela I:

k ok 1 C,; 11 ok (830 = C,: sim 0 111

1 a) IR $ H 4763 a;

2' H R(2) w)
3 IH & [H «:'(2) m) 69 (1:12)

4 HQ) 1H(2) «;(4)

5 «)(4) lH(2) & 1H(2) «)(4) 63 «;(4)

6 Mg) Em) as)
7 11%(8) & 17%(8) m) %) ea as)
8 0%(16) .! IR(16) 0106)
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1.24.
"2-III

3—1

3—II

3-III

4—1

4-II

4—IH

5—1

5—II

6—1

ô—II

6-III
7—1

7—II

7-III

8—1

8-II

8—III

1.25.

_ 0; & af= HQ) 3 (p= w)
_ 03=€2 & (5411331
_ c;, = a 3 C.; = (03 17%(2) = zm)
_ complexificação de o;
_ C4=Cg©Cz=R(2)<X>H=H(2)
_ 051:ngszle
_ o; e 02 &) ar= mz) 311%(2) «3 ar= m)

_ 614,3 02 = az) & 02 = me) (23 («73 02) = m)
_ 033 0;=(H<31H)<>3 ]R(2) : mz) 31113)
_ 06=04302=05302302 =B(2)63>R(4)=1R(8)

“ Cé=04 (íªm CÉIHQ) (ZW B(2)=H (XMB HQ) (8112 B(2)=H Qm IRM) :IHH)
_ 06 % (p= mg) 3 (p= ag)
_ 07 = 06 em, €= na(s) & d]: lR(8) e R$)
— 04:05 8111 C£=07(4) Gªm Bºbª/”(29 RM) 6913 IR(2)=ª7<X>IR 1R(8)=ª7(8)

_ «)(8) % (p= $(8) e W)
_ 08=Cg 3,R 02=1H(4)(X>m lH=1R(4) &) E em H=1R(4) em R(4)=B(16)
_ o; = 06 em o; = ms)% RQ) = BUG)

_ BUG) em «:= em)

Usamos em (8-1) 0 seguinte isomorfismo E (813 IH % BM). Consideremos as

representações de [H dadas por a(cc)(z) : .1'2 6 Ú($)(z) : 2:10.

Como IH : G3 G e &'(m) é G—linear temos Hm) E €(2) C IRM). Como matriz

complexa atuando à esquerda temos que para 11: = (a, b) em $$ € : 11

à" 5
E(:1:)= [ ] .

——b a

Considerando—a como matriz real 4 >< 4 temos

3: El —> IRM)

numa. representação de álgebra, injetiva..
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Podemos estende—la por a a

H cpm H É?» 1R(4)

(0 (39 EXP º?) q) = ª(p)'5(q) ºu
(º & EXP &? q)(2) = 0002501)-

Injetividade mais igualdade das dimensões nos dá que

E em H % E?,(ll).

As demais álgebras são obtidas desta tabela levando-se em conta que:

C4QCÉQCZWCÁ Ck+480k$C£$C2=Ck©C4

Ck+g % CkQC4GÇC4 = CkíâCg. Como Os 'ª HUB) se Ok :$ F(m) então Ck+8 % F(16rn).

2 O Grupo Spinorial
Continuando com a mesma notação , Ck designa a álgebra de Clifford do par (Bhgp)

onde

o(a) : — <x,z> .

2.1 . Definição

Chamamos de Grupo de Clifford de C'k ao subgrupo Fk dos elementos inversíveis s de

Ok. que satisfazem

a(s):z: 5—1 E le V:!) E Bk.

E imediato ver que Tk e' um grupo e sua defnição traz consigo uma, representação ,

pois cada elemento s de Pk atua em Bk como automor/ísmo linear.

2.2. Definição

Chamamos de representação adjunta torcida de Tk a

p : Pk ——> AWM?)
1p(5)('r) = GMM” -
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2.3. Proposição
O automorfísmo a de Ok 6 o antí-automorjismo transposição :B —> xª de Ch. preservam

Tk e portanto a conjugação ac ——> É também preserva como anti-automorfísmo.

Demonstração :

m E Bk => a(s)w sª E E'“ para 5 E Pk

-— a(a(s)$s_1) : —s a(m) a(s)“1 : sa:a(s)_1 : a(a(s))w a(s)—1) a(s) E Pk .

Para a transposição temos

a(s)x 5—1 = y

(a(s)x .s_1)t : yi : y pois y E E'“ (s'l)txa(s)t : a(.s)w.s_1

aplicando a e sabendo que a(y) : —y e a(m) : fzr temos

—a(s'1)ªx st = —y a: : a/(s'ª)y(st)“1 .

Portanto temos que st € Tk e 3 E Pk já que E : a(st). .
Observação

1. O automoríismo a é uma “conjugação ” segundo a decomposição

Ok : O]? 63 O]:

isto é,

a(vº+v1)=vº——v1.

2. Esta é a conjugação que permite escrever a multiplicação do produto tensorial gra—

duado, como multiplicação quaterniônica. Ela sozinha não generaliza a conjugação

usual dos complexos G7
, já que a(x):L' não é necessariamente, um escalar. Isto

vem do fato da multiplicação de Clifford não ser comutativa. Precisamos então do

anti—automoriismo transposição ( )t para conseguirmos a generalização que embora

parcial é adequada. Temos assim, com a notação acima, que

(vº + ví) : vºi — o“,

36



Uma vez que a definição do grupo de Clifford é dada envolvendo uma representação

p : Pk —> Aut(Bk) ,

vamos procurar conhecê-lo, assim como alguns de seus subgrupos de maior interesse,

através desta representação .

2.4. Proposição
O núcleo da representaço p (acima) é 0 grupo multiplicativo dos reais não nulos Bª“ .

Demonstração : Temos p(s)(w) : a(s)x 5—1.

Se 5 é real não nulo vale a(s) : s e o mesmo comuta com qualquer 11: portanto
p(s)(ac) : cc; 0 que. nos dá

Bª“ Ckerp.

Tomemos agora 5 em Pk e tal que

p(s><w> = x

para todo se de E'“. Escrevamos

s : sº + 51

onde sº 6 C,? e 31 E 0% , são as componentes par e ímpar, respectivamente de s

p<s)<w> = (sº — sl>w<sº + suª = a:

donde

(sº — sl)x : x(sº + 51)

OU.

0.SOCL' — 511: : cvs + 1051
.

Levando em conta a paridade, devemos ter

i) sxzws
ii) wsl : ——s ZL“



Seja (ei) a base canônica de Bk e vamos escrever sº da seguinte forma em termos

desta base

sº : aº + eib1

onde aº é par, 61 é ímpar e ambos não envolvem ei. Tomando agora a: : ei temos que

sºci : aºei + eiblei : aºei — 6be : aºei + ()1

eisº : eiaº + 6be : eiaº — bl

0 0= aºei , (já que a é par), concluímos que b1 é nulo. Ologo, de (i) e da igualdade eia

elemento sº não pode ter em sua expressão nenhum e,- e portanto é real. Analogamente

para 31 e usando (ii) concluímos que 51 não pode ter em sua expressão nenhum e,- , mas
sendo ímpar tem então de ser nulo. Conluímos assim que se 5 está no núcleo de ,o então

3 é real. Como 3 tem que ser inversível temos 5 # O e

kerp=B*.

2.5. Definição

Levando em conta a conjugação dejínida em (2.18) 35: a(m)t, pomos

Nick—+Ck

N(:c)=:cíc"

Observação
Para ac em E'“ N(a:) : |w|2.

2.6. Proposição
Para rc em Pk, N(:r) é um número real não nulo.

Demonstração : Pela proposição anterior basta. mostrar que N (:D) está no núcleo da

representação p.
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Para y em B)“, y' : a($)yx_1 em E'“.

Aplicando & transposição temos

lt I(ªv—WWW? = y = y = a(ív)yw

como (a:—1)t =(:1cªª)”1 e a(zzc)t : a(mt) obtemos

y a(wt)w : wta(w)y

01.1

y = “www-1
y = 0 Mªc)]; Mir)—1

para cada y de Bk , portanto

N(:z:) errp=B*.

2.7. Proposição
N : Pk —> E““ é homomorflsmo e N(a(;r)) : a(N(ac)).

Demonstração : Sendo N(y) real, está no centro, logo

NW) = ªe?/(ªí) = wyãí= xN(y)f= N(w)N(y)

N(a(x)) : a(x)a(x) : a(zc) a (a(ac))t : oz(:zc)xt : a(w a(sct)) : a(wí) : aN(ac).

2.8. Proposição
» Para cada a: de Pk, p(:z:) éuma isometria de Riº.

Demonstração: Para 3; em Bk temos p(m)y em E'“ e

Ip(—"6)y|2 = N(p($)y) = N(ª(w)y 1—1) = Maiº) Nt?!) NCE—1) =

= a(1V(w))N(w—1)N(y) = N(r)1V(w“l)1V(y)=1V(y)= Mºn
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2.9. Definição

0 grupo pinorial de Bk que denotamos por Pin(k) e' O núcleo do homomorjísmo N .

Pin(k) c rk L JR*

isto e'

Pin(k) : (as 6 F;;IN(:1:)=1] .

Este e' portanto um subgrupo normal de Tk.

2.10. Proposição
A representação adjunta torcida p restrita a Pin(k) é um homomorfísmo sobre o

grupo ortogonal O(k) de E'“ con núcleo Zz gerado pelo —1 de Pk,

Demonstração : Como cry +yw é bilinear simétrica em Ok 6

w2+w2=2zv2 =—2 <$,x >

então

my+yx : —-2 <x,y> .

Daí temos que se a: é ortogonal a y eles anticomutam

xv : —yx.

Se .7; é colinear com y então eles comutam, pois

a: : Ay,,wy : my : Áyy =yAy=yfc.

Que p é homomorfismo já sabemos, assim como toma valores em O(k) (2.8) . Vejamos

então que é sobre. Uma vez que os elementos de O(k) são composições de reflexões em

hiperplanos de E'“ , basta mostrar que a imagem de ;) contém todas as reflexões.

Uma reflexão qualquer de E'“ Eca caracterizada por um vetor unitário u ou pelo

hiperplano H perpendicular a u,. Verifiquemos que a reflexão determinada por u e

exatamente p(u) .

p(u)n: : a(u)mu—l : —1/,.1:Ú : —urr(——u) : um?/,.
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Esta transformação em :c de Bk é uma isometria que para a; em H

uxu : —:1:uu : —a:(—1) : 9;

portanto H íica invariante e vetor u é levado em seu oposto

u u u : —u .

Esta isometria é então a reflexão segundo o hiperplano H e tem a forma

p(u):c=:c—2 < cc,u> u.

A representação

p : Pin(k) —> O(k)

e então sobre. Seu núcleo consiste de reais múltiplos A de 1 de Fk com N(A) : 1,

donde Á2=1,logoéZ2. .
2.11. Definição

Chamamos de Spin(k) ao subgrupo de Pin(k), imagem inversa de SOUC) por ,o.

Como Pin(k) vai sobre O(k) via ;) então Spín(k) é levado sobre 5009).

2.12. Proposição
O grupo Pin(k) é gerado pelos elementos da esfera unitária Sk“l de JR;“ e o Spin(k) e'

o subgrupo dos elementos de ordem par.

Demonstração : Inicialmente, vejamos que Skª C Pin(k).

Se 11 é unitário, como na demonstração de (2.25), temos que p(u) é & reiiexão em Bk

segundo o hiperplano ortogonal & v

p(v):c=x—2 <$,v > 1).

Como N(v) : ví)“: —v2 = 1 temos o em PinUc).
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Dado agora um elemento genérico :!: de Pin(k), sabemos que p(m) é de O(k) que, por
uma vez, é composição de um certo número de reflexões em hiperplanos determinados por
vetores unitários xl, . . . , xt . Corno

p(:l:1 act) =p(:z1) [)(Svt)

N(:c1 w,)=N($1) N(wt)=l

temos que 931 sc,, : rr ou ——331 :B, : :::, donde Sªº—1 C Pin(k). Para 5009)
precisamos de um número par de reílexões, portanto 15 acima deve ser par .
2.13. Observação

i) Como O,, é espaço vetorial de dimensão finita 2,“
, ele tem uma única topologia

Hausdorff compatível com as operações e que provêem da métrica euclidiana de E'“

mais a base determinada pela base canônica. Nesta topologia Pk é aberto, Pin(k)

e Spin(k) são subvariedades compactas e portanto grupos de Lie.

ii) Considerando (i) , p : Pin(k) —> O(k) e p : Spin(k) —> SO(k) são recobrimentos

duplos e não triviais, pois podemos ligar os dois elementos do núcleo il por um

arco c em Spin(k)

c(t)=cost+sentelez, Oítíw

iii) Para k 2 2, Spin(k) é conexo e para k 2 3 o mesmo é simplesmente conexo. Isto

decorre do fato de 5003) ser conexo para k 2 2 e ter grupo fundamental Zz para
1323.

iV) Spin(2k) C 03, e cada círculo A + ”82,462,- ,
A2 + ,u2 : 1 está em Spin(2k).

O subgrupo gerado por estes é um tem maximal Í de Spin(2k). Charnemos

Cj : )“ + Nªzi—1623", então ª = A _ #ezj—i ' 621” e €ij : 1; donde Zj =Çj_1' A

ação de (, no fator de Bºh gerado por 62,4 , 623“ é dada pela matriz
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Ãz—uº —2/lp

2Ãp Áz—Iuº

Se identificarmos SO(2) com U (1) , tal ação corresponde a multiplicação por 23 onde

zj : A + ,ui . Portanto um elemento genérico de Í é da forma Ç1 . . . Çk , cuja ação

em R% dá a matriz

com a identificação acima. Embora possamos escolher :lzÇi, os sinais se compõem

de modo a dar somente duas possibilidades para o elemento genérico :lzÇl Çk,

portanto o toro maximal T de Spin(2k) cobre duas vezes o toro maximal T de

SO(2k) como deve.

O que fizemos com estes grupos para o caso real estende—se naturalmente para o

caso complexo, tomando—se

Guga?
a(xébz)=a($)<2)z

(mgz)t=$t$3
e fã como sendo os inversíveis x de Ok (8) 07, pº(m)Rk : MME/“wª : Bk. Com

N(;L') : LUI obtemos Pin (I;) e núcleo

U(1) C Pinª(k) -—> O(k)

onde U(1) é o subgrupo dos elementos 1 (X) z de Ck ($> CCºm [z[ = 1.

Há, um isomoriismo natural

Pin(k) Xzz U(1) N Pinº(k)

onde Zz atua em SpinUc) e U(1) como :izl. Definimos Spin (k) como sendo a

imagem Inversa de 5006) por pº. Assim temos também o isomoriismo
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U(1) c PinUc) 3 Spcin(k)

pc pc

O(k) 3 som

spºin (k) ><ª, U(1) N SpinºUc)

SpinUc) X U(1 ——- Spin(k))><z2 U(1)

Kªo /
% 3 Representação dos Grupos Clássicos

As referências básicas aqui são [1] [2] [7] [8] e [9]. As demonstrações omitidas encontram-

se nas referências acima.

Os grupos clássicos O(n), SO(n), U(n), Spin(n) são grupos de Lie compactos. Estes são

os objetos principais de estudo aqui. Apresentaremos a parte geral para um grupo de Lie

compacto G'.

Definição 3.1

Sejam G grupo de Lie compacto7 GL(n,B) e GL(n,C) os grupos lineares reais e

complexos, respectivamente. Chamamos a um homomorfismo contínuo € : G ——> GL(n,)
de uma representação real ou complexa de G, respectivamente.

Definição 3.2

Duas representações É e r de G num grupo linear G' são isomorfas se existir um

elemento u de G' tal que, É : urit—1, isto é €(G) : u 0 r(g) o nª, ou seja, se existir um

automorfismo interno de G' que leva uma na. outra.
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Definição 3.3

Dada a compacidade de G, é possível se fatorar qualquer representação de G pelo

grupo das isometrias, a menos de isomorfismo.

G — GL(n,€) G ___. GL(n,1R)
& X
Xx_ U

ou XX_ U

UW) O(ª)

Observe que se G é conexo 7" se fatora pelo grupo SO(n), dada a continuidade de r e o

fato de ser este grupo a componente conexa de O(n) contendo a matriz identidade.

Há uma outra maneira de se encarar as representações; ambas são convenientes.

Definição 3.4

Designemos por k os corpos B ou € e seja. V um espaço vetorial sobre k de dimensão

finita de dimensão n. Dizemos que V é uma representação de G, ou um G—módulo de

dimensão n se for fixada uma ação contínua. de G em V através de k—isomorfismo de V.

Definição 3.5

Duas representações V e W de G são isomorfas se existir um isomoríismo de k-espaço

vetorial u : V —> ”W, tal que as ações de G em V e W comutem com u, isto é,

“(M) = gm)
Dado um G-módulo qualquer V de dimensão n é possível se obter um G—módulo

isomorfo k”. Basta escolhermos um isomorfismo linear de V e transportar & G—estrutura

de V para este. As deliniçõcs iniciais são equivalentes as últimas de modo imediato.

Temos assim, soma direta de representações assim como produto tensorial, para um

mesmo grupo. As ações são dadas assim

90) 69 w) = 900 69 g(W)

g(i'v 63) w) : gv & gw

45



Designemos por S(G) o conjunto das classes de isomorfismos das representações de G.

As operações de soma direta e produto tensorial se transportam para S(G) e as denota-

remos respectivamente por + e justaposição. Observe que em S(G) ambas operações são“

comutativas.

(S(G),+) é um monóide, mas não um grupo. Podemos passar deste monóide para usar

grupo R(G) de uma maneira minimal, no seguinte sentido. Existe um homomorfísmo de

monóide i : S(G) -—> R(G) tal que dados um grupo M , abeliano e um homomoriismo de

monóide f : S(G) —> M qualquer, este se fatora por i através de um único homomorfismo

de grupo f .

Definição 3.6

S(G) J; R(G)

fXM/f

O grupo R(G) pode ser construído da seguinte maneira. Tomamos a grupo abeliano

livre gerado por S(G) e fazemos quociente pelo subgrupo gerado por elementos do tipo

(a + 1») + (—1>a + <—1>b

A multiplicação que temos em S(G), que é distributiva em relação a soma, induz uma

multiplicação em R(G) tornando este um anel. O elemento neutro da multiplicação e

dado pelo G—módulo 0] com ação trivial.

A construção que demos para R(G) é uma solução de (3.6) e qualquer outra lhe será

isomorfa.
.

.

Se G' é um grupo de Lie compacto, qualquer representação de G se decompõe numa

soma de G—módulos irredutíveis. Isto nos da que R(G) é o grupo abeliano livre gerado

pelas representações irredutíveis. Em particular a aplicação i : S(G) —> R(G) é injetiva.

Podemos considera—la como uma inclusão. Estenderemos o nome de representação de G

a todo elemento de R(G) embora muitos não sejam representações no sentido de (1.1) e

(1.4). Quando quisermos distinguir, chamaremos os novos elementos de representações

virtuais.
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Se tivermos um homornoríisrno contínuo entre dois grupos de Lie compactos, este induz

um homomorfismo de anel, no sentido oposto

H—h—>G

R(H) & R(G)

Definição 3.7

Pelas construções acima, a cada grupo de Lie compacto G fazemos corresponder um

anel R(G) a que chamamos de anel de representação de G. A construção R atua como

funtor contravariante. Quando consideramos representações complexas usamos a notação

RU(G); para as reais R0(G).

O conjunto dos números complexos de norma 1, que denotamos por 51 e chamamos

de círculo unitário, ou apenas círculo, é um grupo de Lie com a multiplicação complexa.

A partir deste podemos produzir os n-toros.

T” = 51 X >< Sl,nvezes

que são também grupos de Lie, com a estrutura produto de S' 1. T" é um grupo de

Lie compacto conexo e abeliano e estes são os únicos com tais propriedades. Se G é um

grupo de Lie compacto e T" —> G é injetivo dizemos que T" ou sua imagem é um n—toro

de G. Se T" é um toro de G então qualquer seu conjugado também é.

Definição 3.8

Seja G um grupo de Lie compacto e conexo. Dizemos que um tom T C G é maxima]

de G se G é igual a união de todos os conjugados de T. A dimensão de T é chamada de

posto de G.

G : Ugegng_l

Todo grupo G como acima admite toros maximais e todos são conjugados entre si e,

portanto tem a mesma dimensão. Isto legaliza a delinição de posto de G.. Esta definição
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de toro maximal coincide com aquela em que se considera a relação de inclusão na família

de todos os toros de G.

Definição 3.9

Seja G um grupo de Lie compacto, conexo e T um toro maximal de G. O grupo de

Weyl de G (relativo a T), é o quociente do normalizador N(T) de T, por T. Usamos as

notações W, W(G) ou W(G,T) para o grupo de Weyl.

Se T1 é outro toro maximal então W(G(T1) é isomorfo a W(G,T), portanto a menos

de isomorfismo, W está associado a G e costumamos omitir a referência ao toro T. O

grupo de Weyl é sempre finito.

A ação de W em T induz uma ação de W em R(T). A aplicação de inclusão i : T —> G

induz uma aplicação de ” restrição”

TJ+G

RÚÚÃLRHD

Nos restringimos por algum tempo ao caso das representações complexas, isto é, G—

módulos V ou G —+ U(n). Usaremos então a notação RU(G) para o anel R(G).

Proposição 3.10

Sejam G um grupo de Lie compacto, conexo e i : T C G um toro maximal com grupo
de Weyl, W. A aplicação de restrição Ri

Rajâínun
é injetiva e sua imagem é o subanel RU(T)W dos elementos invariantes pela ação de

W em RU(T). [1]

Os anéis de representação complexos que daremos aparecerão como subanéis RU (T)W

de RU(T) para algum toro T de grupo de Weyl W.

3.11Anel de Representação de um toro T"

lndiquemos com zi a classe da representação que é a i-ésima projeção de T" em S 1.

Cada projeção destas é uma representação complexa já, que são homomorfismos contínuos

Pi

Tªªsª=Uu)
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zi representará também a classe do Tª-módulo irredutível € com a ação de T“ dada

por p. O produto tensorial de representações de dimensão 1 é apenas a multiplicação

das mesmas já que tomam valores em S' 1 : U (1) Assim sendo elas admitem inversa. A

inversa de z,— e &; PJ,-.E,- : 1.

RU(Tn) : Z[Zl, ã17ê27 ..., Zn, Zn]

isto é, o anel RU(T") é o anel polinomial em 211 indeterminadas avaliado em zhãi,
1 5 i 5 n. Dito de outra maneira, RU (T") é o anel das séries finitas de Laurent nas

variáveis z1,z2,...,zn. Para uma demonstração ver [1].

Observação

Os anéis RU(G) aparecerão como subanéis de RU(T) e usaremos a notação RU(G) :
Z[ ] indicando que este é gerado pelos elementos que aparecerem no colchete. Ele não será

em geral um anel de polinômios, como RU(T") já mostra.

3.12 Anel de Representação de U(n).

U(n) é o grupo unitário das matrizes complexas n X n. A identidade U(n) —> U(n)

já é uma representação complexa de U(n) a qual chamaremos de identidade. Esta repre-

sentação vista como U(n)-módulo é €” com a ação canônica.

Como U(n) é um grupo de Lie compacto e conexo, ele admite um toro maximal. De

fato, um tal toro pode ser tomado como o dado pelas matrizes diagonais de U(n), T".

21

Zz

23 7 Zi€U(1)

ºn
e portanto, U(n) tem posto n. O grupo de Weyl, W, de U(n) é o grupo simétrico

em zl,zz,...,zn. A ordem de W é nl. O subanel RU(t)W invariante, neste caso, tem a

des cri ção

RU(U(n)) : Z[/X1,A2, ...,/N”, (M)—]]

onde Ai é o i—ésímo polinômio simétrico em zhzz, ...,zn; A" tem dimensão ], (Nª)—1 6

49



sua inversa e todas elas são irredutíveis.

3.13 Observação
xV vem da i—ésima potência exterior da representação identidade.

3414 Anel de representação de SO(n)

Aqui temos de separar os casos n par e ímpar.

SO(n) é o grupo das matrizes ortogonais n X n de determinante 1. Este é um grupo de

Lie compacto e conexo. Temos a identificação natural

50(2) = U(1) = 51

Caso SO(2n+1)

Escolhemos para o toro maxima] as matrizes com blocos de SO(2) na diagonal
Zi

22

Zs
, 2,“ E SÚ(2) : Sl

Zn

1

O grupo de Weyl, W, neste caso, é o subgrupo do grupo simétrico em 2n letras,

atuando em zl,zz,...,zn,ãl,22,...,ãn gerado por todas as permutações de zl,z2,...,zn e

todas as transposições zi —> Ei —> 25.

"Então a ordem de W é igual ao número de permutações de z1,...,zn vezes o número

de seus subconjuntos e portanto é 2".nl.

RU(SO(2n +1)) = ZW, A”]

onde Ai é 0 i-ésimo polinômio simétrico elementar em 21, Zz, ..., zm &, Ez, ..., âml e são

algebricamente independentes, mas não são irredutíveis. Se omitirmos o 1 desta lista e Oi

designar o polinômio correspondente & Ai, então temos Ai : a,- + (3-1, com da = 1. Os

Ui,-8 podem ser tomados também como geradores.

3.15 Observação
Ai é a complexificada da i-ésima potência exterior da representação real identidade.
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Caso SO(2n)

O toro maximal é o mesmo que o anterior; com o termo 1 eliminado da diagonal.

O grupo de Weyl W é o subgrupo do grupo simétrico em z1,z2,...,zn,ãl,22,...,Zn
gerado pelas permutações das primeiras n letras e as composições de um número par
de transposições 2,— —> 2,— —> zi. O número de elementos de W é igual ao número de

permutações em n—letras vezes o número de subconjuntos destas, de ordem par e, portanto
é 2”“1nl.

RU(SO(2n)) = m», Mªnzan
onde Aié o i—ésimo polinômio simétrico elementar em zl, 2,2, ..., Zn, 51, 52, ..., E“; 1 5 i 5

n — 1 e são irredutíveis. Seja A” o n—ésimo polinômio simétrico elementar nas mesmas
variáveis. W atuando em A” o separa em dois fatores irredutíveis A" : A1 + AÍ,/Vi é

formado por monômios de A” com um número par de 5155 e A2 é o com um número

ímpar de 555. Os geradores do anel acima não são algebricamente independentes. Eles

satisfazem a relação

(E Xn—(zj—l))2 : (Ãi + ZAn—ZjN/Vl + XXII,—%)
.le .le .le

[143]

3.16 Observação
Ai é a complexificada da i-ésima potência exterior da representação real identidade,

para 1 5 i 5 n. Notemos que em A1 podemos ter zi e El- aparecendo no mesmo monômio.

Podemos ainda descrever este anel 'como sendo um módulo livre sobre o anel de polinômios

Z[A1,...,An] com dois geradores 1 e A1. [2]

3.17 Anel de Representação de Spin(n)

Para n 2 3 o grupo fundamental de SO(n) é Zz. Isto nos permite construir o recobri-

mento simplesmente conexo de SO(n), de duas folhas, e que possui estrutura de grupo de

Lie tornando a projeção um homomorlismo com núcleo Zz que é ainda um difeomorfismo

local. Tal grupo é chamado de Spin(n) e tem a mesma dimensão que SO(n). Veja também

outra descrição nestas notas envolvendo as álgebras de Clifford.
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ZZ C Spin(n) —> SOUL)

Spin(n) é de Lie, compacto, conexo e admite para toro maximal T : p“1(T), onde T

é o toro maxima] que escolhemos em SO(n).

Descreveremos o anel de representação de Spin(n) relacionando-o com o de SO(n)

RU(Spin(n)) +— RU(SO(n))

Como estamos realizando tais anéis como subanéis de anéis de representação de toros,
consideramos o diagrama

RP
RUCÍ“) RU(T)

RU(Spin(n)) RU(SO(n))

Usando a mesma notação para p e p/ T obtemos

RU(Í) & RU(T)

R,, é injetiva e identificamos seu domínio com sua imagem. Temos então

RU(Í) 3 RU(T) : Z[z1,ãl,...,zn,ên]

Como T e T são toros de mesma dimensão, eles têm anéis de representação isomorfos.

Acontece aqui porém, que Rp não é sobrejetor. A descrição é a seguinte:

RU(T) = RU(T)[u]

sendo que u satisfaz a relação

2
”U, : ZIZ'Z-"ªn

1 2 1 2 , ,1/Zz/-—-Z1lz./2- EntaoE costume denotar 71, por (zlzz...zn)1/2 ou ainda por 3
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RU(T) : Z[z1,ãl, ...,zmên, (Z122...Zn)1/2]

O grupo de Weyl W de Spin(n) e' isomorfo ao de SO(n) e ]) comuta com as ações de

W em T e T. Com a notação escolhida e o conhecimento da ação de W no caso SO(n)

temos as descrições correspondentes aba/ixo.

Spin (2n+1)

RU(Spin(2n +1)) = Z[A1,A2, A”"1,A2n+l]

onde X e o i-ésimo polinômio simétrico elementar em 21, 22, ..., Zn, 21,22, ..., ãn.A2n+1

é a soma de todos os monômios na órbita de (zl, 22...zn)1/2 pela ação do grupo de Weyl e

pode ser expresso como

A2n+1 = Hildª-m + 53”)

Todos os geradores são irredutíveis, algebricamente independentes e vale a, relação

envolvendo A”

Aªn+1 : 2 Ai; A0 : ]“

i=0

3.18 Observação
Ai é & complexificada da i—ésima potência exterior da representação real p : Spin(2n +

1) —> SO(2n + 1) canônica

Caso Spin (Zn)

RU(Spin(2n)) : Z[A1,Aº, ...,A"“2,A;fn,A;n]

onde N é como anteriormente. Ah se decompõe aqui, como soma de A?" e A;”.AÉn

é a soma dos elementos na órbita de (2122...zn)1/2 pela ação do grupo de Weyl, que tem
' d “1 'A— ' ' T d dum numero par e zis, % o mesmo, com um numero impar. o os estes gera ores

são irredutíveis e algebricarnente independentes. Temos as seguintes relações [ ]. Pondo
+AEL : Ai tomos



A+A+ : A1 + zAn—Zi
121

A“A“ = x_ª + E Aª-ºª
121

A+A— ___ ATL—1 + E An—Zi—l

iZI

3.19 Observação
Ai é a complexificada da i-ésima potência exterior da representação real p : Spin(2n) —>

SO(2n) canônica.

3.20 Anel de representação de Spinº(n)
O grupo Spinº(n) é definido pelo diagrama comutativo abaixo:

Spinº(n) C Spin(n + 2)

p i i p

SO(n) >< SO(2) C 50(n + 2)

isto é, Spinº(n) é o subgrupo de Spin(n+2) obtido como imagem inversa de SOUZ) ><

50(2) pela aplicação canônica p. (veja também outra descrição de Spinº(n) nas páginas

44 e 45). Spinº(n) é um grupo de Lie compacto, conexo, tendo para toro maximal o

mesmo de Spin(n+2), T : p“1(T), onde T e o tem maximal escolhido em SO(n+2) e

este é o mesmo toro maxima] de SOUL) —> SO('2). Como anteriormente, o grupo de Wely

de Spinª(n) é o mesmo de SO(n), >< 50(2), isto é, se correspondem isomorHcamente pela

projeção p. O grupo de Weyl deste último é o subgrupo de W(SO(n+2)) que fixa o gerador

Zn+1 de RU (T) Temos como antes dois casos

Spinº(2n + 1)

RU(Spinº(2n + 1)) : ZNP, An—l,Zn+hãn+lzâflA2n+J

onde Ai (: A2n+1 são como no caso Spin(2n+l) em (3.17).
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CasoSpinª(2n)

RU(Spinº(2n)) = zanª, ...,A""2,zn+1,ãn+1,zâflAJleuflAj
onde Ai, A+ e A" são como no caso Spin(2n) em (3.17).

3.21 Se considerarmos representações reais de G

G' —> O(n)

ou G-módulos reais V, obteremos o anel de representação real de G , que denotamos por

R0(G). Os anéis de representações real e complexo estão relacionados por dois processos
familiares da álgebra linear, que são o de complexiíicação de um espaço vetorial real e de

realificação de um espaço vetorial complexo.

Se V é complexo, para realificarmos, basta ignorarmos a ação do número complexo i

em V, isto é considerarmos apenas a multiplicação por reais e obtemos em espaço vetorial

real VR. Se V é um G-módulo então VR é também um G—módulo. Este processo preserva
isomorfismos e produz um homomorfismo

U(n) —> O(2n)

Se W é real, sua soma direta W + W também é real, mas aqui podemos introduzir a

ação do número complexo i, assim

i(w,y) = (“!/,ª?)

Esta ação se extende a uma ação de G? em W 69 W que se torna então um espaço
vetorial complexo que denotamos por WU Se W é um G—módulo, então Wgtambém é um

(?:-módulo. Este processo preserva isomoriismos e produz um homomorfismo.

O(n) —º> U(n)

que corresponde a se considerar uma matriz real como sendo uma particular matriz

complexa. Este processo é o mesmo que o dado pelo produto CGB E".
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Vejamos o que acontece com as composições desses dois processos, rc e cr.

Se complexiiicarmos e em seguida realiiicarmos, obtemos de imediato que

3.22

(WªR = W EB W

Se realificarmos primeiro e depois complexificarmos, obtemos

3.23

(mf V ea V

onde V é obtido de V trocando-se ação de i pela nova ação i.x : -ix. Chamamos V

de conjugado de V. Observe que como grupo aditivo

V63V=VRGBVR

mas a ação de i, imposta ao segundo membro, não provém daquele existente em V.

Ao procurarmos os subespaços invariantes desta ação chegamos a decomposição (3.23).

E oportuno observar aqui que se V é complexo com um produto escalar hermitiano, este

determina um isomorfismo do conjugado de V com 0 dual de V, canônico

VEV*

Portanto, a menos de isomorfismo, tomar 0 dual é o mesmo que trocar a ação de i por

As operações r e c induzem homomorfismos aditivos e de anel respectivamente, que

continuaremos a denotar com as mesmas letras

R0(G) _» RU(G)

RU(G) _> R0(G)

As identidades (3.22) e (3.23) se preservam aqui

3.24

rc(W) : ZW, CTU/) : V EB V
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onde W 6 R0(G), V & RU(G') e V é o homomorfismo involutivo, de anel, induzido

pela conjugação.

3.25 Como R(G), para um grupo de Lie compacto, é abeliano livre, concluímos que
ambas aplicações r e c são injetivas. Procuramos então estudar R0(G) mergulhado em

RU(G) por c. O que precisamos então é saber quando é que um elemento de RU(G) está
de fato em R0(G), ou seja, é o complexificado de um real. O seguinte critério é dado em

[1].

3.26 Critério

Para um grupo de Lie compacto G, a classe de um G-módulo complexo W está em

R0(G), se e somente se, W admite uma forma quadrática G—invariante, não degenerada.

Um esboço resumido da demonstração é o seguinte. Os G-módulos reais admitem uma

tal forma, obtida por integração sobre G. A complexiflcação produz a forma desejada. A

existência de uma tal forma (1) em W, juntamente com um produto escalar hermitiano,

nos permite definir uma aplicação B—linear.

T : w —> w por < Tm; >= 900%!)

Os subespaços próprios de T fornecem uma decomposição de W na forma. do processo
de complexiiicação.

Tem—se como consequência desse critério os seguintes fatos.

3.27 Os elementos de R0(G) C RU(G) são autoconjugados, isto é, W : W.

3.28 Se V é uma representação complexa de G, autoconjugada V = V, então ela é a

complexiíicada de uma real W, ,se e somente se AZV não contém fator trivial. (ÁZV é a

segunda potência exterior de V).

Assim sendo, se conhecermos a decomposição de AZV em fatores irredutíveis, podemos

decidir se V é de R0(G).

Sejam A C RU(G) as representações autoadjuntas, B o conjunto daquelas do tipo

V + V. A é subanel e B C A é ideal em A. Considerando (3.25) e (3.26) temos as

inclusões

B c R0(G) c A c RU(G)
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que são, em geral, próprias.

3.29 Designemos por H : A/B. Como ZA C B, H é uma álgebra sobre Zz.
3.30 No anel de representação de um tem

RU(T"') : Z[z1,ã,z1,...zzn,ên]

a conjugação corresponde à passagem zi —> Z- e, portanto as representações autocon-

jugadas são os polinômios invariantes por esta operação. Observe que a permutação

Z], Zz, ..., Z", 21, 52, ..., En _) 21,52,...,ên,21,...,zn

daqueles geradores tem exatamente o efeito da conjugação. Portanto se o grupo de

Weyl de G inclue tal permutação, todas as representações de G serão autoconjugadas.
Com os fatos e comentários de acima em mente, damos abaixo, informações sobre a

álgebra H e as representações reais em alguns casos:

3.31 RU(U(n)) : Z[A1,A2,...,A”], (3.12)

A álgebra H neste caso é polinomial nos geradores ”Anª/A”, 2 £ 2i _<_ n e estes são

todos reais.

3.32 RU(SO(2n +1)) = ZMI, Aº, ..., A"], (3.14)

Neste caso, todas as representações são reais

3.33 RU(5'0(2n)) : Z[A1,Aº, ...,A"“1,A1,AÉ] (3.14)

Aqui, se n é par todas as representações são reais e se n é ímpar temos Ãí : Ni logo,

estas não são reais. Para n ímpar H é gerada por Al, ..., A""1 e estes geradores são reais.

3.34 RU(Spin(2n + I)) = ZMI, ..., Anªl, A2n+1] (3.17)

Agora, Ai é real para 1 5 i 5 n — 1 e Ah.“, embora seja autoconjugado, só será real

para n = 0 ou 3. (mOd 4).

3.35 RU(Spin(2n)) : Z[A1,...,A"_2,A;mA2"n] (3.17)

Ainda aqui Ai é real para 1 5 i _<_ n — 2. Se n é divisível por 4 então A;“n e Ain

são reais. Se n for ímpar ou apenas divisível por 2 então Agu e A;” não serão reais.

Concluímos daí que

R0(Spin(n)) : RU(5pin(n)) para
n : ——l ou 1 (mod 8).
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