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Prefacio

Estas notas, que tratam dos anéis de representagao dos grupos classicos, foram feitas
com a intencao de servir de referéncia a quem queira informagao rapida e sem demons-
tragoes sobre tais representagoes e estrutura dos tais anéis. Nao desenvolvemos aqui a
teoria dos grupos de Lie e seus anéis de representacao. Nos extendemos um pouco mais, em
detalhes, com os grupos Spin(n) por serem menos familiares que os outros cléssicos. Com
isso introduzimos as algebras de Clifford relevantes onde nos baseamos em [2], conteido
que havia aparecido em [4],[5]. As referéncias [1][8][9] nos foram muito tteis e as reco-
mendamos a um leitor que queira mais detalhes. Os leitores mais desembaragados com
algebra linear e matrizes poderao pular o capitulo zero. Ficam aqui meus agradecimentos

a Gisele pelo paciente e bom trabalho de digitacao.

Sao Carlos, 30 de novembro de 1998.

Antonio Conde
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Anéis de Representacoes dos Grupos Cléassicos

Prof. Antonio Conde 1998
0. Grupos classicos de matrizes

Nestas exposi¢oes queremos chegar as descrigoes algébricas dos anéis de representagoes

dos grupos que chamamos de classicos e que estao inseridos na Algebra Linear, mais
precisamente, sdo grupos de matrizes como O(n), SO(n), U(n), SU(n) e mais o Spin(n).
Estes grupos tem muito em comum. Eles sdo exemplos importantes dos chamados grupos
de Lie.
Nao pretendemos aqui desenvolver a teoria geral dos grupos de Lie, mas apresentaremos
as nogoes mais relevantes ao nosso objetivo, que é o de estudar os grupos acima. Sempre
que estivermos falando de um grupo de Lie, o leitor podera ter em mente, por exemplo,
o grupo das matrizes unitarias U(n).

Vamos inicialmente as defini¢bes dos grupos acima, com excessao no momento de
Spin(n).

0(n) é o grupo das matrizes X, n X n, reais e ortogonais, isto €, tais que

X X! =1 = identidade

S0(n) C 0(n) é o subgrupo daqueles X tais que det X = 1.

U(n) é o grupo das matrizes X, n X n complexas, tais que

X X" =1 =identidade
onde X* = X*
SU(n) C U(n) é o subgrupo daqueles X tais que
detX =1

Um caso particular, bem simples e muito importante é o U(1), isto é, o grupo dos

numeros complexos z tais que



ou seja os complexos de norma 1, que costumamos a identificar com o circulo unitario
e denota-lo por S*.
Fazendo produtos cartesianos obtemos os grupos

S1 x §' = T2, toro bidimensional

St x ... x §' = T™ com n fatores obtendo o toro n-dimensional. A multiplicagdo em

T™ é de coordenada a coordenada

(217 ) zn)(uh ik un) = (Zluh 22U,y «ouy ZTLu’n.)

Os grupos T™ sao também grupos de Lie e siao compactos e abelianos, j& que S* o é.

Os toros T™ vem munidos de suas projecoes candnicas m; : T — T! = S1.

Ri( 21y 0009 Zn) = 2%

e estas sao homomorfismos de grupos.
Observemos que os grupos de matrizes acima contém toros como subgrupos. Vejamos:

As matrizes D, n X n complexas diagonais, contidas em U(n), formam um toro 7™.

Il
S
"l
Il
[
Il

D= . DD*

% 1

nos diz que cada z;; estd em U(1) = S* e a multiplicacdo se faz de coordenada a
coordenada e portanto tais matrizes se constituem no grupo
S'xStx..x8'=T"

As matrizes B, 2n X 2n, reais formadas por blocos 2 x 2 de S0(2) na diagonal e nula

fora destes blocos e pertencentes a S0(2n), também se constituem num toro, vejamos

8]



SO(2)

S0(2)

S0(2)

Com isso, se temos B com n blocos 2 X 2 na diagonal e cada bloco Bj; se identifica

como numero complexo z; = cosf; +isenb;, podemos identificar B com a matriz diagonal

D

a —b ‘a+bi

Como as operagoes de multiplicacao também se correspondem, temos que tais matrizes
B formam um toro 7™ em S0(2n).

O mesmo ocorre com S0(2n+1) bastando para tal que adicionemos o numero 1 na posicao

2n+1 a B.

21

Z2

1

Podemos, de certa forma, entao dizer que os toros 7™ de U(n) e de SO(2n), SO0(2n+1),

0(2n) e 0(2n+1) sao os mesmos, fixada a dimensao n.
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Se tomarmos agora SU(n) C U(n) que sdo as matrizes de U(n) com determinante igual
a 1, vamos ver que o que era o toro 7™ de U(n) vai ser alterado para um toro 77! de
SU(n). Vejamos
21

22
L 80U (n) =% 512582y = 1

Zn—1

Zn

Desta igualdade tiramos que, por exemplo z, é funcdo da (n-1)-upla (21,...,2n-1) ja

que

Zn = 2122“'211-1

o que nos diz que o conjunto das matrizes em T™ C U(n) com determinante 1 esta em
bijecdo com as (n-1)-uplas (2, ..., 2,—1) com cada z; € S*, ou seja, em bijecao com T" 1.
Como as multiplicagoes se correspondem podemos dizer que SU(n) tem toro T"~! como
subgrupo.

Estamos detalhando algo sobre os grupos toroidais porque estes servirao, ao final, de
ambiente de analise para os demais grupos, na teoria das representacdes.

Cada um dos grupos apresentados sao de matrizes reais ou complexas e estes tem es-
trutura topoldgica além da algébrica de multiplicagao. Vamos agora tratar deste aspecto.

Por razoes didaticas vou tratar inicialmente caso de matrizes reais, isto é, objetivo
lidar com os grupos 0(n) e SO(n). Posteriormente faremos alguns ajustes para cobrir o
caso complexo.

Designemos por M, o espago vetorial de matrizes reais n X n.

Por M? o espago vetorial das matrizes reais n X n simétricas e por

M das matrizes reais n X n anti-simétricas. Temos que M,, é soma direta

M, =M; dM;
Fixada uma ordem nos pares (i,j), 1 < 1,7 < n temos uma bijecao
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2

M, ~ IR"

que é de fato um isomorfismo linear. Cada ordem fixada produz um tal isomorfismo.
Em cada IR™ temos o produto interno euclideano. Pomos em M, o seguinte produto

interno.

< A, B >= tr(ABY)

Verifique que com estes produtos internos em M., e (o euclideano) em IR™; os isomor-
fismos acima M, =~ R™ sao todos isometrias, para qualquer ordem fixada nos indices
(¢,7) das matrizes. Portanto (M,,<,>) é um modelo de espago vetorial euclideano da
dimensao n?.

Vejamos que a decomposicao M, = M? @ M2 é ortogonal. Sejam entao A € M2 e

He M

< A, H >=tr(AH') = tr(H'A) = tr(—HAY) = —tr(HAY)

mas tr(—HA!) = —tr(HA) = — < HA> e
<AH>¥<EA>=—<RA>¢<AH>=O

e A é ortogonal a H, como queriamos.

M,, agora tem entao uma métrica dada por <, > e portanto tem uma topologia indu-
zida.

As matrizes de M,, que sao inversiveis (que tem determinantes ndo nulos) formam um

grupo que denotamos por GL, e chamamos de grupo geral linear real.

det : M,, — IR

O determinante é uma funcao continua de M,, em IR. Isto nos da que det~*(0) C M,
é subconjunto fechado e portanto G L, é um subconjunto aberto de M,,.

Os grupos 0(n) e SO0(n) sdo subgrupos de GL,.

S0(n) C 0(n) C GL,



A topologia de M,, induz topologias em 0(n) e em SO(n).
GL, tem duas componentes conexas (por caminhos) a de determinante positivo GL} e a
de determinante negativo GL;, . |
S0(n) e O(n) sao fechados como subconjuntos de M, (e de GL,) e SO(n) é fechado
em O(n). SO(n) é conexo (por caminhos) e 0(n) tem duas componentes conexas (por
caminhos), SO(n) que sdo as de determinante 1 e a outra S0(n)~ de determinante —1.

A esfera unitaria S™~! C IR é compacta.
Cada vetor coluna de uma matriz de 0(n) tem norma 1, portanto 0(n) é subconjunto e
subespaco de S™! x ... x §"Y(nfatores) C R* x ... x R = R™ = M,,.
Como este produto de esfera é compacto e 0(n) é fechado nele concluimos que 0(n) é
compacto e o mesmo para S0(n).
Os toros T™ que exibimos antes, sao também espacos topoldégicos compactos com topologia
igual as induzidas pelos grupos que os contém como U(n), 0(2n), 0(2n+1), SO(2n) e
S0(2n+1).
Todos estes sao subgrupos de G L,, para algum m e de fato sao subgrupos topologicos de
GL,,. Na verdade eles tem uma estrutura mais rica, eles sao subvariedades de classe C'*®
de GL,,.
Vejamos como provar isto para o caso 0(n).

Consideramos a aplicagao C*®

M:GL, — M;

X — XX!

Calculamos sua derivada e provamos que a matriz identidade 1 € M, é valor regular

de u isto nos da que u_;(1) = 0(n) é subvariedade C* de G L,, de dimensao

dim0(n) = deimGL, — dimM;,

ou



1 1
dim0(n) = n® — —2—n(n +1)= §n(n -1)

O mesmo vale para S0(n) e S0(n)~ lembrando porém que S0(n)~ nao é subgrupo de
0(n) = S0(n) U SO(n)~.

Como a derivada de u é

du(A)(H) = AH' + HA

paraa=1 du(l)(H)=H'+ H
Sabemos que o espaco tangente a x~'(1) em 1 é o niicleo de du(1) e portanto é o
subespago das matrizes H, n X n reais tais que H* + H = 0 ou seja H' = —H que sao as

anti-simétricas M2.

T10(n) = M3

M é fechado pela operagao colchete

[A,B]= AB— BA  (verifique)

O espago vetorial 770(n) = M3, com tal operagao colchete recebe o nome de Algebra
de Lie do grupo 0(n).

Para o caso complexo fazemos alguns ajustes

CM,, é o espago vetorial das matrizes n X n complexas. Uma matriz complexa A pode

ser escrita com suas partes real e imaginaria, assim

A=A +iA,

onde A; sao matrizes n X n reais.
Com isso vamos fazer corresponder a matriz complexa A o par de matrizes reais

(A1, Az) que é o mesmo que identificar CM,, com a soma direta

CM, =M, dM,

-~



A 0

A multiplicacdo de matrizes complexas representada como pares fica assim

(A1, BA2)(B1 @ By) = (A1, By — A3, B;) & (A1 By + A2 By)

A operagao em C'M,, que corresponde a transposi¢ao, do caso real, é a de adjunta

AeCM, = A*=A'cCM,,

Na representacio com os pares de reais temos que se A = A; ® A, A= A, @ (—A,)
e A" = A + AL Assim A* = Al & (—AY).

Introduzimos em C'M,, o produto hermitiano

< A,B >=tr(AB") (verifique)

< A, B > é um numero complexo e portanto tem parte real IR, < A, B > e parte ima-
ginaria
Im < A, B >.

Vejamos como sdo os mesmos quando interpretamos as matrizes complexa como pares

de reais.

A:Al@AzzAi+iA2

BzBl®B25B1+iBz



B* = B'= B ®(-B)

Assim sendo

AB* = (A Bt + A,B) & (—A,B. + A,B?)

temos entao que a parte real de AB* é dada por A; B} + A, B% e a parte imaginaria por
A B! — A B.

Portanto

< A,B >=tr(AB") = tr(A, B! + AyB}) + tr(A, B! — A, BY)

Mas tr(A;, Bi+A;BE) = tr(A;6A;)(B1®B;)") onde a multiplicagao (A;®A;)(B1&Bs)
é a usual de matrizes (reais). Concluimos que a parte real do produto hermitiano < A, B >

é o produto escalar (real) de A e B como pares de matrizes reais.

Re <A,B >=< AI@A2,B1®B2 >

Para o caso complexo e analogamente ao caso real temos que

du(A)(H) = AH* + HA®

que nos da

du(1)H = H*+ H

O niucleo de du(1) é o espago das matrizes H tais que H* = —H ou seja é o das
matrizes anti-hermitianas.
Examinando-se o nicleo de du(1) e lembrando de que A € GL,(C) é inversivel e mais

que p(A) = AA* = 1, chegamos a que a dimensao do niicleo de du(A) para A € u(A)
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€ a mesma que a do nucleo de du(1) que é H2. Como u toma valores em H, que tem
dimensao complementar a de HZ em C'M,, vemos que du(A), para A € U(n), é sempre
sobrejetora e portanto AA* = 1 é valor regular de u e U(n) = u~'(1) é subvariedade C*,
de GL,(C) com algebra de Lie sendo o niicleo de du(1), isto é H2. A dimensao real de

2

CM,, é 2n*. As dimensées de H® e H, sao iguais a n®. Portanto a dimensao de U(n)

como variedade (real) é igual a de sua élgebra de Lie H2 que é 2n.

1 Algebras de Clifford

1.1. Seja V um espago vetorial sobre IR de dimensao finita n e
p:V—oIR
forma quadratica, isto €, existe uma aplicacao bilinear simétrica
<,>:VxV-oIR
tal que p(z) = < z,z > . ¢ determina <, > pela relagao

2<z,y>=9(z+y)—e(z)—oy).

0) exemplé mais simples e significativo é V = IR e ¢(z) = z?. Esta forma quadratica
vem da multiplicacao de nimeros reais z,y que torna IR uma algebra com unidade 1.
Portanto a forma quadratica em questdo é um quadrado nesta algebra. O mesmo ja nao
ocorrera se trocarmos a forma quadratica para ¢(z) = —z® e pedirmos que 1 continue
sendo elemento neutro, isto é, nao existe nenhuma multiplicagdo em IR com unidade 1,
digamos * tal que z*x = —?%, pois 1 = 1*x1 = —1 nao é compativel. Podemos entretanto
verificar se isto seria possivel, ampliando V. Como queremos que a forma quadratica seja
um quadrado, ela deve tomar valores no proprio espaco. Ampliemos entao o espago
V = IR adicionando, como primeiro fator, o corpo IR. Temos assim IR & IR = IR*. Com
a identificagao (1,0) = 1, o elemento neutro da algebra procurada, e (0,1) = e; a base
natural de nosso espago V = IR. Como a multiplicacao procurada é necessariamente
bilinear, basta saber o que acontece com os elementos da base 1 e e; de IR

1-1=1 pois é a unidade

€16 — cp(el) =—1

10



Portanto dois elementos genéricos = + ye; e =’ 4+ y'e; se multiplicam como
(z tye)(@ +y'er) = (22’ —yy') + (2y' + 2'y)es

Esta é exatamente a multiplicagdo de nimeros complexos que sabemos formam uma
algebra com unidade onde e; = .

Entdo ao tentar representar a forma quadratica p(z) = —z? definida em V = IR
construimos a algebra dos complexos. Dizemos entdo que os complexos é a algebra de
Clifford do par V = R, ¢(z) = —z?.

Vejamos o que acontece se tomarmos V' = R* e p(z,y) = —z% — 32, isto é, o negativo
do produto escalar usual. Adicionamos novamente o eixo IR que possui o candidato a
unidade 1 como primeiro fator IR @ IR?* = IR® e vejamos se conseguimos ai uma multi-

plicacao que torne JR® uma algebra com unidade 1 e tal que para vetores v de IR* temos

¢(v) = — <v,v>. Novamente, basta saber o que se passa na base natural
(1,0,0) =1
(0, 1, 0) =€
(0, 0, 1) = €9

Temos entao que
1-1=1

ere1 = p(er) = —1
esez = p(ez) = —1
e falta saber o que se passa com e;e;.

Se eje; faz sentido em IR devemos ter
erez = Ao + Arer + Azez
multiplicando ambos os membros por e; temos
—ey = Aoer — A1 + Agerey

onde A; # 0 por causa da independéncia linear de 1, e1, e3. Temos entao

/\1 /\0 1

€1€2 = T — 7 €1~ 7 €2
N A Ag

11



que comparando com a expressao inicial nos da

Mo Ao 1
E_/\O’ —)\2—/\1 € /\2——/\2

o que nao é possivel. Logo, eje; nao pode ser definido como elemento de IR®. Temos

entao que adicionar um elemento novo
€162 = €3

isto é, adiciona-se um quarto fator IR e temos agora

ReoR*d R=IR*

(1,0,0,0) =1
(0,1,0,0) = e,
(0,0,1,0) = e,
(0,0,0,1) = e3
com a nova relagao
er1e; = e3.

Como no fator IR? do meio nossa forma tem que ser negativa, temos que
plwer +yer) = =z — ¢

mas

o(ze, +yez) = (zey +yeg)? = —z? — v + zy(eje; + ezep).
Dai tiramos que eje; + eze;3 = 0 ou

€2€1 = —€1€2

€ que eg = (6162)(6162) = —€1€3€2€1 = -1.
Mas tal tabela nos da exatamente a multiplicagdo quaternionica com a identificacao

€169 = ) €1 —_—] €y = (6162)61 = Zj =k.

Dizemos entio que a algebra dos quatérnios é a algebra de Clifford do par V = IR* e
e(v)=—<v,v>.

A multiplicagao genérica ¢ dada por



1.2. (z+yi + 27 + wk)(z' + y'i + 27 + w'k) = (z2’ — yy' — 22’ — ww)
+ (zy' +yz')i+ (22’ + z2")j + (aw’ + 2'w)k + y2'k — yw'j — 20’k
+ 2wt +wy'j — wz's
ou agrupando
(z+yi+ 2zj + wk)(z' + y'i + 2'j + w'k) = (22’ — yy' — 22’ — ww')
+ (zy' +yz' + 20’ —w2')i + (22’ + 22’ + wy’ — yw')j
+ (2w’ +2'w+y2 — 2y )k
Podemos ainda por:
yvi+zj+wk=v e yYi+Zj+uwk=0

e observar que a multiplicagao geral pode ser escrita mais sinteticamente na forma

1.3 (z+v)(a'+v) =2z’ —<v,v' >+ v +2'v+vxV

onde <, > é o produto escalar euclideano de IR*> e v x v' é produto vetorial.
E conveniente destacar que a parte real do produto é precisamente a métrica de
Minkowski do- IR, com variavel temporal positiva, isto é

/ N o ’
: ) 5 x: , )
(z4+v,2 +v)=22" — <v,0' >

Lembremos que o produto vetorial no IR® pode ser calculado em coordenadas, formal-

mente, da seguinte maneira:

v =(y,z,w) v = (v, 7, w')
y oy o
1.4. vxv =det| » 2 j
w w k

Denotamos a algebra dos quatérnios por IH. Como espaco vetorial real H = R* =
R & IR? gerado por
1=(1,0,0,0)=1
e = {0, 1,0,0)
e; = (0,0,1,0)
eres = e3 = (0,0,0,1)

13



Como algebra, IH é gerado entao por ey, ey, pois 1 = € e e3 = eje,. JH se decompoe

em soma direta de dois fatores de modo natural
H=H,$ H;

onde IH, é gerado por (1,eje3)
IH, é gerado por (e, ¢€3).

O fator HH, é chamado de fator par e IH; de fator impar por causa do nimero de
elementos nos mondémios em e;, e; que geram cada fator. A unidade 1 é considerada
como monomio em €, e; com zero elementos.

Observemos que o fator IH, é fechado pela multiplicacao e é isomorfo ao corpo dos
complexos, identificando-se o gerador imaginario com e;e;. O fator impar nao é fechado
pela multiplicacao , de seus elementos, mas é fechado pela multiplicagdo externa com
elementos de /H,.

Assim sendo, podemos identificar

1.5. HyoH, =CaC
1=(1,0=(1,0)
(eze3,0) = (¢,0) = ¢
e1 =(0,e1) =(0,1) =
&2 = (0,e2) = (0,7)

Os quatérnios JH podem entao ser considerados € & (' como espago vetorial sobre €'

J
k

onde a multiplicagao quaternionica, nos elementos da base, se define como:

1 '= (1,0) é o elemento neutro
2 = (3,02 = —1 = (esey)?
2= (0,1)=~-1=¢

K= (0,1 =-1=¢

ij = ’—jizk

Com essa notagao , um elemento genérico de €' @ € se escreve como
(2 + i) + (25 + wk)

14



onde z,y, z, w sa0 numeros reais.

Com esta definicao da multiplicacdo em €' @ C este se torna isomorfo a IHy® IH, = H

como algebra.

E possivel, e muito conveniente, interpretarmos a multiplicagdo quaternionica como
multiplica¢do usual de matrizes 2 x 2 complexas. Tomando IH = € @ € pomos a seguinte

correspondeéncia

Denotemos o conjunto de tais matrizes por M. E imediato ver que M é um espago vetorial
de dimensao 2 sobre ' com multiplicagdo por escalar a de € sendo a multiplicagao por
o(a,0). Vejamos que a multiplicagdo introduzida em IH = € & (' corresponde, por o, a

multiplicacao usual das matrizes de IM. Basta verificar para os geradores:

0

i = {1,0) —» = o(1)
01
: 0

i = (,0) — = @i4)
0 —2
0 1

7 = (0,1) — = ()
-1 0
0 :

k = (0,2) — = o(k)
0



o(1) é identidade multiplicativa de M

| i o] [i o] [ 1 0 | .
o = [ | [ 1 = = o(-1) = o)
0 —i 0 -1

o(k) = o(zj)

Tl5] [z 0. [0 1] _ [Oz:!
0 — -1 0 1 0

Portanto a multiplicacdo usual de matrizes em IM corresponde a multiplicagdo qua-
ternionica de IH = €' @ C, através de 0. Chamamos o de representacao candnica de
H.

A multiplicacdo genérica em IH = '@ € pode ser escrita entdo , observando-se o que

acontece com as matrizes, assim:

[ a b
o(a,b) = B :I

-5 a
Ty
o(z,y) = _

—Z:v—@ —Fy—}-?z'f

|
o~
8

L z irde opdlE
o((a,b)(z,y)) = _ } [ y} _ { y y+

Portanto

(a,0) - (z,y) = (az — by, ay + bT) .

Poderiamos entao ter definido os quatérnios como sendo o conjunto de pares de

nimeros complexos como espago vetorial onde introduzimos a multiplicagao dada por

(a,b)(z,y) = (ax — by, ay + bT) .

16



Podemos ainda olhar os quatérnios de uma maneira analoga aos complexos, ou seja,

na forma
a+ bjy.
Para isto basta tomarmos o quatérnio com coeficientes reais
z+yi+ z5 + wk
lembramos que k = ij e pormos j em evidéncia nos dois 1ltimos termos. Temos entao
T4yl + (2 +wi)jg
e estamos na forma a + b7. E a multiplicagao fica assim
(a+b7) - (z+yj) = (az — bY) + (ay + bT); .

Veja que a multiplicacao nesta forma é analéga a que se introduz nos complexos, com

a diferenga de que a conjugagao aparece nos elementos multiplicados por b.

1.6. Observacoes
1. Ao representarmos o quatérnio
(a,b) e CoC~H

pela matriz

a b
o(a,b) =] _
-b @
o par (a,b) aparece na primeira linha e assim estamos supondo que o(a,b) atua a

direita em (C?.

2. A representagao o(z) é a matriz (atuando a direita) da aplicacdo (*linear de JH em

III obtida por multiplicagao quaternionica a direita por (z,z) — zz.

3. Se quisermos que a matriz atue a esquerda devemos compor o com a transposta

obtendo

a —b



4. Se definirmos &(z) = o(T), isto é, por (2) T(z)(z) = 2T entdo teremos & como

uma representagio a esquerda (sobre IR) de IH em Hom¢(HH, IH) que é isomorfo a

a b
€(2). A matriz correspondente a ¢ = (a,b) € H = Cd (' é a— atuando a
—b a

esquerda.

1.7. Seja A uma algebra com unidade sobre IR. A complexificagio A° de A é por
definicao
A=ARrC

cuja multiplicagao é determinada por
(a®2)(b@w)=ab® zw.

Podemos passar desta definigdo para uma descricdo mais familiar, observando que A°

tem uma decomposi¢ao natural
A=(AR1) D (AR1)
COIMO espago vetorial sobre IR. Podemos assim identifici-la com
A=AxA

pela correspondéncia

a®@l+b6®ie— (a,b).

Vejamos como fica a multiplicacao quando assim representamos um elemento genérico

de A°.

(a,b)(a",b)=(a®1+bQi)(d" ®1 4V Q1)
= (ad' @1 -0 ®@1)+ (ab' @1 —ba' @ 1)s
= (ad’ — bl , ab' + ba').

Portanto, a menos de isomorfismo natural, podemos também definir A° como

AA=AxA
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com a multiplicacdo dada por
(a,b),(d',b) = (ad' — bb' , ab' + ba')

que é exatamente a formula que da passagem dos reais para os complexos.

1.8. Por outro lado, vimos que a passagem dos complexos € para os quatérnios IH
envolve uma férmula de multiplicagdo onde aparece a conjugacio . Este caso também
corresponde a um produto tensorial, sé que devemos levar em conta graduagao , isto é, a
nova multiplicacao sera definida para algebras graduadas em Z,.

Uma. algebra graduada em Z,, sobre IR é uma algebra A juntamente com uma de-

composicao A = A° @ A! em subespagos tal que a multiplicacao satisfaz
A AT C AT 4§ (mod?2).

Os complexos e os quatérnios sao exemplos de algebras graduadas tomando-se as
componentes geradas por monémios de ordem par para A° e impar para A'. Numa
dlgebra A° é sempre subalgebra e A' é mddulo sobre A°.

Se B é outra &lgebra graduada B = B® @ B' definimos a 4lgebra produto tensorial

graduado de A com B sobre IR, assim
AQr B=AQRrB
onde a multiplicacao agora é dada por
(a@2')(y’ ®b) = (~1)7ay’ ® 2'b

sendo z* € B' e y’ € A7.

A ®p B tem também uma Z,-graduagao natural

(A®9r B)° = (A°QR B°) @ (A' ®g B)
(A®r B)! = (A°®Rr B') ® (A! ®r B°)

Vejamos o que acontece quando tomamos B = €' com a graduacao usual
C=RxIR com (0,1)=q.
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~ Vamos definir em A = A°® A', uma conjugagao

a=a"+d!

@ =a%—d

e vamos interpretar a multiplicagao graduada em termos desta conjugagao .

- 1.9. Identifiquemos A ®p € com A x A pela correspondéncia
a®@l+b6®t— (a,b)
e analisemos a multiplicagdo , levando em conta a graduagao
A=Aq A,

Temos entao

a=a’+a', b=t 40
e o =a” +a¥ | ¥ =0" 40"

(a,b) - (@, ) =(a®@14+b@1)(a’ @1+ @1)
= ((@®+ad)@1+ (" +b0)@)((a” +a')®14 (B +b)®1)
(

= a2 @1+ a%" @1+ a%" @i+ a’b ®1i

+ a'a” @1+dala’ Q1 +a't” @i+ ab’ @i+ Q3
- PV @i - @1+ 6 @14 b6 ®i—bla ®i
— QI+ Q1 =(ad @1 b 1)

+ (abl +bd) @i = (ad' — bl , abl + ba')

R14+ad Q1 +0Ri+00)(a” @1 +d" @1 +"®i+0 Q1)

Portanto a diferenca entre A @p € ¢ A @pr € esté apenas na multiplicacio e aqui

a graduada difere apenas no fato de que os elementos multiplicados por b devem solrer a

acao da conjugacao ~ .

Podemos dizer entao que IH = € @ g €, isto é, os quatérnios sao obtidos por comple-

xificacao graduada da algebra (', sobre R.
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A complexificagao simples de € nos daria uma algebra diferente de JH em que existe

divisor de zero. Veja por exemplo que em
CRrC=0CxC
vale (1,7)(¢,1) = (0,0) = 0.

1.10. Vejamos que IH & IH = IH @ € é isomorfo, como algebra a €(2).

Temos a representacao usual o dos quatérnios

o:H— C(2)
a b
-b.a

Para obtermos uma representagao de IH ® € basta tomarmos a extensido complexa de

o(a,b) =

onde (a,b)e CpC~ H.

Yv:HQC=H&H — ((2)
¥((a,0), (2,y)) = o(a,b) + o(z,y)
+ z2 b+
$((a,8), (2.4)) = l AR }
—b—7t a+T1
1 é linear sobre IR e comuta com ?, vejamos este ultimo
¢([(a7 b)a (1"’ y)] 2) = ¢((—L, —?j), (a7 b))

l:—m-{-az' —y—i—bi] a+ i b+ yz

_ | _ i = $((,8), (,9))i .
7T—b —T+a@

~b—7 a+7T
Portanto 1 é linear sobre QZ’
Para concluirmos que 1 é representacdo da algebra IH ® € basta verificarmos que

preserva multiplicacgao .

P((a,¥), (z,y") = o(a", b)) + o(', y')-
P((a,b), (z,y))¥((d, V), (=", y))
= (o(a,b) +o(z,y)i)(o(d,¥) + o(a’, y')1)
= o(a,b)o(a,b') —o(z',y)o(z',y)
+ (o(a,b)a(z’,y') + oz, y)o(a’, ¥))
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Como o é representacao da algebra /H temos

= o((a,0)(d,¥) - (2,9)(=',¥))

+ o((a,0)(z,y") + (2,y)(d, V)i

= ¥{l(a,0),(z, )] [(«,¥')(«,¥)]}
e portanto 1 preserva a multiplicacao .

Vejamos seu niicleo

a+zi=0 = a—Ti=0

a+T:=0 = a=0 a=10 r=10
d’((a’b)7($7y)):0 — - -

b+yi=0 = b—bi=0

b+7i=0 => b=0 .. 56=0 .. y=0

¥ € entao injetora. Como a dimensao de IH @ €= H @ € e {(2) sao iguais a 4.

Temos que 1 é um isomorfismo. Chamaremos
v HoH=H®C—- ((2)

de representacéo usual de H @ (.

1.11. Vimos entso que dado um espago vetorial V' de dimensao finita n sobre um corpo
Keyp:V xV — K forma quadratica, queremos saber se podemos expressar tal forma
como um quadrado segundo uma multiplicagdo interna. O que se deve procurar de inicio
é a solucao universal para tal problema. A solucao é natural e baseada no caso mais
geral de multiplicagido associativa, que é o produto tensorial, isto é, tomamos a algebra

tensorial ®(V') de V e quocientamos convenientemente
®(V) =Y @(V) soma direta
=0
(V) =K V)=V

Seja I o ideal de ®(V') gerado pelos elementos do tipo (z ® z — ¢(z)1).

1.12. Definicao
A dlgebra de Clifford do par (V, ) €
c.(Vy=aVv/; .
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1.13. Propriedades Basicas

1. A aplicagao ¢ : V — C,(V), induzida pela inclusdo V — ®(V), injeta V natural-
mente, como subespago vetorial de C,,(V). De fato, como V — ®(V) — C, (V)
sao homomorfismos temos que (V') é subespago vetorial. A injetividade vem de
que os elementos nio nulos de I envolvem fatores de grau (®') i > 2, enquanto os

elementos de V' tém grau 1.
Podemos entdo ver V C C,(V) como uma extensio de V.
2. Dado qualquer homomorfismo A : V — A onde A é uma algebra com unidade 1, tal

que h(z)* = p(z)1, entdo existe um tunico homomorfismo A, : C(V) — A tal que

hoovt="h

Tomamos a extensao hg de h a algebra tensorial

Como h(z)? — ¢(z)1 = 0 temos ker hg D I pois
Y

hole ® 7 — (2)1) = ha(2)? — @(2)] = h(z)? — p(z)] = 0.
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Logo, para todo z € V, (z ® x — ¢(z)1) estd no ideal I donde hg se fatora por
C,(V) dando A,

QV

Como V gera C,(V) como algebra, h, tem que ser a unica extensao de h.

. dim C, (V) = 29V pois se {ey,...,e,} é uma base de V o conjunto dos mondmios

€iyeer-.. € cOM 1y < ... < i, formam uma base de C,(V).

. C,(V) tem uma filtracao natural que provém daquela de ®V, a saber:

F*(V) = gerado vetorialmente por produtos de até k elementos de V
FO(V) = R
F(V) = RaV.

Nao podemos entretanto “graduar” C,(V') segundo “comprimento” de monomios.

Vejamos: se u = Av, uv que deveria ter grau 2 satisfaz uv = Avv = Ap(v,v) € R

£ Y

e poderia portanto ser um elemento nao nulo de “grau” zero.
Suponhamos agora ey, e; em V, linearmente independentes e
u = A + Aqgey
u = &ep + Ezey

também linearmente independentes. Se atribuirmos a e;e, o grau 2 deveriamos fazer

0 mMesmo com uv , porém veja:

uy = (/\161 + A262)(£1€1 + 6262) = )\1616? + /\25263

+ Arbeereg + Axiege
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e uv teria envolvido fator de grau zero.

Tal grau estara bem definido quando temos a forma quadréatica ¢ = 0 quando a

dlgebra de Clifford é exatamente a algebra exterior A(V').

Os naturais IV nos permite entretanto definir a filtracao

{F*(V)} de C,(V)

dimV

c, V)= |J F(V) e
=0

FlFi C Fiti

mas nao a graduacao naturalmente desejavel.

A élgebra graduada associada a tal filtracdo é porém naturalmente isomorfa a

algebra exterior de V', isto é,

FXV) [FEY V) ~ AR(V)

Obtemos um isomorfismo fixando uma base de V {es,..., e, }.

. Podemos entretanto atribuir a Cy,(V) uma graduacgdo Z,, isto é, grau par e grau

impar.

Pomos CY%V) = imagemde Y ®%V e

i>0

CL(V) = imagem de Z@zi“V

i>0

Esta possibilidade vem do fato do ideal I também se decompor em soma direta]

I=(In(T&*V)) e (InY e*V)
o que faz com que o quociente se decomponha em soma direta.

Temos assim que
Co(V)=Co(V)® CL(V) e
zyi € CF k=i+j() com
z; € CL(V), z;€CL(V).

Esta Z,-graduacdo é bastante relevante como mostra a seguinte

N
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1.14. Proposicao A

Suponhamos que V = Vi, @ Vo € uma decomposi¢io ortogonal de V sequndo a forma

quadrdtica ¢ e seja p; a restrigio de ¢ a V;. Entdo existe um isomorfismo
¥ Cp(V) & Cpy (V1) ® Coy (V2)

onde ® indica produto tensorial graduado.
O produto tensorial graduado de duas dlgebras graduadas A = A'@A? ¢ B = B¢ B*

¢ a dalgebra graduada

(A®Bf= Y AQ@B
i+i=k(2)

com a multiplicagdo dada por:

(u@z)(y' ®@v)=(-1)uy’ @z'v '€B yeA.

Demonstragao : Temos a injecao natural compativel com a decomposi¢ao
YV = Cp (Vi) ® Cpp(Va)

dada por (e) = e; ® 1 + 1 ® e, onde ¢; é a projecao ortogonal de e em V;.

Dai, entao , pela multiplicagao graduada vale
Ple)’ =(e; @1 +1®e3)* = (piler) +pa(e2))1®1=p(es+ )1 @1,
uma vez que ey, e sao ortogonais segundo . Temos entao a extensao universal
¥ : Cp(V) = Cpy (Vi) ® Cy(Va) -

Uma verificagao com os elementos de uma base de V' mostra que se trata de bijecao .

1.15. A algebra tensorial @V possui um anti-automorfismo natural dado por

~T1®$2®---®1‘kQ’»’Uk@xk—l@---@fl
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(é como se observassemos as operagoes num espelho).
Esta transformagao preserva o ideal [ gerado pelos elementos do tipo z ® z — (z)1
pois
(z®z—¢(2)1)' =2z — p(z)l.

Portanto ( )* induz um anti-automorfismo em C,(V) que denotamos também por ( )

Co(V) — Co(V)

.7,'——>117t

e o chamamos de transposta. Esta é a identidade em V.
Consideramos também o automorfismo a de C,(V) induzido pela aplicagdo antipoda
de V. Mais precisamente

a:V = Cy(V)

dada por a(z) = —z, satisfaz a(z)?* = 2% = ¢(z) e portanto se extende a um homomor-

fismo

a: Cy(V) — Cy(V)

e como a o a = id, é automorfismo. Este automorfismo deixa invariante os elementos
“pares”, isto é, de CO(V) e tem agdo antipoda nos “impares”, isto ¢, de Ci(V). Esta
é uma conjugacao do tipo que utilizamos antes, quando tratamos do produto tensorial
graduado.

Denotaremos com barra () a composicao de a com a transposta e que é um anti-

automorfismo

7T = a(z') = a(z)".

A segunda ignaldade vem do fato de ambos coincidirem quando restritos a V.

1.16. As algebras C; = C,(IR")

onde ¢ € o negativo da forma euclideana

99('I17---,l'k):“z$?:‘<337$> .

1=

—

[ NS]
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Vimos que para k = | a algebra obtida é a dos complexos
C;=C
e para k = 2 temos a dos quatérnios
Co=H.

Ha ainda uma inclusao natural C; C Cy, como subalgebra, identificando os elementos
de C; com os elementos “pares” de (3, ou seja, se Uy é gerado por 1, €5, ey, e1€z;
tomamos 1, ejez, como os geradores de C .

Este é uma fato geral

Cr C Cryr

de modo natu_ral. Como vimos antes, o automorfismo « : Ciyy — Ciyy, que restrito a IR*
é o antipoda, deixa fixo exatamente cada elemento par que forma a subalgebra isomorfa
a Cx. O fator C} estd naturalmente contida em Cf,,. O fator C} é injetado em C7,,
por C} egyq -

Pela proposicao A (1.14) temos que:
(B) Cpiq = Cp ® Cy .

Bastando para tal, considerar IRP*? = IR? x IR? ou ainda por repetidas aplicacoes da

mesma, temos

(C) CemC® ... 8 C (k fatores).

1.17. As algebras C| - C,(IR*)

onde ¢ é a forma euclideana

(to(ml?"'awk) =Z'E12

=1
Vejamos como € (7] .
Temos entao IR como espago vetorial com a forma () = z* e queremos a algebra de

Clifford C,(IR). Introduzimos o fator escalar que contera a unidade IR obtendo
RD R
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com a unidade sendo 1 = (1,0) e o gerador e = (0,1) com a propriedade ¢(e) = e = 1.

Vamos tentar uma representacdo matricial 2 x 2

I
9]
il

Estas matrizes tém as propriedades desejadas
I éa unidade, e* =1.

O espaco vetorial gerado por estas duas matrizes é formado por

z
zl +ye = + =
0

1.18. O conjunto de tais matrizes é fechado por multiplicacio matricial formando uma
algebra. Com a solugdo do problema de realizarmos a forma ¢ como quadrado quando
identificamos o espaco vetorial IR com o segundo fator de IR & IR, isto é, pondo IR = Re.

A multiplicacdo em IR @ IR tem portanto a forma
(z,9)(«",y) = (22" + yy', 2y’ + 2'y)
0 que é 0 mesmo que
(z1 +ye)(2'l +¢'e) = 22’1l + yy'e® + zy’e + yz'e = (z2’ + yy)l + (zy’ + z'y)e.

Identificamos evidentementeos escalares IR como primeiro fator de R® IR, IR = R1.

Analisemos agora C4 . Temos aqui o espago vetorial IR? e a forma ¢(zy, ) = 7% + 5.
Como sempre, adicionamos o fator dos escalares que contém a unidade multiplicativa
obtendo de inicio IR @ IR?.

Temos assim

1 = (1,0,0)
€ = (071,0)
Cy = (07071)



Queremos uma multiplicagdo em que 1 seja a unidade ef = p(e;) =1, e = p(e;) =1

e mais geralmente que
o(zer + yes) = 2 + y* = (zey + yey)?
0 que nos leva a
(zeq + yey)? = o’ + yel + zyere; + yrege; = 2® + y? + zy(eses + ezey)

e portanto devemos ter que
e1eo +ege;1 =0  ou

€1€3 = —€2€1

Tentemos uma representacdo matricial novamente. Pomos

10 0 1 1 0
1l=1= , €= , €=
0 1 10 0 -1
Estes elementos satisfazem as relacoes acima €2 = 1, eje; = —eqe;. A algebra gerada

por tais matrizes é a solucdo procurada uma vez que IR? é injetado como combinagoes

lineares das matrizes e; , e; . Observemos porém que:

0 -1
I 0

€1€ =

nao esta no espaco vetorial gerado por I, e, ey; isto é, para termos a estrutura multi-

plicativa-desejada precisamos adicionar mais um eixo a IR ¢ IR? obtendo

RoR'0R

0 -1
onde o ultimo fator /R corresponde ao gerador eje; = . Vejamos entao como

1 0

fica a matriz genérica que representa C,. Tomamos a combinacao linear de 1, e, ey, €€
P 2

e obtemos

T+ =z Yy—w
] + yey + 2e5 + wejeg =
Y+ w T —z

Mas esta é uma matriz genérica real 2 x 2. Portanto obtivemos que como algebras.
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1.19. C), = R(2)
Novamente, pela Proposicdo A (1.14) temos que

(Bl) Cl

p+q

~C,QC,
Bastando para tal considerar IRP*? = IR x IR?, ou ainda, por repetidas aplicacdes da

mesma vale que:

(C" Ci=Ci®CI® ... C, , k fatores.

1.20. Observacao

Em termos da base candnica de R*, {e;}, Ci é determinado pelas relagdes e? =1

e eje; = —e;e;, pois

k 2 k
(Z miei) = Zw?e? + Ex,-:nj (eie; + eje;) .
=1 =1

i#7
1.21. Proposicao D
Ezistem isomorfismos

Ci ®r Cy = Cpyy
C}lc ®ﬂ{ 02 ~ Ck+2

Demonstracao : Usaremos a observagao acima e a propriedade basica 2 da solugao

universal.
Vamos dar em Cj ® g C representantes para os geradores de Cj,,. Denotemos E* a

imagem de IR*¥ em C, e {¢;} sua base canonica. Consideramos a seguinte aplic'ag&o linear
f:E¥? 5L C)
dada por:
fler) = 1@&
fe2) = 1®@e,
flei) = ei2®e189
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Vejamos que f verifica a propriedade 2, levando em conta a observacao anterior

fe?) = (19e)’=18e?=1®1 unidade

fl&)? = (eiia®e1e3) = el , @e1606160 = ~1® (1) =1®1 unidade
Analogamente se verifica que
flea)f(e;) = —f(e;)f(ei).
Portanto existe extensdo dnica de f a Cj,.
f:Ch = Ce®C;

homomorfismo de algebra. Como f leva base em base trata-se de um isomorfismo.

O outro isomorfismo é obtido trocando e; por ¢; e E**? por IR**? na defini¢ao de f.

1.22. As dlgebras C} e C} nio sio isomorfas em geral, mas suas complexificagdes séo :

Com as notagbes anteriores, vamos realizar C; em C] ® € com a representagio

Ci > CleC
s(l)=1®1
(7'(61) =&z ®Z

o injeta C; em C} ® €, (1) é a identidade e o(e1)* = (6 ®1)* = el ®* =-1Q@1. A

extensao complexa de ¢ nos da o i1somorfismo

:C1C—-CiC
e ®i)=o(e1)i=(a1Q)t = -1 Q1
5191 =o(l)i=101.

Como & é injetiva e leva base em base temos o isomorfismo.

De modo geral, representamos Cy em C; @ (' assim

UZO/C———}C;C(E@
a(l)y=1, o(e;) =¢; @1

e tomamos a extensao complexa.

32



1.23.

De posse das Proposi¢ées A, D eque C, =C, Co ~x H, C{ ~ R® IR, C) = R(2)
e mais R(n) @gr F' = F(n), R(n) @g R(m) = R(nm), CQrC = C& C, HQr C2),
H ®r H = IR(4), construimos a seguinte Tabela I:

k Cr 1 C; I |Ci®rC=CierC Il
1 C R3 R CoC

2 H R(2) @(2)

3| HoH «(2) ¢(2) & C(2)

4 H(2) H(2) C4)

5 C(4) H(2)® H(2) C4) @ C(4)

6 R(8) H(4) €(8)

7| R(8) ® IR(8) C(8) @(8) @ C(8)

8| IR(16) - IR(16) ¢(16)
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1.24.

211 — CyC=R(2)®C=C_2)

31 - CGi=0CeC=HoMl

31l — Cy=C,®C,=C® R(2) = C(2)

3-III — complexificagao de C}

41 - Cy=Cy9C,=R(2)®H=H(2)
411 - C;=CeCy=H(2)

4III — CleC,C=R(2)® R(2)® C=~C4)

51 — Ca@Ci=(H®H)® R?2)=H?2)® H(2)
61 — Co=Ci0C,=CL0C,®C, =R(2)® R(4) = R(8)

611 — Ci=CiQrCy=H?2)®r R2)=H Qg R?2)r R(2)=H @r R(4)=IH(4)
6-II1 — Co@rC=R(8)®C=CQ8)

-1 — Cr=Cs®p C=RB) ®r €= RB) D R®Y)

T-II - Ci=CsrCi=04) r R(2)=C® R(4)®@r R(2)=C®r R(8)=C(8)
-1~ €8) 2R C = C(8)d C(8)

81 — Cs=CLorCo=H(4)®r H=R(4)® H 9r H=R(4) @r R(4)=IR(16)
8-I1 — CL=Cs@rCL=RB)drR(2) = R(16)

8- — IR(16) @g € = C(16)

1.25. Usamos em (8-I) o seguinte isomorfismo IH @ IH ~ IR(4). Consideremos as
representagdes de JH dadas por a(z)(z) = zz e T(z)(z) = zz.
Como H = C3C e &(z) é (-linear temos 7(z) € €(2) C IR(4). Como matriz

complexa atuando a esquerda temos que para z = (a,b) em Cd C = I{

@ b
T(z) = [ } :
—b a

Considerando-a como matriz real 4 x 4 temos
7:H — IR(4)
numa representacao de algebra injetiva.
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Podemos estendé-la por o a

Hor H 25 R(4)
(c®@7)(p®q) = a(p)a(q) ou
(c®7)(p®q)(2) =0o(p)z7(q).

Injetividade mais igualdade das dimensoes nos da que
H@rH=~IR4).
As demais algebras sdo obtidas desta tabela levando-se em conta que:
CimCiRC,~Cy /. Chpy=Cr®C;0C, =C,QCy

Cits R C,®C4®Cy = C,®Cs. Como Cg = IR(16) se Cy =~ F(m) entdo Ciis = F(16m).

2 O Grupo Spinorial

Continuando com a mesma notacio , Cj designa a algebra de Clifford do par (IRF, )

onde

2.1. Definicao

Chamamos de Grupo de Clifford de Cy ao subgrupo 'y, dos elementos inversiveis s de

C que satisfazem

a(s)zs' € RF Vze R,

F imediato ver que Ty € um grupo e sua defini¢io traz consigo uma representagaio |

pois cada elemento s de T'y atua em IR como automorfismo linear.

2.2. Definicao

Chamamos de representagao adjunta torcida de I'y a

p: T — Aut(R*)

p(s)(z) = a(s)zs™t.
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2.3. Proposicao

O automorfismo o de Cy e o anti-automorfismo transposi¢do z — z' de C, preservam

I'c e portanto a conjugag¢do z — T também preserva como anti-automorfismo.

Demonstracao :
z € R* = a(s)zs™! € R* para s €Ty
— a(a(s)zs™) = —sa(r)a(s) P =sza(s)™! = a(a(s))zals)™?) . a(s) €Ty .
Para a transposigiao temos

a(s)zs ' =y
(a(s)zs™!) =y'=y pois ye R .. (sizxa(s) =a(s)zs™?
aplicando o e sabendo que a(y)=—y e a(z) = —z temos

—a(s™zst=—y .. z=a(s)y(sH) .

Portanto temos que s' € I'y, e €y jd que 3= afs). |

Observagao

1. O automorfismo « € uma “conjugacao ” segundo a decomposicao
Cr = Cg &b CZ

isto é,

a(v® +vt) =00 — o,

2. Esta é a conjugagdo que permite escrever a multiplicagdo do produto tensorial gra-
duado, como multiplicagao quaternionica. Ela sozinha nao generaliza a conjugagao
usual dos complexos €, ja que a(z)z nio é necessariamente, um escalar. Isto
vem do fato da multiplicagdo de Clifford nao ser comutativa. Precisamos entao do
anti-automorfismo transposicao ( )* para conseguirmos a generalizacio que embora

parcial é adequada. Temos assim, com a notacao acima, que

(09 F+ vl) = % — o',
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Uma vez que a definicao do grupo de Clifford é dada envolvendo uma representacao
p:Tr — Aut(R*Y),

vamos procurar conhecé-lo, assim como alguns de seus subgrupos de maior interesse,

através desta representacao .

2.4. Proposicao

O nicleo da representago p (acima) € o grupo multiplicativo dos reais néo nulos IR* .
Demonstragao : Temos p(s)(z) = a(s)zs™t.

Se s é real ndo nulo vale a(s) = s e o mesmo comuta com qualquer z portanto
p(s)(z) = r; o que nos da

R* Ckerp.

Tomemos agora s em [’y e tal que
p(s)(a) =

para todo z de IR*. Escrevamos

s=30+31

onde s® € CY e s' € C},sdo as componentes par e impar, respectivamente de s
§$)(@) = (s° = Yol +51)F =

donde

(" — sz = 2(s" + ')

ou

0
%z — sle = zs + zst.

Levando em conta a paridade, devemos ter

1) sz =us

i) zs! = —slz



Seja (e;) a base canénica de IR* e vamos escrever s° da seguinte forma em termos
desta base
s° =a% + ¢;b!

onde a° é par, b! é impar e ambos nao envolvem e;. Tomando agora z = e; temos que

s%e; = ae; + e;jble; = ae; — €2b! = al; + b
e;8° = e;a® + €20 = ;a° — by

0 0 (4]

logo, de (i) e da igualdade e;a® = a%;, (ja que a° é par), concluimos que b' é nulo. O

elemento s nao pode ter em sua expressao nenhum e; e portanto é real. Analogamente

para s' e usando (ii) concluimos que s! ndo pode ter em sua expressio nenhum e; , mas

sendo impar tem entao de ser nulo. Conluimos assim que se s esta no nicleo de p entdo

s éreal. Como s tem que ser inversivel temos s # 0 e

kerp = IR*.

2.5. Definigao
Levando em conta a conjugacgdo definida em (2.18) T = a(z)', pomos

N:Ck—->0k
N(z)=1zT

Observagao

Para z em IR* N(z) = |z|*.

2.6. Proposicao

Para © em Ty, N(z) € um numero real ndo nulo.
Demonstragao : Pela proposigao anterior basta mostrar que N(z) estd no nicleo da
representagao p.
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Para y em R*, y' = a(z)yz~! em IR*.

Aplicando a transposicao temos

1t /

(@) ya(z) =y" =y =a(z)ye
como (z71) = (z')"! e a(z)'= a(z') obtemos
ya(e')e = z'a(z)y

ou

y = o(Tx)y(Tz)™

y=aN(z)yN(=)™

para cada y de IR*, portanto

N(z) €kerp=IR".

2.7. Proposicao

N :Ty — R* ¢ homomorfismo e N(a(z)) = a(N(z)).

Demonstragao : Sendo N(y) real, estd no centro, logo

N(zy) = zy(Ty) = zy7T = =z N(y)T = N(z) N(y)

N(a(z)) = a(z)a(z) = a(z) a(a(z))' = a(z)z! = a(z a(z?)) = a(zT) = a N(z).

2.8. Proposicao

~ Para cada x de Ty, p(z) € uma isometria de IRF.

Demonstragao : Para y em IR temos p(z)y em IR* e

p(z)y* = N(p(z)y) = N(a(z)yz™") = N(az) N (y) N (z™") =
= aN@) N (@) N(y) =N(@) V()N (y) = Ny) = ly[*-
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2.9. Definicao
O grupo pinorial de IR* que denotamos por Pin(k) € o nicleo do homomorfismo N
Pin(k) C Tx -5 R*

isto é

Pin(k) ={zx €T, | N(z)=1}.

FEste € portanto um subgrupo normal de T, .

2.10. Proposicao

A representacdo adjunta torcida p restrita a Pin(k) é um homomorfismo sobre o

grupo ortogonal 0(k) de IR* con nicleo Z, gerado pelo —1 de T.

Demonstragao : Como zy + yz € bilinear simétrica em Cj e
P42t =22"=-2 <2,z >
entao
zy+yr = -2 <z,¥y> .

Dai temos que se z é ortogonal a y eles anticomutam
Ty = —yzT.
Se z é colinear com y entao eles comutam, pois
T=Ay, zy=2zy =Ayy=yAy=yz.

Que p é homomorfismo ja sabemos, assim como toma valores em 0(k) (2.8). Vejamos
entdo que é sobre. Uma vez que os elementos de 0(k) sdo composi¢des de reflexdes em
hiperplanos de R* , basta mostrar que a imagem de p contém todas as reflexdes.

Uma reflexdo qualquer de IR* fica caracterizada por um vetor unitario u ou pelo
hiperplano H perpendicular a wu. Verifiquemos que a reflexao determinada por u ¢é

exatamente p(u).

p()r = alu)ru™ = —uzT = —uzr(—u) =uzu.
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Esta transformacao em x de IR* é uma isometria que para ¢ em H
uzu=—zuu=-z(-1)==z
portanto H fica invariante e vetor u é levado em seu oposto
UUU = —u.
Esta isometria é entao a reflexao segundo o hiperplano H e tem a forma
plu)jz=2-2 <z,u> u.

A representacao

p: Pin(k) — 0(k)

e entdo sobre. Seu nicleo consiste de reais mdltiplos A de 1 de I'y com N(A) =1,

donde A2 =1, logo é Z,. n

2.11. Definicao

Chamamos de Spin(k) ao subgrupo de Pin(k), imagem inversa de SO(k) por p.
Como Pin(k) vai sobre 0(k) via p entdo Spin(k) € levado sobre SO(k).

2.12. Proposicao
O grupo Pin(k) é gerado pelos elementos da esfera unitdria S*=' de IR* e o Spin(k) €

o subgrupo dos elementos de ordem par.

Demonstracio : Inicialmente, vejamos que S*~' C Pin(k).
Se v é unitério, como na demonstragio de (2.25), temos que p(v) é a reflexdo em [R*

segundo o hiperplano ortogonal a v
plv)z=z—-2 <z,v> v.

Como N(v) =vT = —v?=1 temos v em Pin(k).
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Dado agora um elemento genérico = de Pin(k), sabemos que p(z) é de 0(k) que, por
uma, vez, € composi¢ao de um certo nimero de reflexées em hiperplanos determinados por

vetores unitarios z,...,z;. Como

plzy ... z) = p(z1) ... p(zs)

N(zy ... z;)=N(zy) ... N(z) =1

temos que z; ... z;, = 2 ou —z; ... ; = =, donde S*7! C Pin(k). Para SO(k)

precisamos de um ndmero par de reflexdes, portanto ¢ acima deve ser par [ |

2.13. Observacao

i) Como C} é espago vetorial de dimensao finita 2%, ele tem uma tnica topologia
Hausdorff compativel com as operagoes e que provéem da métrica euclidiana de IR*
mais a base determinada pela base canonica. Nesta topologia I'y é aberto, Pin(k)

e Spin(k) sdo subvariedades compactas e portanto grupos de Lie.

ii) Considerando (i), p : Pin(k) — 0(k) e p : Spin(k) — SO(k) sao recobrimentos
duplos e ndo triviais, pois podemos ligar os dois elementos do nucleo 41 por um

arco c¢ em Spin(k)

c(t) =cost+sentejep, 0<t<m

iii) Para k > 2, Spin(k) é conexo e para k > 3 o mesmo ¢é simplesmente conexo. Isto
decorre do fato de SO(k) ser conexo para k > 2 e ter grupo fundamental Z; para

k>3.

iv) Spin(2k) C CY, e cada circulo A + peyjrez; , A* + p? = 1 esta em Spin(2k).
O subgrupo gerado por estes é um toro maximal 7 de Spin(2k). Chamemos
(G = A+ peg;_qez;, entao —C_j =X—peg_1-e; e CJ-ZJ- = 1, donde Zj = C]_l A

acao de (; no fator de IR* gerado por ey;_; , ez; é dada pela matriz
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A2 — P —2Xxpu

2 u A~y

Se identificarmos SO(2) com U(1), tal agéo corresponde a multiplicagao por z? onde
z; = A+ pi. Portanto um elemento genérico de T é da forma (i -.. {x, cujaagao

em IR?* d4 a matriz

com a identificagao acima. Embora possamos escolher +(;, os sinais se compoem
de modo a dar somente duas possibilidades para o elemento genérico +(; ... (x,
portanto o toro maximal 7 de Spin(2k) cobre duas vezes o toro maximal T de

SO(2k) como deve.

O que fizemos com estes grupos para o caso real estende-se naturalmente para o

caso complexo, tomando-se

C.0C
a(z®z)=o(r)®z
(zRz)!=2'Q7F

e T'¢ como sendo os inversiveis z de Cx ® €, p°(z)R* = a(z)Rfz~" = R*. Com

N(z) = 2T obtemos Pin (k) e nicleo
U(1) C Pin®(k) — 0(k)
onde U(1) é o subgrupo dos elementos 1 ® z de Cy ® € com |z| = 1.

Ha um isomorfismo natural
Pin(k) xz, U(1) ~ Pin®(k)

onde Z, atua em Spin(k) e U(1) como 1. Definimos S;;in (k) como sendo a

imagem Inversa de SO(k) por p°. Assim temos também o isomorfismo
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U(1) C Pin(k) D Spin (k)

pe Pe

O(k) D SO(k)

Spin (k) xz, U(1) ~ Spin°(k)

Spin(k) x U(1) —— Spin(k) xgz, U(1)

\ /

§ 3 Representacao dos Grupos Classicos

As referéncias basicas aqui sao [1] [2] [7] [8] e [9]. As demonstrag¢des omitidas encontram-
se nas referéncias acima.

Os grupos classicos 0(n), S0(n), U(n), Spin(n) sdo grupos de Lie compactos. Estes sao
os objetos principais de estudo aqui. Apresentaremos a parte geral para um grupo de Lie
compacto G.

Definicao 3.1

Sejam G grupo de Lie compacto, GL(n,IR) e GL(n,C) os grupos lineares reais e
complexos, respectivamente. Chamamos a um homomorfismo continuo ¢ : G — GL(n,)
de uma representacao real ou complexa de GG, respectivamente.

Definicao 3.2

Duas representacoes ¢ e r de G num grupo linear G’ sdo isomorfas se existir um
elemento u de G’ tal que, ¢ = uru™!, isto é {(G) = uor(g)ou~t, ou seja, se existir um

automorfismo interno de ' que leva uma na outra.
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Definicao 3.3
Dada a compacidade de G, é possivel se fatorar qualquer representagdo de G pelo

grupo das isometrias, a menos de isomorfismo.

G —— GL(n,0) G —— GL(n,R)
~ ~
\\A U ou \\A U
U(n) O(n)

Observe que se G é conexo r se fatora pelo grupo S0(n), dada a continuidade de r e o
fato de ser este grupo a componente conexa de 0(n) contendo a matriz identidade.

H4 uma outra maneira de se encarar as representagdes; ambas sao convenientes.

Definigao 3.4

Designemos por k os corpos IR ou € e seja V um espago vetorial sobre k¥ de dimensao
finita de dimensao n. Dizemos que V é uma representacio de GG, ou um G-médulo de
dimenséao n se for fixada uma acao continua de G em V através de k-isomorfismo de V.

Definicao 3.5

Duas representagoes V e W de (G sao isomorfas se existir um isomorfismo de k-espago

vetorial u : V — W, tal que as acdes de G em V e W comutem com u, isto €,

u(gz) = g-u(z)

Dado um G-mddulo quya.lquer V de dimensao n é possivel se obter um G-moédulo
isomorfo k™. Basta escolhermos um isomorfismo linear de V' e transportar a G-estrutura
de V para este. As definicoes iniciais sao equivalentes as tltimas de modo imediato.

Temos assim, soma direta de representagdes assim como produto tensorial, para um

mesmo grupo. As agoes sao dadas assim

g(v @ w) =g(v) & g(w)

gvRw)=gv R gw
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Designemos por S(G) o conjunto das classes de isomorfismos das representacoes de G.
As operagoes de soma direta e produto tensorial se transportam para S(G) e as denota-
remos respectivamente por + e justaposicao. Observe que em S(G) ambas operagoes sdo
comutativas.

(S(G),+) é um mondide, mas ndo um grupo. Podemos passar deste monéide para usar
grupo R(G) de uma maneira minimal, no seguinte sentido. Existe um homomorfismo de
mondide ¢ : S(G) — R(G) tal que dados um grupo M, abeliano e um homomorfismo de
monodide f : S(G) — M qualquer, este se fatora por 7 através de um tinico homomorfismo
de grupo f .

Definicao 3.6

S(@) —~ R(G)

f\M/f

O grupo R(G) pode ser construido da seguinte maneira. Tomamos a grupo abeliano

livre gerado por S(G) e fazemos quociente pelo subgrupo gerado por elementos do tipo

(a+b)+ (—=1)a+(-1)b

A multiplica¢do que temos em S(G), que é distributiva em relagdo a soma, induz uma
multiplicacdo em R(G) tornando este um anel. O elemento neutro da multiplicagao é
dado pelo G-médulo € com agao trivial.

A construgao que demos para R(G) é uma solugio de (3.6) e qualquer outra lhe sera
isomorfa. | .

Se G é um grupo de Lie compacto, qualquer representacao de G se decompoe numa
soma de G-mddulos irredutiveis. Isto nos da que R(G) é o grupo abeliano livre gerado
pelas representacoes irredutiveis. Em particular a aplicacdo 7 : S(G) — R(G) é injetiva.
Podemos considera-la como uma inclusao. Estenderemos o nome de representagao de (¢
a todo elemento de R(G) embora muitos ndo sejam representagoes no sentido de (1.1) e
(1.4). Quando quisermos distingiiir, chamaremos os novos elementos de representagoes

virtuais.
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Se tivermos um homomorfismo continuo entre dois grupos de Lie compactos, este induz

um homomorfismo de anel, no sentido oposto

H- G

R(H) & R(G)

Definigao 3.7

Pelas construgoes acima, a cada grupo de Lie compacto G fazemos corresponder um
anel R(G) a que chamamos de anel de representacdo de G. A construgdo R atua como
funtor contravariante. Quando consideramos representacoes complexas usamos a notacao
RU(G); para as reais RO(G). |

O conjunto dos nimeros complexos de norma 1, que denotamos por S' e chamamos
de circulo unitario, ou apenas circulo, é um grupo de Lie com a multiplicagao complexa.

A partir deste podemos produzir os n-toros.

T = 5 x ... x S, nvezes

que sdo também grupos de Lie, com a estrutura produto de S'. T™ é um grupo de
Lie compacto conexo e abeliano e estes sdo os tnicos com tais propriedades. Se G é um
grupo de Lie compacto e T" — G é injetivo dizemos que 7™ ou sua imagem é um n-toro
de G. Se T™ é um toro de GG entao qualquer seu conjugado também é.

Definicao 3.8

Seja G um grupo de Lie compacto e conexo. Dizemos que um toro 7' C G é maximal
de G se G é igual a unido de todos os conjugados de T'. A dimensao de T' é chamada de

posto de G.

G = Ugegng—l

Todo grupo GG como acima admite toros maximais e todos sao conjugados entre si e,

portanto tem a mesma dimensao. Isto legaliza a definigao de posto de G. Esta definicio
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de toro maximal coincide com aquela em que se considera a relagao de inclusao na familia
de todos os toros de G.

Definicao 3.9

Seja G um grupo de Lie compacto, conexo e 7' um toro maximal de G. O grupo de
Weyl de G (relativo a T), é o quociente do normalizador N(T) de T, por T. Usamos as
notagoes W, W(G) ou W(G,T) para o grupo de Weyl.

Se Ty é outro toro maximal entdo W (G(T1) é isomorfo a W(G,T), portanto a menos
de isomorfismo, W estd associado a GG e costumamos omitir a referéncia ao toro 7. O
grupo de Weyl é sempre finito.

A agdao de W em T induz uma acdo de W em R(T'). A aplicacao de inclusdaoz: T — G

induz uma aplicagao de "restrigao”
T @
R(T) & R(G)

Nos restringimos por algum tempo ao caso das representacoes complexas, isto é, G-
moédulos V ou G — U(n). Usaremos entao a notacao RU(G) para o anel R(G).

Proposicao 3.10

Sejam G um grupo de Lie compacto, conexo e ¢ : T' C G um toro maximal com grupo

de Weyl, W. A aplicacao de restricao Ri
R(T) & R(G)

é injetiva e sua imagem é o subanel RU(T)" dos elementos invariantes pela acao de
W em RU(T). [1]

Os anéis de representacio complexos que daremos aparecerao como subanéis RU(T')"
de RU(T) para algum toro T' de grupo de Weyl W.

3.11Anel de Representacao de um toro 7™

| Indiquemos com z; a classe da representagao que é a i-ésima projecio de 7™ em S’.
Cada projecao destas é uma representagao complexa ja que sao homomorfismos continuos
F
T —3 8 =T(1)
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z; representara também a classe do 7"-moédulo irredutivel € com a acao de 7™ dada
por p. O produto tensorial de representacoes de dimensao 1 é apenas a multiplicagao
das mesmas ja que tomam valores em S' = U(1). Assim sendo elas admitem inversa. A

inversa de z; é z; z;.z; = 1.

RU(T”) = Z[zla 217 227 <oy Zny zn]

isto é, o anel RU(T™) é o anel polinomial em 2n indeterminadas avaliado em z;, Z;,
1 <7 < n. Dito de outra maneira, RU(T™) é o anel das séries finitas de Laurent nas
variaveis zi, g, ..., z,. Para uma demonstragao ver [1].

Observacao

Os anéis RU(G) aparecerao como subanéis de RU(T) e usaremos a notagdo RU(G) =
Z[ ] indicando que este é gerado pelos elementos que aparecerem no colchete. Ele nao sera
em geral um anel de polindémios, como RU(T™) ja mostra.

3.12 Anel de Representagao de U(n).

U(n) é o grupo unitario das matrizes complexas n X n. A identidade U(n) — U(n)
j é uma representacao complexa de U(n) a qual chamaremos de identidade. Esta repre-
sentagao vista como U(n)-médulo é € com a agao canonica.

Como U(n) é um grupo de Lie compacto e conexo, ele admite um toro maximal. De
fato, um tal toro pode ser tomado como o dado pelas matrizes diagonais de U(n), T™.
21

22

Z3 y 2161](1)

“n

e portanto, U(n) tem posto n. O grupo de Weyl, W, de U(n) é o grupo simétrico

em z,2,...,2,. A ordem de W é n!. O subanel RU(¢)" invariante, neste caso, tem a

descrigao

RU(U(n)) = Z[A', 72, .., A", (A™)71]
onde \! é o i-ésimo polinémio simétrico em zy, 2y, ..., Z,; A” tem dimensao 1, (A\")7! ¢
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sua inversa e todas elas sao irredutiveis.
3.13 Observacao
A' vem da i-ésima poténcia exterior da representacao identidade.

3.14 Anel de representacao de SO(n)

Aqui temos de separar os casos n par e impar.
S0(n) é o grupo das matrizes ortogonais n x n de determinante 1. Este é um grupo de

Lie compacto e conexo. Temos a identificacdo natural

Caso 50(2n+1)

Escolhemos para o toro maximal as matrizes com blocos de S0(2) na diagonal
- . -
zZ2
£3

, % € 50(2) —F

Zn

1
O grupo de Weyl, W, neste caso, é o subgrupo do grupo simétrico em 2n letras,

atuando em z1, 2, ..., 2n, 21, 22, -.., Zn, gerado por todas as permutacdes de 21,23, ..., 2, €
todas as transposicoes z; — Z; — z;.
‘Entao a ordem de W é igual ao nimero de permutagoes de zy, ..., 2z, vezes o numero

de seus subconjuntos e portanto é 2".n!.

RU(S0(2n + 1)) = Z[\!, ..., \"]

onde X' é 0 i-ésimo polindmio simétrico elementar em zy, 23, ..., 25, 21, Z2, .-y Zn, | € 530
algebricamente independentes, mas nao sao irredutiveis. Se omitirmos o 1 desta lista e o;
designar o polinémio correspondente a ', entdo temos \' = o; + 0;_1, com o, = 1. Os
ois podem ser tomados também como geradores.

3.15 Observacao

A' é a complexificada da i-ésima poténcia exterior da representacao real identidade.
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Caso S0(2n)

O toro maximal é o mesmo que o anterior; com o termo 1 eliminado da diagonal.

O grupo de Weyl W é o subgrupo do grupo simétrico em zy, 2y, ..., 2, 21, 22, -+y Zn
gerado pelas permutagoes das primeiras n letras e as composi¢oes de um nimero par
de transposigdes z; — 2z, — z;. O nimero de elementos de W é igual ao nimero de

permutacoes em n-letras vezes o numero de subconjuntos destas, de ordem par e, portanto

é 2n1pl.

RU(S0(2n)) = Z[XY, ..., A1, A", A"
+

onde A\ o i-ésimo polinémio simétrico elementar em 2y, Zg, ..., Zn, Z1, Z2, oy Zns 1 <0 <
n — 1 e sao irredutiveis. Seja A" o n-ésimo polindomio simétrico elementar nas mesmas
variaveis. W atuando em A" o separa em dois fatores irredutiveis A" = A% + AZ. A%} é
formado por mondémios de A" com um numero par de Zis e A" é o com um nimero
impar de z!s. Os geradores do anel acima nado sao algebricamente independentes. Eles

satisfazem a relacao

(Z /\n—(2j—-1))2 — (/\1 S5 Z/\n—2j)(/\11 5D Z/\n—Zj)

721 >1 i>1
[143]
3.16 Observacao
\' é a complexificada da i-ésima poténcia exterior da representagao real identidade,
para 1 < < n. Notemos que em A’} podemos ter z; e Z; aparecendo no mesmo monomio.
Podemos ainda descrever este anel como sendo um médulo livre sobre o anel de polinomios
Z[M, ..., An] com dois geradores 1 e A} . [2]

3.17 Anel de Representacao de Spin(n)

Para n > 3 o grupo fundamental de SO(n) é Z,. Isto nos permite construir o recobri-
mento simplesmente conexo de S0(n), de duas folhas, e que possui estrutura de grupo de
Lie tornando a projecao um homomorfismo com nucleo Z; que é ainda um difeomorfismo
local. Tal grupo é chamado de Spin(n) e tem a mesma dimensao que SO(n). Veja também

outra descricao nestas notas envolvendo as algebras de Clifford.
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Z, C Spin(n) — S0(n)

Spin(n) é de Lie, compacto, conexo e admite para toro maximal T = p~!(T'), onde T
€ o toro maximal que escolhemos em S0(n).

Descreveremos o anel de representacdo de Spin(n) relacionando-o com o de S0(n)

RU(Spin(n)) « RU(S0(n))

Como estamos realizando tais anéis como subanéis de anéis de representacgao de toros,

consideramos o diagrama

RU(T) = RU(T)
RU(Spin(n)) R, RU(SO(n))

Usando a mesma notagio para p e p/ T obtemos

RU(T) & RU(T)

R, é injetiva e identificamos seu dominio com sua imagem. Temos entao

RU(T) D RU(T) = Z[z,21, -+, %n, Zn)

Como T e T sao toros de mesma dimensao, eles tém anéis de representagao isomorfos.

Acontece aqui porém, que Rp nao é sobrejetor. A descrigao é a seguinte:

RU(T) = RU(T)[y]

sendo que u satisfaz a relagao

2
U = Z122...2p

a . 1/2 1/2 i
E costume dCTlOtﬂ.I' U por (2129...2 1/2 ou a,mda. or 2 / Z / ...21/2. Enta,o
1~2 n 1 2 n
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RU(T) = Z (21,21, s Zns Zn, (z1zz...zn)l/2]

O grupo de Weyl W de Spin(n) é isomorfo ao de SO(n) e p comuta com as agoes de
Wem T eT. Com a notacio escolhida e o conhecimento da agao de W no caso SO0(n)
temos as descri¢oes correspondentes abaixo.

Spin (2n+1)

: 1 42 -1
RU(Spin(2n + 1)) = Z[X", X%, .., A", Agpga]
onde A’ e o i-ésimo polinémio simétrico elementar em 21, 23, ..., Zp, 21, 22, «vy Zn-LDong1
é a soma de todos os monomios na 6rbita de (z1, 23...2, )1/? pela acio do grupo de Weyl e
) P ¢ grup
pode ser expresso como

A2n+1 = 1(21/2 + 51'1/2)

Todos os geradores sao irredutiveis, algebricamente independentes e vale a relagao

envolvendo \™

2n+1 Z )‘1 )\0 = 1

i=0

3.18 Observacao

A' é a complexificada da i-ésima poténcia exterior da representacao real p : Spin(2n +
1) — S0(2n + 1) canénica

Caso Spin (2n)

RU(Spin(2n)) = Z[\', N2, .., A""2 AL AS]

2n)

onde \* é como anteriormente. Ay, se decompde aqui, como soma de A}, e Az,.A7,
é a soma dos elementos na 6rbita de (z2,...2,)'/? pela agdo do grupo de Weyl, que tem
um numero par de z}s; A, o mesmo, com um numero impar. Todos estes geradores
sao irredutivels e algebricamente independentes. Temos as seguintes relacoes [ ]. Pondo

AE = A* temos



A+A+ - /\1 + Z /\n-—2z’

i>1

ASR= = /\2 4 Z/\n-—Zi

i>1

A+A_ - /\n—l . Z Xn—-2i—1

i>1
3.19 Observacao
A" é a complexificada da i-ésima poténcia exterior da representacio real p : Spin(2n) —
S0(2n) canodnica.

3.20 Anel de representacao de Spin®(n)

O grupo Spin®(n) é definido pelo diagrama comutativo abaixo:
Spinf(n) C Spin(n + 2)

pl lp
S0(n) x S0(2) C 50(n +2)

isto é, Spin®(n) é o subgrupo de Spin(n+2) obtido como imagem inversa de S0(n) x
S0(2) pela aplicacao candnica p. (veja também outra descricio de Spin®(n) nas paginas
44 e 45). Spin°(n) é um grupo de Lie compacto, conexo, tendo para toro maximal o
mesmo de Spin(n+2), T = p~'(T), onde T e o toro maximal escolhido em S0(n+2) e
este € o mesmo toro maximal de S0(n) — S0(2). Como anteriormente, o grupo de Wely
de Spin®(n) é o mesmo de SO0(n) x S0(2), isto é, se correspondem isomorficamente pela
projegdo p. O grupo de Weyl deste dltimo é o subgrupo de W(S0(n+2)) que fixa o gerador

Zp41 de RU(T). Temos como antes dois casos

Spin(2n + 1)

RU(Spin®(2n 4+ 1)) = Z[A, A2, o, A", 2o, Zngr 202 Dgn]
onde \' ¢ Ay, 530 como no caso Spin(2n+1) em (3.17).
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CasoSpin®(2n)

RU(Spin°(2n)) = Z[\, A%, ., N2, 2041, Zngrs 2 A 22 A7)

onde A\', A* e A~ sio como no caso Spin(2n) em (3.17).

3.21 Se considerarmos representacoes reais de G

G — 0(n)

ou G-moédulos reais V/, obteremos o anel de representacao real de (G, que denotamos por
RO(G). Os anéis de representagoes real e complexo estao relacionados por dois processos
familiares da algebra linear, que sdo o de complexificagio de um espago vetorial real e de
realificagdo de um espacgo vetorial complexo.

Se V' é complexo, para realificarmos, basta ignorarmos a a¢do do numero complexo ¢
em V, isto é considerarmos apenas a multiplicacdo por reais e obtemos em espaco vetorial
real Vg. Se V é um G-moddulo entao Vg é também um G-moédulo. Este processo preserva

isomorfismos e produz um homomorfismo

U(n) — 0(2n)

Se W é real, sua soma direta W 4+ W também é real, mas aqui podemos introduzir a

acao do numero complexo ¢, assim

z,y) = (-v,2)
Esta acao se extende a uma acao de € em W @ W que se torna entao um espago

vetorial complexo que denotamos por Wy Se W é um G-moédulo, entao Wy também é um

G-médulo. Este processo preserva isomorfismos e produz um homomorfismo.

0(n) = U(n)

que corresponde a se considerar uma matriz real como sendo uma particular matriz

complexa. Este processo é o mesmo que o dado pelo produto C'® IR™.
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Vejamos o que acontece com as composigoes desses dois processos, rc e cr.
Se complexificarmos e em seguida realificarmos, obtemos de imediato que
3.22

(Wogr=WoW

Se realificarmos primeiro e depois complexificarmos, obtemos
3.23
(VR)c=V & Vv

onde V é obtido de V trocando-se acdo de 7 pela nova agio i.x = -ix. Chamamos V

de conjugado de V. Observe que como grupo aditivo

VeV =VroVr

mas a agao de i, imposta ao segundo membro, nao provém daquele existente em V.
Ao procurarmos os subespagos invariantes desta acdo chegamos a decomposigao (3.23).
E oportuno observar aqui que se V' é complexo com um produto escalar hermitiano, este

determina um isomorfismo do conjugado de V com o dual de V, candnico

V=V

Portanto, a menos de isomorfismo, tomar o dual é o mesmo que trocar a agao de ¢ por

As operacoes r e ¢ induzem homomorfismos aditivos e de anel respectivamente, que

continuaremos a denotar com as mesmas letras

RO(G) — RU(G)

RU(G) — RO(G)

As identidades (3.22) e (3.23) se preservam aqui
3.24

re(W)=2W,er(V)=V oV
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onde W € RO(G), V € RU(G) e V é o homomorfismo involutivo, de anel, induzido
pela conjugacao.

3.25 Como R(G), para um grupo de Lie compacto, é abeliano livre, concluimos que
ambas aplicacées r e c sdo injetivas. Procuramos entdo estudar RO(G) mergulhado em
RU(G) por c. O que precisamos entao é saber quando é que um elemento de RU(G) esta
de fato em RO(G), ou seja, é o complexificado de um real. O seguinte critério é dado em
[1]. .

3.26 Critério

Para um grupo de Lie compacto G, a classe de um G-médulo complexo W esta em
RO(G), se e somente se, W admite uma forma quadratica G-invariante, ndo degenerada.

Um esbogo resumido da demonstragao é o seguinte. Os G-modulos reais admitem uma
tal forma, obtida por integracao sobre G. A complexificacao produz a forma desejada. A
existéncia de uma tal forma ¢ em W, juntamente com um produto escalar hermitiano,

nos permite definir uma aplicacao IR-linear.

T:w—ow por <Tz,y>=¢p(z,y)

Os subespacos préprios de T fornecem uma decomposicao de W na forma do processo
de complexificacao.

Tem-se como consequéncia desse critério os seguintes fatos.

3.27 Os elementos de RO(G) C RU(G) sao autoconjugados, isto é, W = W.

3.28 Se V é uma representacio complexa de G, autoconjugada V = V, entao ela é a
complexificada de uma real W, se e somente se A*V nao contém fator trivial. (A’V é a
segunda poténcia exterior de V).

Assim sendo, se conhecermos a decomposigao de A2V em fatores irredutiveis, podemos
decidir se V' é de RO(G).

Sejam A C RU(G) as representagoes autoadjuntas, B o conjunto daquelas do tipo
V + V. A ésubanel e B C A é ideal em A. Considerando (3.25) e (3.26) temos as

inclusoes

B C RO(G) C A C RU(G)
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que sao, em geral, proprias.
3.29 Designemos por H = A/B. Como 2A C B, H é uma algebra sobre Z,.

3.30 No anel de representacdo de um toro

RU(Tn) = Z[Zl, zZ,z1, veey Zm,y En]

a conjugacao corresponde a passagem z; — Z; €, portanto as representacgoes autocon-

jugadas sdo os polindmios invariantes por esta operagao. Observe que a permutagao

21422y eeay Ry 21, 22, ceey En = 51, 22, ceey Zn, 21y 009 2n

daqueles geradores tem exatamente o efeito da conjugacio. Portanto se o grupo de
Weyl de G inclue tal permutagao, todas as representagées de G serao autoconjugadas.

Com os fatos e comentarios de acima em mente, damos abaixo, informagoes sobre a
algebra H e as representacoes reais em alguns casos:

3.31 RU(U(n)) = Z[ ', X2, ..., A"], (3.12)

A dlgebra H neste caso é polinomial nos geradores A‘A"™*/\", 2 < 2i < n e estes sao
todos reais.

3.32 RU(S0(2n + 1)) = Z[A!, A%,..., "], (3.14)

Neste caso, todas as representagoes sao reais

3.33 RU(S0(2n)) = Z[A', A%, ..., A" 1A%, A7 (3.14)

Aqui, se n é par todas as representagoes sao reais e se n € impar temos /_\1 = A" logo,

~1 e estes geradores sdo reais.

estas nao sdo reais. Para n impar H é gerada por A!, ..., A"
3.34 RU(Spin(2n + 1)) = Z[\}, ..., A", Dgpga] (3.17)
Agora, \' é real para 1 << n —1e Ay,q1, embora seja autoconjugado, s6 sera real

paran = 0 ou 3. (m0d 4).

3.35 RU(Spin(2n)) = Z[\', ..., \" "2, A}, AZ,] (3.17)

Ainda aqui \* é real para 1 < ¢ < n — 2. Se n é divisivel por 4 entao A}, e A,
sao reais. Se n for impar ou apenas divisivel por 2 entao Az, e A3, ndo serao reais.
Concluimos dai que

RO(Spin(n)) = RU(Spin(n)) para

n = —1ou 1l (mod 8).
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