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Geleitwort

In der Geschichte des westlichen Denkens geht die Geometrie Hand in Hand
mit der Philosophie. Aus einer Handvoll Techniken, die laut Herodot um 1300 v.
Chr. von den Landvermessern des Niltales erfunden wurden, wurde sie iiber Jahr-
hunderte hinweg zur Briicke zwischen der Welt der Ideen und der Welt der Dinge.
In ihrer Gesamtheit ist diese Disziplin facettenreich und deckt ein Spektrum an
Theorien auf, die alle auf die Notwendigkeit hinweisen, den physischen Raum in
seinen vielfiltigsten Aspekten darzustellen und zu studieren.

Ton Marar, der Autor dieses Buches, fiihrt uns an der Hand durch die
komplexen Pfade dieser alten Wissenschaft, die heutzutage unverzichtbar fiir das
Verstdndnis unseres Universums ist. In diesen modernen theoretischen Wunder-
werken findet der neugierige Leser viele Juwelen, wie die Klassifizierung der
platonischen Korper und die der Fliachen, das Konzept der Orientierbarkeit und
viele andere Ideen und Anregungen fiir zukiinftige Reisen in ein faszinierendes,
aber sicherlich unwegsames Gebiet.

Sao Carlos, Brazil Igor Mencattini
February 2022
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Vorwort

In dem beriihmten Videospiel der 1980er Jahre bewegt sich die Figur Pac-Man
auf einem rechteckigen Bildschirm in zwei senkrechten Richtungen, nach unten
oder oben und nach links oder rechts. Pac-Mans Universum ist zweidimensional,
und er weil} daher nicht, wie es ist, sich nach vorn oder nach hinten zu bewegen.
Dariiber hinaus erscheint Pac-Man, wenn er den linken Rand des Bildschirms
iiberquert, auf der gleichen Hohe am rechten Rand. Ahnliches passiert, wenn er
die horizontalen Rénder iiberquert.

Pac-Mans zweidimensionale Welt ist in eine Fliache ohne Grenze eingebettet, eine
endlose Fliache in Form eines Donuts. Diese Fliche oder Oberfliche wird als Torus
bezeichnet.

Bl ) Go D

Wie konnte Pac-Man die torische Form seiner Welt verstehen? Fiir ihn ist die dritte
Dimension ein esoterischer Raum. Er kann seine zweidimensionale Welt nicht ver-
lassen und sie im dreidimensionalen Raum genieflen, so wie wir es tun. Pac-Man
ist auf seine zweidimensionale Welt beschrinkt, und die einzige Chance fiir ihn,
die Form seiner Welt zu verstehen, liegt in der Deduktion, einer intellektuellen
Aktivitit jenseits der physischen Wahrnehmung.
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X Vorwort

Unsere Situation ist nicht viel anders. Wir wissen wenig iiber die Form des
Universums, in dem wir leben. Ist unser Universum unendlich? Wenn es endlich
ist, darf es keine Grenze haben, den sonst kime die Frage ,,was ist jenseits der
Grenze?*

Es gibt keine Moglichkeit, dieses Universum zu verlassen, um seine Form von
auflen wahrzunehmen, wie wir es mit der Welt von Pac-Man getan haben. Wir
werden die Form des Universums ableiten miissen.

Um dieses grofie Ritsel zu losen, ist Mathematik, oder genauer gesagt Geo-
metrie, grundlegend.

Es war einfach, die Form von Pac-Mans Universum zu bestimmen. Wir
mussten nur einige physische Informationen aus dieser Welt sammeln, was
bedeutete, die vertikalen Kanten und die horizontalen Kanten des Rechtecks
zusammenzufiigen, in dem Pac-Man sein Leben fiihrt. Dann haben wir durch eine
zusitzliche Dimension schliefllich die Form von Pac-Mans zweidimensionaler
Welt ohne Grenze sehen konnen.

Analog dazu wiirde es aufgrund der Dreidimensionalitit unseres Universums
mindestens eine zusitzliche Dimension erfordern, um seine Form sehen zu
konnen: eine vierte Dimension.

In diesem Buch wird gezeigt, wie man eine gewisse Sensibilitit entwickelt, um
bestimmte dreidimensionale Objekte ohne Grenze zu sehen, die wir Hyperflachen
nennen.

Ist unser Universum eine Hyperfliche? Astrophysiker haben die Aufgabe, das
Universum geometrisch zu beschreiben, und einige von ihnen glauben, dass das
Universum durch eine Hyperfliche modelliert wird, wie beispielsweise Jean-
Paul Luminet 2003 in einem Aufsatz in Nature iiber ,,dodekaedrische Raumtopo-
logie* und die ,,Mikrowellen-Hintergrundstrahlung* beschreibt.

Wenn eines Tages die Hypothese bestitigt wird, dass unser Universum tat-
sdchlich eine Hyperfliche ist und wir eine Liste aller moglichen Formen drei-
dimensionaler Objekte haben, dann konnen wir mit einigen physikalischen
Informationen endlich die Form des Universums ableiten — wer weif3?

In Kap. 1 befassen wir uns mit mathematischen Modellen, die Allegorien sind,
die es erlauben, die abstrakte Mathematik zur Interpretation von Phdnomenen und
zur Losung von Problemen zu verwenden.

Kap. 2 beschreibt, wie platonische und keplersche Theorien versuchen, das
Universum mit einer Mischung aus Mathematik und Glauben zu erkldren.

Eine kurze Darstellung von Geometrien aus der Sicht von Felix Klein findet
sich in Kap. 3.

Kap. 4 bietet eine Einfiihrung in die Topologie als einer Art von Geometrie. Wir
prasentieren die Klassifizierung von endlich grofien, randlosen zweidimensionalen
Objekten, die als geschlossene Flidchen bezeichnet werden. Diese Flichen werden
in zwei Klassen unterteilt, ndmlich orientierbare und nicht orientierbare. Die
ersten haben zwei Seiten, sie definieren ein Inneres und ein Auferes, wihrend
die anderen, die nicht orientierbaren, alle ein Mobiusband enthalten, das eine ein-
seitige Fldche ist.
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Vorwort XI

Es gibt mehrere Wissensbereiche, die die topologische Klassifizierung
von geschlossenen Fliachen nutzen. Am 3. Oktober 2016 wurde der Nobel-
preis fiir Physik an ein Trio von britischen Materialwissenschaftlern verliehen.
In ihrer Arbeit iiber topologische Phaseniibergiinge und topologische Phasen
der Materie werden bestimmte exotische Materiezustinde (jenseits von fest,
fliissig und gasformig) beschrieben, die bei extremen Temperaturen auftreten.
Die Autoren verwenden in ihrer Forschung die topologische Klassifizierung
geschlossener Fldchen. Thr praktisches Ergebnis ist eine Reihe neuer supra-
leitender Materialien.

Bei der Klassifizierung geschlossener Flichen wird die Schwierigkeit deut-
lich, eine topologische Klassifizierung von Hyperflichen zu erhalten. Diese geo-
metrischen Objekte existieren in hochdimensionalen Rdumen mit mindestens vier
Dimensionen. Deshalb wird in Kap. 5. die vierte Dimension eingefiihrt.

Dreidimensionale Modelle von nicht orientierbaren geschlossenen Fldchen
werden in Kap. 6 behandelt, wihrend das letzte Kapitel einige Hyperflichen-
Modelle diskutiert.

Ich mochte meinen Studentinnen und Studenten aus dem Fachbereich
Mathematik fiir Architektur im Studiengang Architektur und Urbanismus an
der TAU-USP, Sao Carlos, Brasilien, danken, die mich jahrzehntelang motiviert
haben, dieses Buch zu schreiben. Dank gebiihrt auch vielen meiner Kollegen,
darunter Carlos Martins, David Sperling und Marcelo Suzuki von der IAU-USP;
Tiago Pereira, Igor Mencattini, Farid Tari und Ali Tahzibi vom ICMC-USP;
Flavio Coelho und Paolo Piccione vom IME-USP; Stefano Luzzatto vom ICTP,
Triest; und Robinson dos Santos und Martin Peters von Springer. Die Prisentation
mehrerer Kapitel hat sich erheblich verbessert, nachdem Alessandra Pavesi das
Buch sorgfiltig gelesen hat, wofiir ich ihr ewig dankbar bin.

Sao Carlos, Brasilien Ton Marar
Februar 2022
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