P robabilidade Geometrica.
c.E., Harle
De uma maneirs muito informal podemos dizer que 8 teorie das pIO-
babilidades geometricas S€ ocupa de espaGos amostrais cujas pcorrencies

sao figuraes geometricas. Em geral os espagos amostrais que Se€ anpresentam

sao continuos e as densidades de probabilicade satisfazem a certas condi-

coes de uniformidade.

0 inicio do estudo de figuras geométricas aleatorias data de 1733,

¢om o famoso problema da agulha de Buffon. No plano s@so tragadas retas

paralelas, igualmente espagadas e em nimero infinito. Um segmento de com-

primento c-nstante e inferior % distancia entre duas paralelas consecuti-

vas e langado " a0 aceso" sobre o pleano, deseja se saber qual a probabi-

lidade de o segmento cortar uma des retas tragadas. Sendo p esta probabi-

cegmento e d a cistancia entre dues paralelas

lidade , 8 o comprimento do

consecutivas, Buffon encontrou 8 relagao:

¢] /v

Apresentarems aqui uma sﬁluggﬂ de uma das inumeras variantes desse

problema. Seja D um disco do plano com raio r e centro C. Consicderemos ain-

da um segmento de comprimento & com 8 r e cujo ponto medio e C. Fodemos

entan formular o seguinte problemas
Deda ume distribuigan aleetoris de retas do plano cue cortam o disco

D , determinar a prnbabi1idnda para que uma descas retes corte o segmento

deQ.
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A seguir consideramos a correspondencia bi-univoca entre

o retangulo de RZ:

K:]Uir[x ]0) ZW[
€ 0 subconjunto f de E , deda pela aplicagao gue a cada par ordenado
(p, ) € K associa & rets cujs distancia 8o ponto C e p e sendo M p

nonto de reta de menor distencia & C, © Bngulo de({ eCMecC .,

M

Um evento de F e por definican & imagem de um subconjun-
to Lebesgue mensuravel de K, pela apliceczn definida acima. Toda denside-

de de probabilidade f em K permite definir uma probabilidade em F :

P(A) = f dpd@

-

A

onde At K e tal cue a sua imegem & A . Essa probabilidade pode ser es-

tendiada 8 E de te) modo que os subconjuntos 5l e S2 tenham medida nula,



A seguir vemos determinar a densidade de pipbabilidade f de
tel modo que & probabilidade correspondente P seje uniforme no sentido de-
finido anteriormente,

Dado um subconjunto Lebesgue mensuravel A D , indicaremos

-

por A ao subconjunto de E definido por:

S {ve[ \ vn A @ t

Seja sgora T uma isometrie do plano ( produto de rotaqao por
translagao) te)l que T(A)C D . Necsas condicoes a uniformidade de P se exprime

por:
P(R)= P(T(A))

para quaisguer A e T setisfazendo as condigoes scima,

Lembremos agora o fato elementar de que toda isometrie do pla-

no pode ser escrita como o produto (composts) de uma trenslagao por uma rota
ceo com centro C ( centro do fisco D ). Em vista desse fato € apenas necessa-
rio que a concican acima se verifique para translagaes e rotagaes em torno de
£

Se h & uma rets de f representads por (p,B) €K e T ¢ ume trans”
legan do pleno entao a reta imager T(h) sers representsds pelo par (p+t &)
onde t & uma constante que depende somente de T. Por outro lado se T for uma
rotageo com centro C e anguloﬁf, o rets T(h) sers representads pelo par (p,9+ﬂ

Com isto vemos que as condigoes de uniformidade de P & EQUIT

valente a:
flott , 8) =f(p,8) e f(p, 0*“{’) = £{p,@)

e estas por suz vez nos mostram que f deve ser constante.

Vemos assim que & probabilidade uniforme P e dada por:

P(A)= 1 dpde
2T~ A




Aqui desejemos fazer e observagEo que a reptescntagEa das retas

pelas coordenadas p, @ permite reduzir o problema da geragao sleatoria de

retas que cortam o disco D a3 gersgao sleatoris de pontos no retangulo K e

estes ultimos pdem ser gerados atraves da gcregEo slealoria de pontos nos

intervalos][} s r[e]U . 2“’{.

Voltemos entao ao problema da agulha de Buffon. 0 evento cuja pro

babilidade devemps determinar e :

B={(p,9) p < a cos@ 2
2

Um calculo simples de integrais nos da:

P(B) =8
e

Levando em conta 2 uniformidade da probabilidade P e o resultado

acima podemos enunciar:

Seja I um segmento de comprimento 8 situado no interior do disco

D. tnt3o a probabilidade ( uniforme) para que uma reta corte o segmento I

~
| .

vale a
T
Podemos interpretar esta relageo como uma definigao probebilis-

tica do comprimento do segmento I :

a=T1 P(B)
; Sri stimativa desse comprimento
e assim temos um processo aleatorio para @ € = s

Vamos agora examinar um problema intimamente ligado Bs conside-

ragoes feitas. Consideremos um numero finito de segmentos

| (PSS |

. el (4 .
situados no interior do disco D.e seja X a variaavel aleatoria:
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Gue » cadas rets V¢ E essocis o NUMETID de elementos do coniuf

Vale entso o seguinte:
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A esperanca matematica de veriavel sleatoris X € dade P

E(X) = o
mr
onde a denpte & soma dos comprimentos dos segmentos dados.
de uma
Lembrands que a medis aritmetice de valores observedos
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- =1 ) ) riavel, tem
veriavel sleatoria nos permite estimexr oS viores dessa VB8 ’

ume maneira de estimsr o comprimento total s dos segmentos.
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Daremos a demonstragao desse feto no caso particular I B

- 5 i : . ; mos entaod
nao tornar este exposigan demasizdemente tecniCé. Congidere

os eventos:

Al : conjunto des retas que cortam o segmento 11

1
AZ : conjunto das retas gue cortasm O segmento 1,

B 1,.
D evento AlﬂA2 sera o conjunto das retas Qqu® cortam 11 e 1o

= : s-
Sobre o conjunts “1r\A2 s veriavel sleatoria X tem valor con

tante i j 5 —(AnA )
e igual a 2 . Sobre os conjuntos Al (Al N A2\ = A2 ¥ g

2,
5 . ca
o velor de X e igual a 1. Com isto vemos que a esperansa meotematl

de X & dada por:

E(X)= L L 1plas (AR
)= 1P A (Alr\Az)HzP( AnAy ) * 2(1 ‘)

ou ainda

E(X) =
) PLAD) & P(A,)

0 que prova o resultadp.



Distribuigoes Uniformes

A exictencis de diversas relacoes entre conceitos geometricos
deve se ao carater inverisnte de probsbilidede por certas ransforma-
coes geometricas . No exemplo considerado snteriormente essas transfor
mecoes sao as Totacoes e translacoes do plano.

D papel essencisl dessa invariencs foi decoberto por Poincare,

a quem se‘deve a formulacao geral desse conceito.

Consicderemos um espago de medides E e ume medida definida sobre/x_
ecte espago. Seja U um subconjunto de £ que pode ser representado bi-
univocamente sobre uma regiéo do espajo Rn. Suporemos ainda que a medi-

da fLU ( restrigcao de a U) possa ser definida por:
(A) =
/U~u f dxl...dxn

Seja T uma tranéﬁrmagéo de E tal gue esta e sus inversa -1 pre-

servam mensurabilidade. A medida e dits invariante por T se pars todo

conjunto}l~ mensuravel A vale

/.A(A) :/u (T(A))

A medida/Lé dits invariente por um grupo G de transformagoes T dc
tipo acima se for invariante por csda uma das transformacoes do grupo.

No que se segue SupOmOS QUE O GIUPO G seja transitivo iste r dados
dois pontos quaisquer x , y de E , existe pelo menos ume transformagao T
deste grupo tal que T(x)=y .

Vamos tembem supor que se xeU e T(x)e U , » transformagao T e dada

em uma vizinhanga de x pelas EXPIEssoes:

v, = Fylxgeeeex) o i 1oeeen

onde as F. smo fungoes reais diferencisveis.
i

e




Fara todo subconjunto Lebesgue mensuravel A CU = tods trens-
formacao T do grupo 6 , tal que T(A) C U temos:
(T(R)) = f dx....dx
“ 1 n
/v T(A)
Pelo teorema de mudange de variavel temos
o vie /0%
/)\ ST o T |a(m)dx, L
A
onde J(T) denots o determinante jacobiano
q_\yl...yn)
2 (xl...xn)
Vemoes entao que se o fungao densidade f satisfaz a
fol \J(T)]:m)
- dide
Fara todo nonto x de U e toda trensformaga~ T de G com T(x) U i

/IU satiefay; a

/U U(A) :/AU(T(A))

g 3 ~ . ncio
Mostrarewos sgors como a propriedade da fungao densidade ME

de acima permite que se construs esta fungzo e partir do grupc G.

Fixemos de uma ves por todas um ponto x € U . Para todo ponto ¥
o
de U eab ; - y=T{43
€Mmos gue existe pe'o menos ums transformagao 7 de G tal que Y=

Vamos definir entso o valor fly) por

fly). 1 v Filx )

0
\J(T)X\
0

Ess ~ _ p 3
S58 construcan somente faz sentido se o sequndo membro nao df

Pender da trangf

ormagag T 2 ~x_en
c que levep X, em y

=



Em outras palavres se T e S san duas transformacpes de G que levam

x em y entao deve valer
)

la(my 1= [aes) |
[o] o]

fsts relagan é evidentemente equivalente g

\J(T‘S-l)! |21
[s]

Consequentemente se o grupo de transformagoes G saticfaz a condi-

cao
V] . - - y
Se T e uma transformagao de G tal que T(XD) X entao,J(T)X ‘:1 .
o)
teremos uma bem definide fungao f ( @ menos dn fator f(xo) ) que setisfaz

A condicao de inverianga:
f.7 (x)\J(T)l: fx)
x

Fara podermos garantir que f e ume fungao mensuravel necessitamos de
mais estruturas sobre o grupo G. ha grande meioria doe cesos 6 possue uma

estrutura de grupo de Lie, OtﬁuL ¢ suficiente pare sssequrar éEnswrabili_

dade de f .
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