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I. Introdugdo. O objetivo principal deste trabalho ¢ apresentar certos con-
ceitos ¢ aspectos fundamentais sobre andlise espectral de séries temporais
e suas aplicagdes a diversos campos de atividades. A principal dificuldade
na aplicagio desta analise reside no fato que a teoria necessaria requer um
conhecimento razoavel de Matematica, Probabilidade e Estatistica. a0 passo
que o usuario, em geral, desconhece (ou nao esta preparado para assimilar)
os conceitos basicos. Por outro lado, a ferramenta basica na andalise de scries
temporais ¢ a Analise Harmonica, que normalmente ndo faz parte do curriculo
de formagio de um Estatistico, mas seus rudimentos sdo ensinados ao Enge-
nheiro, por exemplo.

A utilidade da Analise Espectral baseia-se no fato que estamos trabalhando
no dominio de freqiiéncia, onde as interpretagdes fisicas dos fenomenos
sob consideragdo sdo imediatas ou pelo menos mais faceis de serem feitas.
Basicamente, a analise espectral consiste em particionar a série em diversas
componentes de freqiiéncia Uma série temporal ¢ uma fungdo aleatoria
de uma variavel que pode ser o tempo, espago, ou mesmo pode ser um vetor
representando varios pardmetros, caso que temos uma série multidimensional.
Genericamente, podemos pensar uma série temporal como sendo um vetor
X(t),de ordem r, digamos, e t, por sua vez, pertence a Z” ou R’. 7 sendo o
conjunto dos inteiros ¢ R o conjunto dos reais. Por exemplo. seja

X4(t)
(1.1) X(t) =] X,(t)

X5(t)
onde X (t) é a altura. X,(t) ¢ a temperatura ¢ X ,(t) ¢ a pressdo da superficie
de uma parte do oceano e t representa a terna (tempo. latitude, longitude).
Aqui r =3 e teR?.

Os problemas de aplicagio da analise espectral, introduzida por volta de
1950 por Bartlett e Tukey, podem ser classificados em 3 categorias (Jenkins
and Watts (1969)):

(a) Construgao de Modelos;
(b) Planejamento de Experimentos;
(c) Estudos de Respostas de Freqiiéncias.




E no terceiro caso que encontramos as aplicagdes mais relevantes. Considere
o sistema linear

(1.2) Y(1) =j a(u) X (t — u)du,
onde X(r) ¢ a entrada e Y(t) a saida do sistema e a(u) ¢ a fungdo de impulso.
Entdo. o problema fundamental ¢ o de estimar a(u). ou sua transformada

(1:3) A(4) =J a(u) e " du,

e ¢}
chamada fungao de transferéncia ou fungdo resposta de fregiiéncia. Estimada
A(7) dizemos que o sistema esta indentificado. Pode-se provar que os espectros
de X(1) e Y(1). £, (4) € fyy(A). respectivamente, sdo relacionados pela formula

(1.4) Tov(2) = [AG)Pf, (4.
ou. escrevendo-se A(1) = G(A). ¢
(1.5) Serd) = |G- £, (A).

G(4) diz-se o ganho e ¢(1) a fase do sistema.

Portanto, podemos estimar A(4), conhecendo-se estimadores de Lo e

Jyv(A).

Problemas de interesse nesta area incluem aqueles de planejar a construgio
de pistas de pouso e estruturas de aeronaves.

A principal metodologia matematica empregada na analise espectral de
séries temporais ¢ a Analise Harmonica. Isto porque a anélise ¢ feita para
séries resultantes de experimentos invariantes sob translagdes do tempo.
Isto significa que estamos considerando processos estocasticos estacionarios.
isto €, fungdes {X(1). te T} tais que {X(t,),..., X(t,)} tem a mesma estrutura
probabilistica que {X(t, +u),...., X(t, + u)}, para todo u, by e s il

Historicamente, o uso da Analise Harménica para a procura de periodici-
dades remota a Stokes (1879) e Schuster (1898). Este introduziu o periodo-
grama, cujo uso foi aperfeigoado por Slutsky (1934, 1937) e Wiener (1930).
Veja-se também Tukey (1949), Bartlett (1946) e Blackman e Tukey (1959).
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As aplicagoes da analise freqiiéneial incluem campos como Fisica, Engenharia,
Geofisica, Medicina, Economia. Biologia. Psicologia, Oceanografia.

Recentemente. a atengdo esta voltada para o uso de outros sistemas ortogonais
de fungdes, na analise de séries temporais. I claro que as classes de processos
para os quais tais analises serdo aplicaveis serdo outras. Outros sistemas
propostos sdo os poliomios de Legrendre, polinémios de Bernoulli. as fun-
¢oes de Walsh. Este ultimo tem sido bastante explorado, dadas suas cres-
centes aplicagdes em engenharia de comunicagdes. Ver, por exemplo. Har-
muth (1969). Bass (1970) e Morettin (1972).

2. Definigdes Basicas. Seja {X(1), t € T} um processo estocastico. tal que
para cada t, X(t) ¢ uma variavel aleatoria (v.a.) com valores complexos. O
nome série temporal tem sido adotado para o caso em que t ¢ tempo. Mas
ja salientamos que, para nos, t podera ter outros significados. A série diz-se
de segunda ordem se E{|X(t)|*} < oo, para todo te T Definimos a média
e a fun¢do de covariancia da série como sendo

1) E{X(1)} = (o).

(22) E{[X(t) — u(t)] [X(s) — u(s)]} = B, ),

onde a barra indica conjugado complexo. Sem perda de generalidade supo-
remos u(t) =0, logo B(t,s) = E{X(t)X(s)}. Toda fun¢do de covariincia ¢
ndo negativa definida, pois

2

>0,

n

Z a; X(t,)

i=1

Z Z a;.a; B(t;,t;) =E

i=1 j=1

para qualquer colegdo t,,...,t, de T e qualquer cole¢do de nimeros com-
plexos a,,...,a, Reciprocamente, se B(t,s) ¢ uma fungdo nio-negativa de-
finida em T x T, poderemos sempre encontrar uma série de segunda ordem
{X(t) te T}, cuja fungdo de covariancia ¢ B(t,s).

Dizemos que um processo estocastico de 2.4 ordem {X(t). te T'} ¢ continuo
em média quadratica no ponto t se
(2.3) E{| X(t +h) — X(0)|*} >0, quando h - 0.

{X(t). te T} diz-se continuo em média quadratica (m.q.) se ele for continuo
em m.q. para todo te T A relagio que existe entre continuidade em m.q.
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de X(t) e continuidade B(t,s) ¢ dada pela seguinte proposigao:
(a) {X(t), te T} é continuo em m.q. nNO ponto t se e somente se B(t, s)

¢ continua no ponto diagonal (t,1);
(b) se B(t,s) ¢ continua em todo ponto diagonal t = s, entdo B(t,s)

é continua em todo T x T

Para nossos propositos definiremos integrais estocasticas de Riemann e
Riemann-Stieltjes da forma

b
(24) j FOX e
ou ’

b
(2.5) J S()dX(1),

respectivamente, onde [a,b] é um intervalo, finito ou infinito, f(t) ¢ uma
fungdo ndo aleatoria e X(t) tem média zero e fungdo de covariancia B(t, s).
Estas integrais sdo definidas como limites em m.g. de somas aproximantes
(v.a.) por demais conhecidas para serem repetidas aqui. Condigdes suficientes
para a existéncia de (2.4) e (2.5) sdo dadas em Cramér e Leadbetter, (1967).

J4 definimos antes 0 que vem a Sser um processo estritamente estacionario,
isto &, um processo {X(t), t e T} tal que todas as suas distribuigdes de dimen-
sd0 finitas sio invariantes sob translagdes de t. Vamos definir agora uma
outra classe de processos. Dizemos que um processo de segunda ordem
{X(t), te T} diz-se estaciondrio em sentido amplo ou fracamente estaciondrio
se a fungio de covaridncia depende apenas de diferengas de tempo, isto ¢,

(2.6) E{X(t) X(s)} = B(t —5)

(Estamos supondo E{X(t)} = 0). Em geral, se X(t) € estritamente estacionario
isto ndo implica que X(t) seja fracamente estacionario. Todavia. se
E{|X(t)]?} < o um processo estritamente estacionario ¢ também fraca-
mente estacionario, pois (2.6) entdo ¢ valida; também, qualquer caracteristica
da fungio de distribuigdo conjunta de X(t, + u),..., X(t, + u) serd indepen-
dente de u. Em particular, isto ¢ valido para processos normais ou gaussianos,
isto &, processo X(t) tais que, para cada t, X(t) seja uma v.a. gaussiana. Ainda
mais, para processos gaussianos reais os dois conceitos sdo equivalentes.
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Pelo que vimos anteriormente, {X(t), t e T} sendo estacionario fracamente,
segue-se que X(f) € continuo em m.q. se e somente se B(u) ¢ continua no ponto
t = 0. Segue-se também que se B(u) ¢ continua para u =0 sera continua
em toda parte. De agora em diante sempre suporemos que 0 processo X(t)
seja continuo em m.q..

3. Analise Espectral de Séries Estacionarias. Antes de enunciar os resul-
tados fundamentais, que dardo as representagdes espectrais de um processo
estacionario (em sentido amplo, de agora em diante) X(t) e de sua fungio
de covariancia B(u), vamos comegar com um exemplo simples. Considere
te R e X(t) com média zero, real e gaussiano, (inclua eventualmente o caso
em que a distribuigdo ¢ singular) com fungdes de variancia (que determinam
0 processo)

(3.1) B(t;, t}) = E{X(t)X(t)}, i.j=1,...,n,
e, devido a estacionaridade,
(32) B(u) = E{X()X(t + u)}.
Suponha que X(t) seja dado por
N

(3.3) X(t) =3 [a; cos At + b; sen At]

j=1
onde 0 < /; < ... < lysdo constantes (freqiiéncias) ¢ aj, b; sdo v.a. indepen-
dentes, normais, média 0 ¢ varidncia o7, j=1,...,N. Dizemos que {d7,.... 0%}

¢ o espectro de X(t). Ver figura 1.

1\(7“
5
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O.l
o
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5
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Obtemos o que se chama de um espetro de linhas. E facil ver que X(¢) definido
desta maneira ¢ gaussiano. de média 0, estacionario e com fungdo de covariancia

N
(3.4) Bu) = Y a7 cos Au.
i=1

A relagdo (3.4) ¢ dita de Wiener-Khintchine e mostra o espectro e a fungao
de covariancia com pares de uma transformada de Fourier. No caso genérico
de um processo gaussiano, de média zero, a formula (3.3) toma a forma

(3.5) X(t) =J [cos it dU(2) + sen it dV(2)]
(

)
onde podemos pensar dU(A). dV(4). 0 < 2 < o, como v.a independentes,
gaussianas, com média zero e variancias
(3.6) E{[dU(J)]*} = E{[dV(A)]*} = dF(4),

¢ F(Z) numa fungdo limitada, ndo decrescente, tal que a formula (3.4) torna-se
(3.7) B(u) =j cos Au dF(A).

0
Para o processo (3.3). dU(4;) = a;,dU4) = b;j=1,..., NedU(A) =dV(A) =0
para as demais freqiiéncias e E[dU(4)]* = E[dV(A)]* =07, j=1.....N.

Vejamos, agora, o caso genérico de um processo estacionario {X(t), te T}.
com valores complexos, média zero e fungao de covariancia B(u). As representa-
¢oes (3.5) e (3.7) sao dadas por dois teoremas, cujas provas omitiremos ¢
podem ser encontradas em Bochner (1933) e Cramér-Leadbetter (1967).
Suponha T =R.

Vimos que B(u) ¢ ndo negativa definida e continua por hipotese.

TrorEMA 3.1. Uma fungdo B(u) é ndo negativa definida se e somente se pode
ser representada na forma

(3.8) B(u) =J et dF (1),

-0

onde F(1) ¢ real, ndo decrescente e limitada.

A fungdo F(A) ¢ chamada fungdo de distribui¢io espectral de X(t), definida
a menos de uma constante. Se F(1) ¢ absolutamente continua, a derivada
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f(A) = F'(A) & a fungdo densidade espectral de X(t). O problema fundamental
da analise espectral ¢ estimar f(4), a partir de observagdes do processo X(t)
num intervalo de tempo.

O teorema que segue ¢ chamado o teorema espectral ou Representagido
de Cramér do processo estacionario X(t). Dizemos que Y(t) tem incrementos
ortogonais se, para quaisquer t, < t, <ty < i,

(3.9) E{[Y(ta) — Y(t3)] [Y(t2) — Y(t,)]} =0,

Em particular, se E{Y(t)} =0 e Y(t) tem incrementos independentes. entdo
Y(t) tera incrementos ortogonais.

TEOREMA 3.2. Se X(t) é um processo estaciondrio, entao
(3.10) X(t) = j e dY(h),

onde Y(1) é um processo com incrementos ortogonais, a integral estocastica
sendo entendida em m.q.. O processo Y(A) ¢ definido a menos de uma v.a. aditiva
e, se Y(—ao) =0, temos

(G.11)  E{Y(A)} =0, E{|Y(D|?} = F(}). E{|dY(D|*} = dF(2).

O processo Y(4) € o processo espectral associado com X(t). A representagao
(3.10) da X(t) como uma “soma” de oscilagdes harmonicas elementares
¢"*dY(2). Se T=1Z. os limites de integragio nas formulas (3.8) e (3.10) sdo
substituidas por —n e =, respectivamente.

Em particular, para u =0, a relagdo (3.8) nos da

(3.12) B(0) = E{| X(1)|*} :J dF(2) = F(+oc) — F(—cc).

Um outro enfoque que pode ser dotado é o seguinte. Suponhamos que o
processo X(t) seja tal que, valores do processo separados no tempo, sao
aproximadamente independentes. Entdo, podemos supor que a seguinte
condigao seja satisfeita, para te Z,

o0

(3.13) Y |Bu)| < oc.

U= -0

(Esta ¢ uma forma de uma condigdo “mixing”).
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Entdo, definimos o espectro de X(t) como

(3.14) ) =20 Y e "B,

u=—o
— o < A< o se teR, basta substituir as somas por integrais. Vemos.
entdo, que estamos definindo o espectro como a transformada de Fourier
de B(u). se esta é somavel. Segue-se que f(4). definido por (3.14) ¢ limitado.
de periodo 27 e uniformemente continuo. A relagdo inversa de (3.14) ¢

(3.15) B(u) =f e (A)dA.

4. Estimagdo do Espectro. Seja {X(1), te T} um processo estacionario e
consideremos observagdes X(0), X(1),. .., X(T — 1) do processo. O objetivo
¢ estimar f(A) a partir destas observagdes. Para tal fim, construimos a trans-
Jformada de Fourier finita

=1
(4.1) d(A) =2nT)" "2 Y X(t) e
t=0
—o <A< oo Se E{| X(t)|*} < o, designamos por
(4.2) Cx. x(ty,....t) = cum {X(t),..., X(ts)}
o cumulante de ordem k do processo, k=1,2,3,.... Para k=1, ¢,(t) =

= E{X(t)} e para k=2, cyylt;,t;) = cov {X(t,), X(t,)}. Devido ao fato

do processo ser estacionario, (4.2) pode ser escrita
Cx...x(tyse o aty—g) = cx . x(ty- . te—1,0).

Vamos introduzir mais notagdo. Seja X uma v.a. vetorial com r componentes,
as quais sdo v.a. com valores complexos. Dizemos que X tem uma distribui¢do
normal complexa multivariada com média py e matriz de covariancia X yy
se 0 vetor [Re X, ImX], com 2r componentes reais tem distribuigio normal
multivariada N,, (i, X), onde

Re u Il |[ReZyy—Im X
4.3 = X . XX xXx |
43) # [Im l‘x] 2= [Im Y. Re z”]
onde puy ¢ de ordem r x 1 ¢ £y ¢ uma matriz r x r Hermitiana, nio negativa
definida. Escrevemos X & N¢(uy, X yy).

O seguinte teorema ¢ fundamental.
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TEOREMA 4.1. Seja {X(t), te Z} uma série temporal satisfazendo

(4.4) s lex.. x4y | < 00,
Upy ooy Wi i
para uy,... u,_ €2, k =2,3,.... Seja s{(T) um inteiro tal que
2ns;
A(T) = L,I{(J — A;j quando T— c, j=1,..., m.
Suponha que A{T) + A(T) # 0 (mod 2n), jk=1,..., m. Entdo, d(A(T)).
/':l m, sd() assintoticamente independentes, cada uma com distribui¢do

0 f ), se A;# 0 (mod n). Se A =0, +2rx,..., d(A) sera assintoticamente
l(E(X( ), f ) e se A=+mn, +3n,...,d(A) serd assintoticamente normal

N (0, f(4).

Para a demonstragdo ver Brillinger (1973), Capitulo 4. Para A =0, obtemos
um teorema de limite central para a série X(t).

O ponto de partida para estimar f(1) ¢ considerar o periodograma.

i | 2

ZX

que, sob certas condigdes de regularidade, ¢ assintoticamente nao viciado.
Infelizmente, o periodograma é um estimador bastante instavel. pois

(4.6) Var {1()} = f4(A) + O(T "),

(4.5) I(A) = |dW)|* = @rT)

para todo T FEsta instabilidade ¢ obvia se considerarmos a distribuigdo
assintotica de I(1). Usando o teorema 4.1, pode-se demonstrar que I[(4,(T)).
j=1,...,m, sio assintoticamente independentes, cada uma com distribuigdo
f(A)x3/2, sob as condigdes do teorema 4.1., y3 indicando uma v.a com dis-
tribuigio qui-quadrado com 2 graus de liberdade. Este fato nos sugere que
podemos formar (2m + 1) estimadores de f(4), aproximadamente indepen-
dentes, e considerar

(4.7) M) =2m+1)7! i n[s(T) + j]/T).

j==m

para A # 0 (mod m), isto ¢ uma média de ordenadas do periodograma na
vizinhanga de A Agora este estimador sera mais preciso, porque sua dis-
tribuigio assintdtica sera proporcional a uma 3, ,.
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Podemos pensar numa classe de estimadores da qual (4.1) seja caso particular.
Basta considerar uma seqiiéncia de pesos W,,j =0, +1,..., +m,com Y W, =1
¢ formar o estimador

(4.8) JMG) = Y W I Qa[s(T) + j]/T),
j=—-m

que tem propriedades analogas a (4.1). Uma classe de estimadores consis-
tentes (em média quadratica) ¢ considerada por Brillinger (1973).

Estimadores de forma (4.1) ou (4.8) sdo rapidamente obtidos com o auxilio
de uma transformada rapida de Fourier, que reduz consideravelmente o
tempo de calculo e que possibilita o alisamento (“smoothing”) no dominio
de freqiiéncias. Para se ter uma idéia, se T ¢ uma poténcia de 2, normalmente
teriamos que realizar T? multiplicagdes complexas para se obter a trans-
formada discreta

' T-1 e

(4.9) () =@y 112 Y X(t)e
T t=0

diretamente de sua definigio. Com o uso do algoritmo, este nimero cai
para 2T log,T A referéncia basica aqui ¢ Cooley e Tukey (1965).

5. A Estrutura Geral Seja G um grupo abeliano, localmente compacto.
Um cardter ¢ uma fungio continua y com valores complexos tal que

(5.1) (1) x9.92) = 1(91) 192). 9,. 9,€G
(5.2) (ii) |x(9)] = 1. geG

Por exemplo, no grupo (R, +), x(t) = ¢'*, 1eR.

Se feL,(G), sua transformada de Fourier é

(53) fo) = j /@) 19) dulg).
G

u sendo a medida de Haar sobre G.

Seja {X(t), te 7} um processo estocastico e suponha que existe um grupo
de transformagdes G sobre .7, isto ¢, gte 7, para geG, te7. Suponha que
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G seja transitivo, isto €, dados t,, te7 existe g tal que gt, =t. Se B(t,,t,) =
Cov { X(t,), X(t;)}, entdo

(5.4) B(t,,t;) = B(gto. g2to) = $(g:.9,)-

Dizemos que o processo ¢ homogéneo se

(5.5) Blgt,.gt,) = B(t,.1,)

Entao,

(5.6) B(t,.t;) = B(g; '91 to.10) = Blg; 'g,).
ou

(5.7) Cov { X(g,to), X(g5to)} = Cov {X(g; ‘g, to), X(to)}-

Seja K o subgrupo de elementos de G deixando ¢, fixo (geralmente K con-
siste da identidade). Entdo 7 ¢ isomorfo a G|K. Yaglon (1961) mostrou que
existe uma medida aleatoria Z(dA) tal que

(58) X(gto) = j 1 (g) Z(dA),

G|K

onde G|K denota o conjunto dos caracteres ¥ de G|K, tal que
(5.9) Cov {Z(A,), Z(Ay)} = F(A N A,),

para alguma medida F(-). Entdo,

(5.10) Blgto. to) = j 1 (g) F(dA)

|K

G
Por exemplo, de {X(4), 0 <A<2n} é um processo no circulo, Cov {X(4,),
X(A)} = B(A; — 4,) e

(5.11) X() =) Z, e,

onde E(Z,) =0,E|Z,|* =f,. Cov{Z,, Z,} =0,n+#meo teorema de Bochner
nos da

(5.12) B(3) = Y.f, e,
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o espectro sendo
2n

(5.13) £, =0mn)" S B(A) e ™ dA

0
Se G ¢ o grupo diadico, isto ¢ o conjunto de todas as seqiiéncias X = {x;.
X,,...} onde cada x; ¢ 0 ou I, e a operagdo ¢ +, adi¢do modulo 2 em cada
componente, entdo os caracteres de G podem ser identificados com as fungdes
de Walsh {i,(x)}. que sio fungdes com os valores + 1 ¢ — 1 apenas, definidas
como produtos de fungdoes de Rademacher. Aqui,

i
(5.14) X IJ Y (4) dZ(A),
0
. 1
(5.15) B(u) = Cov{X,. X,1.} = J W, (A) dF(A),
0

onde Z(A) é um processo com incrementos ortogonais tal que
(5.16) Cov {dZ(}), dZ(p)} = 8(A + p) dF(2) du.

o(4) ¢ a fun¢do delta de Dirac e F(A) ¢ absolutamente continua.
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