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1. Introducao. 0 ob_jetivo principal deste trabalho c apresentar certos con­ 
ceitos e aspcctos fundamcntais sobre analise espectral dc serics tcmporais 
e suas aplicacoes a diversos carnpos de atividades A principal dificuldade 
na aplicacao desta analise reside no fato que a teoria necessaria requer um 
conhecimento razoavel de Matematica, Probabilidade e Estatistica, ao passo 
que o usuario, em geral, desconhece (ou nao esta preparado para assimilar) 
os conceitos basicos. Por outro lado, a fcrramcnta basica na analise de series 
temporais e a Analise Harmonica, que normalmente nao faz parte do curriculo 
de formacao de um Estatistico, mas seus rudimentos sao ensinados ao Enge­ 
nheiro, por exemplo. 

A utilidade da Analisc Espectral baseia-se no Iato quc estamos trabalhando 
no dorninio de frequencia, onde as interpretacoes fisicas dos fenornenos 
sob consideracao sao imediatas ou pelo menos mais Iaceis de serem feitas. 
Basicamente, a analise espectral consiste em particionar a serie em diversas 
componentes de frequencia Uma serie temporal e uma funcao aleat6ria 
de uma variavel que pode ser o tempo, espaco, ou mesrno pode ser um vetor 
representando varios pararnetros, caso que ternos uma serie multidirnensional. 
Genericamente, podemos pensar uma serie temporal corno sendo um vetor 
X(t),de ordem r, digamos, e t, por sua vez, pertence a J'_P ou [P:P, E sendo o 
conjunto dos inteiros e 1P: o conjunto dos reais. Por exemplo. seja 

(11) X(t) = I ~jg] L x 3(t) 
onde X1(t) e a altura, X2(t) e a temperatura e X3(t) e a pressao da superficie 
de uma parte do oceano e t representa a terna (tempo, latitude, longitude). 
Aqui r = 3 e tEIP:3. 

0s problemas de aplicacao da analise espectral, introduzida por volta de 
1950 por Bartlett e Tukey, podem ser classificados em 3 categorias (Jenkins 
and Watts (1969)) 

(a) Construcao de Modelos; 
(b) Planejamento de Experirnentos: 
(c) Estudos de Respostas de Frequencias. 
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E no terceiro caso que encontrarnos as aplicacoes mais relevantes. Considere 
o sisterna linear 

(12) Y(t) = J:~ a(u)X(t-u)du, 

onde X(t) e a entrada e Y(t) a saida do sisterna e a(u) e a funcao de irnpulso 
Entao, o problerna fundamental e o de estimar a(u). ou sua transformada 

(1.3) A(},) = f ~
00 

a(u) e-i,u du, 

chamadafi1n~Zio de transferencia cnsfuncdo resposta defreqiiencia. Estimada 
A().) dizernos que o sisterna esta indentificado. Pode-se provar que os espectros • 
de X(t) e Y(t),fx )).) e f~y(A), respectivamente, sao relacionados pela f6rmula 

(1.4) 

ou, escrevendo-se A().) = G(A). ei</,(!c) 

(1.5) f~y().) = I G().)12 ·.fxx().) 
G().) diz-se o ganho e (/>(A) a .fase do sistema. 

Portanto, podemos estimar A().), conhecendo-se estimadores de Ixx(A) e 
.{yy(A). 

Problernas de interesse nesta area incluem aqueles de planejar a construcao 
de pistas de pouso e estruturas de aeronaves. 

' A principal metodologia maternatica empregada na analise espectral de 
series temporais e a Analise Harrnonica Isto porque a analise e feita para 
series resultantes de experimentos invariantes sob translacoes do tempo. 
Jsto significa que estamos considerando processos estocasticos estacionarios, 
isto e, funcoes {X(t), t e T} tais que {X(t1), ... ,X(tk)} tem a mesrna estrutura 
probabilistica que {X(t1 +u), ,X(tk+u)}, para todo u, t1, .i, em T 

• 

Historicamente, o uso da Analise Harrnonica para a procura de periodici­ 
dades remota a Stokes (1879) e Schuster (1898). Este introduziu o periodo­ 
grama, cujo uso foi aperfeicoado por Slutsky (1934, 1937) e Wiener (1930). 
Veja-se tambem Tukey (1949), Bartlett (1946) e Blackrnan e Tukey (L959). 
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As aplicacoes da analise lrequencial incluern campos como Fisica, Engcnhana, 
Geofisica, Medicina, Econornia, Biologia, Psicologia, Oceanografia. 

• 

Recenternente, a atencao esta voltada para o uso de outros sisternas ortogonais 
de funcoes, na analise de series ternporais. E claro que as classes de processos 
para os quais tais analises serao aplicaveis serao outras. Outros sistemas 
propostos sao os poliornios de Legrendre, polinornios de Bernoulli, as fun­ 
coes de Walsh. Este ultirno tem sido bastante explorado, dadas suas cres­ 
centes aplicacoes em engenharia de cornunicacoes Ver, por exernplo , Har­ 
muth (1969), Bass (1970) e Morettin (1972). 

2. Definicoes Basicas. Seja { X(t), t E T} um processo estocastico, ta! que 
para cada t, X(t) e uma variavel aleat6ria (v.a.) com valores cornplexos. 0 
nome serie temporal tem sido adotado para o caso em que t e tempo. Mas 
ja salientamos que, para nos, t podera ter outros significados. A serie cliz-se 
de segunda ordem se E{\X(t)i2} < cc ; para todo tET Definimos a media 
e a [uncdo de covaricincia da serie como sendo 

(2.1) E{ X(t)} = µ(t), 

(2.2) E{[X(1) - !L(t)] [X(s)-- µ(s)]] = B(t, s), 

onde a barra indica conjugado cornplexo. Sem perda de generalidade supo­ 
remos µ(t) = 0, logo B(t, s) = E{ X(t)X(s) }. Toda funcao de covaria ncia e 
nao negativa definida, pois 

" " I I 
i= I j= I 

para qualquer colecao t 1, ... , t,, de T e qualquer colecao de nu meros com­ 
plexos a1, ... , a,,. Reciprocarnente, se B(t, s) e urna Iuncao nao-negativa de­ 
finida em T x T, poderemos sempre encontrar uma serie de segunda ordem 
{X(t) t « T}, cuja funcao de covariancia e B(t,s). 
Dizemos que um processo estocastico de 2." ordem { X(t), t E T} e continuo 
em media quadratica no ponto t se 

(2.3) E{\ X(t + h) - X(t)i2} -+ 0, quando h-+ 0. 

{ X(t), t E T} diz-se continuo em media quadratica (rn.q.) se ele for continuo 
em m.q. para todo t E T A relacao que existe entre continuidade em m.q. 
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de X(t) e continuidade B(t, s) e dada pela seguinte proposicao : 
(a) { X(t), t E T} e continuo em m.q. no ponto t se e somente se B(t, s) 

e continua no ponto diagonal (t, t); 
(b) se B(t, s) e continua em todo ponto diagonal t = s, entao B(t, s) 

e continua em todo T x T 

Para nossos propositos definiremos integrais estocasticas de Riemann e 
Riemann-Stieltjes da forma 

(2.4) f f (t)X(t)dt 

ou 

(2.5) f f (t)dX(t), 

respectivamente, onde [a, b] e um intervalo, finito ou infinito, f(t) e uma 
funcao nao aleat6ria e X(t) tem media zero e funcao de covariancia B(t, s). 
Estas integrais sao definidas como limites em m.q. de somas aproximantes 
(v.a.) por demais conhecidas para serem repetidas aqui. Condicoes suficientes 
para a existencia de (2.4) e (2.5) sao dadas em Crarner e Leadbetter, (1967). 

Ja definimos antes o que vem a ser um processo estritamente estacionario, 
isto e, um processo {X(t), t E T} ta! que todas as suas distribuicoes de dimen­ 
sao finitas sao invariantes sob translacoes de t. Vamos definir agora uma 
outra classe de processos. Dizemos que um processo de segunda ordem 
{ X(t), t E T} diz-se estacionario em sentido amplo ou fracamente estacionario u 
se a funcao de covariancia depende apenas de diferencas de tempo, isto e, 
(2.6) E{ X(t) X(s)} = B(t - s) 

I) 

(Estamos supondo E{X(t)} = 0). Em geral, se X(t) e estritamente estacionario 
isto nao implica que X(t) seja fracamente estacionario. Todavia, se 
E{I X(t)l2} < o: um processo estritamente estacionario e tambern Iraca­ 
mente estacionario, pois (2.6) entao e valida; tambem, qualquer caracteristica 
da funcao de distribuicao conjunta de X(t 1 + u), ... , X(t,, + u) sera indepen­ 
dente de u. Em particular, isto e valido para processos normais ou gaussianos, 
isto e, processo X(t) tais que, para cada t, X(t) seja uma v.a, gaussiana. Ainda 
mais, para processos gaussianos reais os dois conceitos sao equivalentes. 
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Pelo que virnos anteriorrnente, {X(t), t E T} sendo estacionario fracamente, 
segue-se que X(t) e continuo ern rn.q. se e sornente se B(u) e continua no ponto 
t = 0 Segue-se tarnbem que se B(u) e continua para u = 0 sera continua 
ern toda parte. De agora ern diante sernpre suporernos que o processo X(t) 
seja continuo ern rn.q .. 

3. Analise Espectral de Series Estacionarias, Antes de enunciar os resul­ 
tados fundarnentais, que darao as representacoes espectrais de urn processo 
estacionario (ern sentido arnplo, de agora ern diante) X(t) e de sua funcao 
de covariancia B(u), varnos cornecar corn urn exernplo sirnples. Considere 
t E R e X(t) corn media zero, real e gaussiano, (inclua eventualrnente o caso 
ern que a distribuicao e singular) corn funcoes de variancia (que deterrninarn 

" o processo) 

(11) B(t;,t) =E{X(t;)X(t)}, i,j=l, ... ,n, 

e, devido a estacionaridade, 
(12) B(u) = E{X(t)X(t + u)}. 
Suponha que X(t) seja dado por 

(3.3) 
N 

X(t) = L [ aj cos A/ + bj sen A} J 
j= 1 

onde O < ),1 < ... < XN sao constantes (Ireqiiencias) e a;, b; sao v.a. indepen­ 
dentes, norrnais, media O e variancia o},J = l, ... ,N. Dizemos que jc]. ... ,o-~} 
e o espectro de X(t). Ver figura 1. 

" 

' 

- ,- I. 
I.,\' 
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Obtemos o que se chama de um espetro de linhas E facil ver que X(t) definido 
desta maneira e gaussiano. de media 0, estaciona rio e corn funcao de covariancia 

(3.4) 
N 

B(u) = L a} cos A1u. 
j= l 

A relacao (3.4) e dita de Wiener-Khintchine e mostra o espectro e a funcao 
de covariancia com pares de uma transformada de Fourier. No caso generico 
de um processo gaussiano, de media zero, a f 6rmula (3.3) toma a form a 

(3.5) X(t) = f'' [cos At dU(A) + sen At dV(A)] 

onde podernos pensar dU(A), dV(A), O ::;; A ::;; cc , como v.a independentes, 
gaussianas, com media zero e variancias 

(16) E{[dU(A)]2} = E{[dV(A)]2} = dF(A), 
e F()_) numa funcao limitada, nao decrescente, ta! que a f6rrnula (3.4) torna-se 

(3.7) B(u) = I"' cos AU dF(A). 
Para o processo (3.3), dU(A) = a1, dJ{A) = b1j = 1, ... , N e dU(A) = dV(A) = 0 
para as dernais Irequencias e E[dU(A)]2 = E[dV(A)]2 = a}, j= I, ... , N. 

Vejamos, agora, o caso generico de um processo estacionario {X(t), t E T}, 
com valores complexos, media zero e funcao de covariancia B(u). As representa­ 
coes (3.5) e (17) sao dadas por dois teoremas, cujas provas omitirernos e 
podem ser encontradas em Bochner (1933) e Cramer-Leadbetter (1967). 
Suponha T = R 

Vimos que B(u) e nao negativa definida e continua por hipotese. 

TEOREMA 11. Uma [unciio B(u) e ndo negativa definida se e somente se pode 
ser representada na [orma 

(18) 

onde F(A) e real, nao decrescente e limitada. 

A Iuncao F(A) e chamada [unciio de distribuicdo espectral de X(t), definida 
a rnenos de uma constante. Se F(A) e absolutamente continua, a derivada 
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f()._) = F'()._) e a [undio densidade espectral de X(t). 0 problema fundamental 
da analise espectral e estimar f(J,.), a partir de observacoes do processo X(t) 
num intervalo de tempo. 

O teorema que segue e chamado o teorema espectral ou Representacao 
de Crarner do processo estacionario X(t). Dizemos que Y(t) tem incrementos 
ortogonais se. para quaisquer t1 < t2 ~ t3 < t4, 

(3.9) 

Em particular, se E{ Y(t)} = 0 e Y(t) tem incrementos independentes. entao 
Y(t) tera incrementos ortogonais. 

TEOREMA 3.2. Se X(t) e um processo estaciondrio, entao 

(3.10) 

onde Y(A) e um processo com incrementos ortoqonais, a integral estocastica 
sendo eniendida em m.q .. 0 processo Y().,) e definido a menos de uma v.a. aditioa 
e, se Y(-oc) = 0, temos 

(3.11) E{Y(A)} =0, E{I Y().,)12} =F(A), E{ldY().,)12} =dF(A). 

0 processo Y().,) e o processo espectral associado com X(t). A representacao 
(3. 10) da X(t) como uma "serna" de oscilacoes harrnonicas elementares 
e;''dY(A) Se T=Z, os limites de integracao nas f6rmulas (3.8) e (3.10) sao 
substituidas por -n e n, respectivamente. 

Em particular, para u = 0, a relacao (3.8) nos da 

(3.12) B(O) = E{IX(t)l2} = f~
00 

dF(A) = F(+oc) - n :«; 

Um outro enfoque que pode ser dotado e o seguinte. Suponhamos que o 
processo X(t) seja tal que, valores do processo separados no tempo, sao 
aproximadamente independentes. Entao, podemos supor que a seguinte 
condicao seja satisfeita, para t E Z, 

(3.13) 
00 

L \ B(u)\ < cc, 
u= - oo 

(Esta e uma forma de uma condicao "rnixing"). 
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Entao, definimos o espectro de X(t) como 

(3.14) 
00 

f(,1_)=(2n)-1 I e-iuAB(u), 
u= - oo 

- o: < ,1_ < cc; se t E ~, basta substituir as somas por integrais Vemos, 
entao, que estamos definindo o espectro corno a transformada de Fourier 
de B(u), se esta e sornavel. Segue-se que j (J), definido por (3.14) e limitado. 
de periodo 2n e uniformemente continuo. A relacao inversa de (3.14) e 

B(u) = f _00
00 

e;"Y(,l)dl 

4. Estirnacao do Espectro. Seja { X(t), t E T} um processo estacionario e 
consideremos observacoes X(O), X(l), ... , X(T - l) do processo. 0 objetivo 
e estimar f(,1_) a partir destas observacoes. Para ta! firn, construimos a trans­ 
formada de F ourier finita 

(3.15) 

(4.1) 
T-l 

d(,l) = (2nT)-112 I X(t) e-;;, 
t=O 

- o: < ,1_ < o; Se E{I X(tW} < cc , designamos por 
(4.2) 

o cumulante de ordem k do processo, k = 1, 2, 3, . Para k = 1, c x(t) = 
= E{X(t)} e para k = 2, c xx(t1, t2) = cov {X(t1), X(t2)}. Devido ao fato 
do processo ser estacionario, (4.2) pode ser escrita 

Yamos introduzir mais notacao. Seja X uma v.a. vetorial com r componentes, 
as quais sao v.a. com valores complexos. Dizemos que X tem uma distribuiciio 
normal complexa multivariada com media µx e matriz de covariancia L xx 
se o vetor [ Re X, I m X]: com 2r componentes reais tem distri buicao normal 
multivariada N 2,. (µ, L), onde 

i) 

(4.3) µ = [Re µx], 
Im µx 

I= J_ [Re Lxx - Jm Lxx] 
2 imLxx ReLxx' 

onde µx e de ordem r x l e Lxx e uma matriz r x r Herrnitiana, nao negativa 
definida. Escrevemos X e N~ (µx, Lxx). 

0 seguinte teorema e fundamental. 
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TEOREMA 4. L Seja { X(t), t E 7L} uma serie temporal satisfazendo 

(4.4) 

para u1, ... , uk- 1 E 7L, k = 2, 3,.... Seja siT) um inteiro tal que 

_ 2nsiT) . _ Jc}T) - -T-- ---> Ai quando T---> «», .J - l, ... , m. 

Suponha que liT) ± liT) -=/=- 0 (mod 2n), j, k = l,. . , m. Enuio, d(JciT)), 
j= 1, ... , m, siio assinioticamente independentes, cada uma com distribuicdo 
N'; (0, f(Jc)), se AJ-=/=- 0 (mod n). Se A= 0, ±2n, ... , d(Jc) sera assintoticamente 
N 1 (E(X(t)), J (Jc)) e se A = ± n, ± 3n, ... , d(Jc) sera assintoticamente normal 
N 1 (0, f (A)). 

Para a demonstracao ver Brillinger (1973), Capitulo 4. Para A= 0, obtemos 
urn teorema de limite central para a serie X(t). 

O_ ponto de partida para estimar J (Jc) e considerar o periodograma. 

(4.5) I 
T-1 12 

!(Jc) = I d(Jc) 12 = (2nTr I Io X(t) e- i).r ' 

que, sob certas condicoes de regularidade, e assintoticamente nao viciado. 
Infelizmente, o periodograma e um estimador bastante instavel, pois 

(4.6) 

para todo T Esta instabilidade e 6bvia se considerarmos a distribuicao 
assint6tica de !(Jc). Usando o teorema 4.1, pode-se demonstrar que /(Jc/T)), 
j= 1, ... , m, sao assintoticamente independentes, cada uma corn distribuicao 
J P)x~/2, sob as condicoes do teorerna 4.1., x~ indicando uma v.a. corn dis­ 
tribuicao qui-quadrado corn 2 graus de liberdade. Este fato nos sugere que 
podernos forrnar (2m + 1) estirnadores de f(Jc), aproximadarnente indepen­ 
dentes, e considerar 

(4.7) 
"' J<nu) = (2m + 1)- l I (2n[s(T) + .i]/T), 

j==~,,, 

para Jc -=!- 0 (rnod n), isto e, urna media de ordenadas do periodograma na 
vizinhanca de X Agora este estirnador sera rnais preciso, porque sua dis­ 
tribuicao assint6tica sera proporcional a urna X~,,,,.2. 
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Podemos pensar numa classe de estimadores da qual (4.1) seja caso particular. 
Basta considerar uma sequencia de pesos it;,.i = 0, ± 1, ... , ±m, com I,Wi = I 
e formar o estimador 

(4.8) 
m 

I it; J (2n[s(T) + .i]/T), 
j= -,n 

que tem propriedades analogas a (4.1). U ma classe de estimadores consis­ 
tentes (em media quadratica) e considerada por Brillinger (1973). 

Estimadores de forma (4.1) ou (4.8) sao rapidamente obtidos com o auxilio 
de uma transformada rapida de Fourier, que reduz consideravelmente o 
tempo de calculo e que possibilita o alisamento ("smoothing") no dominio 
de freqiiencias. Para se ter uma ideia, se T e uma potencia de 2, normalmente 
teriamos que realizar T2 multiplicacoes complexas para se obter a trans­ 
formada discreta 

(4.9) d(2ns) =(2nT)-11/f X(t) e 
T t=O 

i lrr.st 
T 

diretamente de sua definicao. Com o uso do algoritmo, este nurnero cai 
para 2T log2 T A referencia basica aqui e Cooley e Tukey (1965). 

5. A Estrutura Geral, Seja G um grupo abeliano, localmente compacto. 
Um cardter e uma funcao continua x com valores complexos ta! que 

(5.1) 

(5.2) 

(i) x(9192) = x(g,) x(gz), g,, 92 E G 

(ii) Jx(g)J = 1, gEG 

Por exemplo, no grupo (R, + ), x(t) = eil,, J E IR. 

Se J E L 1 ( G), sua transformada de F ourier e 

f(x) = tf(g) x(g) dµ(g), 

µ sendo a medida de Haar sobre G. 

(5.3) 

Seja {X(t), t E ff} um processo estocastico e suponha que existe um grupo 
de transforrnacoes G sobre ff, isto e, gtE.:1, para gEG, tEff. Suponha que 
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G seja transitivo, isto e, dados t0, tE:T existe g ta! que gt0 = t. Se B(t1, t2) = 
Cov {X(t1), X(t2)}, entao 

(54) 

Dizemos que o processo e homoqeneo se 

(5.5) 

Entao, 

(5.6) 

ou 

Seja K o subgrupo de elementos de G deixando t0 fixo (geralmente K con­ 
siste da identidade). Entao :T e isomorfo a G\K Yaglon (1961) mostrou que 
existe uma medida aleatoria Z(dJc) ta! que 

X(gt0) = J i;_> (g) Z(dJc), 

G\K 

(5.8) 

onde G \ K denota o conjun to dos caracteres z'" de G \ K, ta! q ue 

(5.9) 

(5.10) 

para alguma medida F( · ). Entao, 

B(gt0, t0) = j x().) (g) F(dJc). 

G\K 

Por exemplo, de {X(Jc), 0::;; Jc::;; 2n} e um processo no circulo, Cov {X(Ai), 
X(.l.2)} = B(Jc1 - .l.2) e 

(5.11) X(.l.) = L Z,. e;,1.,., 

onde E(Z,.) = 0, E \ Z,. \2 = J,,, Cov { Z,., Z,,.} = 0, n =I= m e o teorema de Bochner 
nos da 

(5.12) 
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- 

o espectro sendo 

f,, =(2n)-1 [" B(Jc) e-;,,,_ dl 

Se G e o grupo diadico, isto e, o conjunto de todas as sequencias x= {x1, 

x2, . } onde cada X; e O OU 1, e a operacao e -t-, adicao modulo 2 ern cada 
cornponente, entao os caracteres de G podem ser identificados com as funcoes 
de Walsh {l/1,,(x)}, que sao funcoes com os valores + 1 e -1 apenas, definidas 
corno produtos de funcoes de Rademacher. Aqui, 

(5.13) 

,, 

(5.14) 

e 
(5.15) 

X,, = f t/1,,(Jc) dZ(Jc), 

B(u) = Cov{X,,, X11_;_u} = r t/111(Jc) dF(Jc), 

onde Z(Jc) e um processo com incrementos ortogonais ta! que 

(5.16) Cov { dZ(Jc), dZ(µ)} = b(,1, + µ) dFP,) dµ, 
b(Jc) e a Iuncao delta de Dirac e F(Jc) e absolutamente continua, 
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