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§O. 

IMERSOES MTNIMAS NOS ESPACOS HIPERBOLICOS 

Introducao 

Celia Goe~ 

Plinio A. Q. Simoe~ 

Neste artigo saa obtidas formulas que relacionam 
as entidades geometricas induzidas, sobre uma variedade M, 
pelas metricas riemannianas do semi-espaco euclidiano sup! 
rior, m"={(x,t)/x€mn-l, t > O}, e do espaco hiperbolico + n H", atraves de uma imersao de M em m 

+ 

Como consequencia, mostra-se que a coordenada t 
de uma imersao em H" e superharmonica e que nao existem 
superf1cies minimas completas do tipo parabolico em H". 

Sob a hipotese de que a fronteira ideal da imer 
sao omita um ponto da fronteira ideal do espaco hiperbolico, 
mostra-se que nao existem hipersuperficies completas em ' n+l H tendo, em cada ponto, uma curvatura seccional menor 
que -2n~ ou tendo curvatura escalar menor que -2. 

oOo 
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§1. Fates basicos 

Seja H" o conjunto {(x,t) = (x 1 , ••• ,x"- 1 ,t)1 t>O}, 
munido da metrica riemanniana (<,>)(x,t) 
ea metrica riemanniana usual do R". 

l = p <,> onde < , > 

Sejam ·x(V) o conjunto dos campos de vetores tan­
gentes a~", diferenciaveis, definidos no subconjunto ab er 
to V do ~n ; ~ e V as conexoes riemannianas de R" e H", + 
respectivamente. 

1.1. - Pro posicao - Para todo X,Y € x(V) 

{1.1.1.) 

onde U
0 

e o campo de vetores tangente a Rn dado por 

Prova: - Se (eA) e um referencial ortonormal de R" entao + I 

(eA), onde eA(x,t) = teA(x,t), e um referencial ortonor-
mal tangente a H". 

Sejam (0A) e (0A) os coreferenciais duais de (eA) 
e de (eA) em R" e H", respectivamente. Entao, 
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Derivando-se exteriormente, 0A e sendo (0:) e 

(~:) as respectivas formas de conexao dos referenciais, 

obtemos com as primeiras formulas de estrutura: 

A A < U ,e.> A B l (~8 - 0
8 + n H 0) A 0 = O 

B t 

0 lema de Cartan [3] nos da, entao 

A A <Un,eB> A A 
0

c 
~B - 0a + t 0 = L0 ec 

C 

.onde 
A A 

aBC = °CB .. (¥ A,B,C) 

A antissimetria de e traz como conse-

quencia, 

A 0 0 BC = se C ;t A e C = B 

e B <eB,Un> 
aAA = t 

Entao, 

(1.1.2.) 

E, uma vez que, 

e segue a tese. 
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1.2.: - Observacao - Indicando-se por as 2-formas 

de curvatura do referencial (eA)' tem-se 

~A l A B 
<I>B = - V e " e 

e, portanto, as curvaturas seccionais de H" sao iguais a -1. 

1.3.: - Sejam M. uma variedade diferenciavel. m-dimensional; 

¢: M-1Rn e $: M- Hn imersoes isometricas de M em + ' 
Rn 

+ e H". respectivamente. tais que. 

¢(p} = ~(p) = (x(p),t(p}) , (Vp € M} 

lndicando-se por ( }Ne ( )T 
t respectivamente, 

as projecoes ortogonais sabre os fibrados normais e tangen­

tes, de um campo de vetores ao longo de~ e ~. sejam 

B(X,Y) 

onde v e uma seccao do fibrado normal de ~, 

V = 1 T v, X,Y E X(M) • Isto e, A e B, A e B , sao os 

operadores de Weingarten e as segundas formas fundamentais 
-de$ e ¢, respectivamente. 
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.., 
Os vetores curvatura media de <ti e cp sao, entao 

"' 1 H = -m e H = -1 l B{e.,e.) , m • , , 
1 

onde (e;) e um referencial ortonormal de M, relativamente a 
metrica <P*( , ) e (e 1 ) e um referencial ortonormal de M, 
relativamente a metrica 

1.4.: - Pro posicao - Se v· e uma seccao do fibrado normal de 

X,Y E X(M), tem-se: 

(1.4.1) Av(X) = t Av(X) +< Un,v><P.(X) 

(L4.2) B(X,Y) = B(X,Y) + + <<l>*(X) ,¢.(Y). > (Un)N 

(l.4.4) e mlnima se, e somente se, H = __ 1 ( U ) N 
t n 

Prova: - E consequencia imediata das definicoes. 

l • 5 • : - P r o p o s i ca o - Se g r a d M e g r a d M , di vM e d i v M , l\; e 6M s a o 
respectivamente, os gradientes, divergentes e operadores de 
Laplace-Beltrami de M, relativos as metricas ~*( , ) e ¢*<,>, 

e se f E C
00

(M) e X E x(M) , temos 
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(l.5.1) grad M f = t 2 gradM f 

Prova: - Observando que 

os resultados sao imediatos, a partir das definicoes. 

1.6.: - Corolario - Se U1= (l ,O,~ .. ,O), ... ,Un=(0, ... ,0,1) 

/ 

(l.6.2) 

e 

onde 

( l n-1 ) <P = X , ••• ,X ,t , temos 

A=l, •.• ,n-1 

Pro~: - t consequencia imediata da formula bem conhecida 

(l.6.3) 
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§2. Imersoes Minimas 

Das formulas (l.4.4). (1.6.1). (l.6.2) e (1.6.3), 

temos o seguinte resultado: 

2.1.: - Pro posii;ao - Se ¢ e uma imersao minima, val em 

(2.l.l) A 2t < UT U > 6.-x -M - n• A , 

(2.1.2) A - ~<(Un)T,UA> A = 1 , ... ,n-1 6.Mx = ; 

{2.1.3) T 2 6.~t = - ( m-2 I Un I ) t M 

(2.1.4) tiMt = - ..!!!_ l (u )N l
2 

t n 

Portanto, t e superharmonica relativamente as metricas 

induzidas sabre M pela imersao, para m ~ 2 • • 

2.2.: - Observacao - (2.1.4) implica que nao existe imersao 
minima de uma variedade m-dimensional compacta, em H0

• 

2.3.: - Teorema - Nao existe imersao minima completa de uma 
superficie de Riemann parabolica, em Hn. 
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Prova: - Sejam (u,v) parametros isotermicos para Me 

Entaot l d2 32 
ti= - ( - ~ - > 

M ~2.. au 2 av 2 
e, 

portanto, a2 t a2 t (2.1.4) nos da -- + 
au 2 

Supondo ~ parabolica e passando eventualmente para o 
recobrimento universal, podemos super que (u ,v) e: :OP. 
Entao, t(u,v) e uma funcao superharmonica positiva definida 
em R2 • Pelo principio do maxima para funcoes superharmonicas 
[2], temos que t e Constante, OU seja, $(M) esta contida em 
um hiperplano perpendicular a Un' isto e, Un= {Un)N • 

Mas, de 

2H = t.Mq, e 

concluimos que I (Un)N l
2 = 0 , o que contradiz 

2.4.: - Corolario - .Nao existe imersao minima completa, de 
uma superficie de Riemann, em H", tendo curvatura total 
finita. 

Prova: - r uma consequencia do teorema 15 de [l], o qual 
diz que uma imersao minima completa tendo curvatura total 
finita tern que ser parabolica. 
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§3. Curvaturas 

3.1.: - Pro posicao - Se (e;) e um referencial ortonormal de 
- 1 · -M relativamente a metrica <P*( , ) ; e; =Te; para 

i=l , •.• ,m ; K(e; ,ej) , a curvatura seccional de (M,~*( ,)) 

determinada por (e;,ej) ; K(e 1 ,ej), a curvatura seccional 
de {M,4>*<,>) determinada por (e 1 ,ej}, temos para i ~ j: 

(3.l.l) K(e.,e.) = t 2 K(e.,e.) +<H,B(e.,e.) + B(e.,e.)>-1 J 1J 11 JJ 

- t 2 <H,B(e.,e.) + B{e.,e.f>+ Fl IHl
2

+t2 IHl
2

- 2<H,H> - l l 1 J J 

Prova: - Seja {uA)l ~A$n um referencial ortonorrnal adaptado 
imersao -

(¢*e;>· -
(u.)l<"< 

a <P , que estende Isto e, quando 
l -1 -m 

restrito ¢(M} imersao -a e tangente a <P. 

Sendo - i 2-formas I n. as 
J de curvatura do referencial < e. > 1 

e 

n 
s(e.,e.> ~ex = l h . . u , 

1 J a;:m+ 1 lJ a 

tem-se da equacao de . Gauss, que 

""a. -a. 
n h .. h .. 

K(e.,e.) ~ic- - ) 11 1J 
= n. e. ,e. = -1 + 1 det l J J 1 J -ex ~a. a.=m+ 1 h .. h .. 

Jl JJ 

sendo e 



- 10 -

n 
B(e.,e.) = }: 

1 
J a=m+ 1 

a h .. u 
1 J a. 

, por (l.1.1) temos 

~et a. h . • = t h . . + <u . , u . > <U , u · > lJ lJ 1 J n a. 

logo, 

(3.1.2) K(e.,e.) = t 2 K(e.,e.)+t<B(e.,e.)+B(e.,e.),U > - l (Un)T( 1J 1J 1 l JJ n 

Mas, (l.4.3) nos da 

de onde segue ( 3. 1 . 1 ) 

-3.2.: - Corolario - lndicando-se por Ke K, respectivamente, 
as curvaturas escalares de M, relativamente as metricas 
~* ( , ) e <ti* <,> , tem-se 

(3.2.l) - l I i'.il 
2 2 

K = t 2 K + t2 - t 2 IHI - l 

~ 
e' se H = 0 , 

~ (3.2.2) K $ -2 -> K $ 0 

~ (3.2.3) K < -2 =- K < 0 

Prova: - Dado p EM, temos 

1 m 
( l) }: K(e 1,,eJ.) m m- 1· • _1 ,J-
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onde (e;) e (e;) sao referenciais ortonormais de TPM 
relativamente as metricas ~*(,) e ¢>*< ,> 

Entao, (3.2.l) segue de (3.1.1) e as implicacoes 

(3.2.2) e (3.2.3) seguem de (3.2.1) e da desigualdade 
IHl

2 ;:;;--&"-, consequencia de (1.4.3). 

~ 3.3.: - Corolario - Seja H = O e h(p) = <<P(p) , Un>, p E M 

Se p
0 

EM e um ponto de maximo local da funcao h 
~ entao as curvaturas seccionais de <Pe¢ em p

0 
satisfazem 

(3.3.l) 

onde e e. ,e . 
1 J 

sao vetores de 

Em particular, se n=m+l, 

{3.3.2} K(e.,e.);::: -2m 
l J 

T M tais que 
Po 

0 .. 
lJ 

Prova: - Como o resultado e local, podemos identificar 
<P(p) e p. Entao, se Xe um campo de vetores, tangente a M, 
definido em uma vizinhanca de p

0
, temos 

(X[h])(po) = <X(po),Un> = O=> Un(po) = (Un)N(po) 
e 
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De = -

temos 
m 
l <B(e.,e.),U > = . 

1 
1 , n 

l= 
-m < H ( p ) , U ( p ) > o n o 

m 
= T 

e 

base 

-<B(e.,e.),U > ~ 0, para todo 1 l n i, onde (e;) 

ortonormal de T M. Portanto, 
Po 

-< B(e. ,e. ),U > ::; mt , , ·n para todo i , 

e (3.3.1) segue de (3.1.2). 

Se n = 

(3.3.3) 

e, porta nto, 

m+l 
' 

temos 

K(e.,e.) = det 
1 J 

K(e.,e.) ~ -2m , J 

h . . 
11 

h . . 
lJ 

::: 0 
h . . h .. 

1J JJ 

e uma 

3.4.: - A frpnteira ideal de Hn i o compactificado por um 
ponto de mn-l = {(x,t) E m"/t:O}. Ela sera indicada por 
a

00
(Hn) e o ponto adicionado a mn-l para se obter 3

00
(Hn) sera 

indicado por 00 • 

Dado Sc Hn, a fronteira assintotica de Seo conjunto · 

~ n a
00

(H"), onde o fecho de Se considerado em 
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3.5.: - Teorema - Seja Muma variedade m-dimensional, nao 
compacta. Entio nio ·~xiste uma imersio mlnima, completa, 
de M em Hm+l, tendo curvatura escalar K sempre menor que -2 

e tal que a fronteira assint5tica de sua imagem omita um 
ponto de a ( Hm+ 1 ) • 

00 

Prova: - Seja ~: M--+ Hm+l uma imersao tendo as proprie-
dades acima. Seja a € a (Hm+l) um ponto omitido pela co 

fronteira assint5tica de ~(ML 

Seja entao F, uma aplicacao conforme de a
00

(Hm+l) que 
transforma a em co. A aplicacao F se estende naturalmente 

.a um di feomorfi smo conforme de . Hm+ l u :3
00

( Hm+ l} d~ ta 1 modo 
que sua restricio fa Hm+l e uma isometria. A fronteira 
assintotica de f(~(M)) nao contem 00 • Tem-se, portanto, que 
a funcao h(p) . = < f(i(p)) ,Un> tem um maxi mo c > . O em M. 

• Seja q € M tal que h(q} =_c_. 0 plano t = c e o plano 
tangente a ._f(i(M}) em f(i(q}}. 

Seja ip a imersio ·de M em JR: tal que . ip(p}=f(i(p)},(\tpt: M). 

Seja Ka curvatura escalar de M relativamente a metrica 
. 1'J*<,> • Uma vez que o plane tangente a M em · ip(q) e o plano 
· t = c I e h ( p ) . = <"1 ( p ) , U > ~ c , t em- s e po r ( 3 • 3 • 3) q u e n 
K(q) ~ o • . Mas, ·i(q) < -2 onde Re a curvatura escalar 
relativamente a metrica (foi}*(,). Isto nos da, entao, uma 
contradicao com {3.2.3). 

• 



., 
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3.6.: - Teorema - Seja M uma variedade m-dimensional, nao 

compacta. Entao nao existe uma imersao isometrica, minima, 

completa, em Hm+l, tendo em todos os pontos de M pelo menos 

uma curvatura seccional menor que -2m e tal que a fronteira 

assintotica de sua imagem omita um ponto de a (Hm+l). 
0:, 

Prova: - Analoga a do teorema 3.5. usando-se (3.3.3) e 

(3.3.2). 

oOo 
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