





§1. Fatos basicos

Seja H" o conjunto {(x,t) = (x],...,xn'],t)[ t>0},

. - X . 1
munido da metrica riemanniana (<,>)(X t) = 7 <»> onde < , >
’

- - . . . n
e a metrica riemanniana usual do R".

Sejam X(V) o conjunto dos campos de vetores tan-
gentes a Rn, diferenciaveis, definidos no subconjunto aber
to V do R2 3 Ve V as conexdes riemannianas de R" e H"

respectivamente.

1.1. - Proposicdo - Para todo X,Y e x(V)

o _ 1 ] 1
(1.1.1.) VXY- VXY--t—<X,l{]> Y-+ <Y,U > X+ <X,¥ > Un

t

onde Un e o campo de vetores tangente a R" dado por
Un(x,t) = (0,...,0,1)

Prova: - Se (eA) e um referencial ortonormal de RE , entao
(EA), onde éA(x,t) = teA(x,t), € um referencial ortonor-

mal tangente a H",

Sejam (OA) e (éA) os coreferenciais duais de (eA)

e de (EA) em R" ¢ H", respectivamente. Entao,

gh =-%-OA



Derivando-se exteriormente, GA e sendo (Og) e

A . ~ ..
(GB) as respectivas formas de conexao dos referenciais,

obtemos com as primeiras formulas de estrutura:

<U _,e
E(GQ-GQ+JT-€-OA)AOB=O
B

0 lema de Cartan [3] nos da, entao

<Un’eB> A

B

A A A c
GB-G)B+——t 0 =§aBCO
onde
A A
ch = QCB . (v A,B,C)
. . A A
A antissimetria de GB e OB traz como conse-
quencia,
A
Agc = 0 se C=A e C =
<e U >
B _ B’ n
8 ‘A T T T
Entao,
A AL B A
(1.1.2.) GB = OB + 5 {<Un,eA>O - <Un,eB>O }

E, uma vez que,

segue a tese.



1.2.: - Observagdo - Indicando-se por 59 as 2-formas

de curvatura do referencial (EA), tem-se

A 8

A 1
(I)B:-Fe A0

e, portanto, as curvaturas seccionais de H" s3o iguais a -1.

1.3.: - Sejam M, uma variedade diferenciavetl, m-dimensional;

$: M'——*'RE e ¢: M— H", imersoes isometricas de M em

R: e Hn, respectivamente, tais que
¢(p) = &(p) = (x(p),t(p)) , (¥p < M)

Indicando-se por ( )N e ( )T , respectivamente,
as projecoes ortogonais sobre os fibrados normais e tangen-

tes, de um campo de vetores ao longo de ¢ e &, sejam

B P T3 A A ¢ I L SO L

~ = - N N
BOGY) = (T, ()@ L BOXGY) = (T, (yy0,.(Y))

onde V e uma seccao do fibrado normal de ¢,

-~

V.= — 9, X,Ye X(M) . Istoe, AeB, AeB , sio os

operadores de Weingarten e as segundas formas fundamentais

de 5 e ¢, respectivamente.



Os vetores curvatura media de ¢ e ¢ sao, entao

~ ] -~ ~ _ .I
H = % B(ei,ei) e H= o % B(ei,ei) s

onde (Ei) e um referencial ortonormal de M, relativamente a
meétrica ¢*( , ) e (ei) e um referencial ortonormal de M,

relativamente a meétrica ¢*<,>

1.4.: - Proposicao - Se V & uma seccao do fibrado normal de
$, v = —%—5 e X,Y €x(M), tem-se:

(1.4.1) B¥(X) = £ AY(X) +< U_,v>0,(X)
(1:4.2) BOGY) = BOGY) + <6 (X),8,(1) > (u )M

(1.4.3) H = t2H + t(Un)N

(1.4.4) ¢ @ minima se, e somente se, H = -%;(Un)N
Prova: - E consequéncia imediata das definicoes.
1.5.: - Proposicdo - Se gr'adrj.I e gr‘adM,divM e d1'vM,A';I e AM sao

respectivamente, os gradientes, divergentes e operadores de
Laplace-Beltrami de M, relativos as métricas 3*( , ) e ¢*<,>,

e se f e C (M) e X ¢ x(M) , temos



(1.5.1) grad 5 f = t2 grady f

=

(1.5.2) divg X = div

LU >
i X T Un,X

M

(1.5.3) Aﬁ f tZAM f - (m-2)t < Un,grad >

M

Prova: - Observando que

(5*(gradﬁ f) ) 6*(X))= df(X) = <¢*(gradM f),¢*(X)>

3

os resultados sao imediatos, a partir das definicoes.

1.6.: - Corolario - Se U,= (1,0,:..,0),...,U =(0,...,0,1)

1 n
1 n-1
e ¢ = (x',...,x " ',t) temos
A T
A- = < > _(m- < >
(1.6.1) gx o = t2m H,UA (m-2)t Un’UA ,
onde A=1,...,n-1
~t = TR
(1.6.2) Ayt = tZm<H,U > -(m-2)t U,
Prova: - E consequéncia imediata da formula bem conhecida

(].6.3) AM¢ = mH



§2. Imersoes Minimas

Das formulas (1.4.4), (1.6.1), (1.6.2) e (1.6.3) s

temos o seguinte resultado:

~

2.1.: - Proposigdo - Se ¢ e uma imersdo minima, valem

A T
A~ >
(2.].1) X n’UA s

<
W 2t<u

A
(2.1.2) Ayx

m T . -
- $_<(Un) Up> 3 A =T,...,n-]

(2.1.3) Azt

T2
M - (m-2|Un; )t

(2.1.4) Byt = - [y )N)?

Portanto, t & superharmonica relativamente as métricas

induzidas sobre M pela imersdo, param 2 2.

2.2.: - Observacao - (2.1.4) implica que n3o existe imersio

minima de uma variedade m-dimensional compacta, em H".

2.3.: - Teorema - Nao existe imersdo minima completa de uma

superficie de Riemann parabolica, em H".



Prova: - Sejam (u,v) parametros isot&rmicos para M e

2 ¢ o¢ 3¢ 39
SR TR TGS e 1l
- . 1 52 82
Entdo, Ay = — (- r—) e,
M Az ou? ov?2
2 2
portanto, (2.1.4) nos da o't + 2L ¢ 0

du? av?

Supondo ¢ parabolica e passando eventualmente para o
recobrimento universal, podemos supor que (u,v) € R2,
Entao, t(u,v) & uma funcdo superharmonica positiva definida
em R2. Pelo principio do maximo para funcdes superharmonicas
[2], temos que t & constante, ou seja, ¢(M) est: contida em

um hiperplano perpendicular a U,» isto &, u, = (Un)N .

Mas, de

- P — 1 N
<hOU> =0, 2H- Ao e ‘_’T(Un)

2
concluimos que [(Un)N| =0, o que contradiz Un = (Un)N.

2.4.: - Corolario - N3ao existe imersdo minima completa, de
uma superficie de Riemann, em H", tendo curvatura total

finita.

Prova: - E uma consequencia do teorema 15 de [1], o qual
diz que uma imersao minima completa tendo curvatura total

finita tem que ser parabolica.



§3. Curvaturas
3.1.: - Proposicao - Se (éi) e um referencial ortonormal de
M relativamente a metrica ¢*( , ) ; e, = %T.éi para

i=1,...,m ; R(Ei,éj) » @ curvatura seccional de (M,$*(,))
determinada por (Ei,éj) ; K(ei,ej), a curvatura seccional

de (M,$*<,>) determinada por (ei,ej) » temos para i = j:

(3.1.1) K(ei,ej) = tZK(ei,ej) # <H,B(ei,ei) + B(ej,ej)> -

'| ~ 2 2 ~
- 2 <H.B(ej,e.) + Blej.e;)>+ ¢ H| +t2[H] - 2<H,H> - 1

Prova: - Seja (UA)1$A§n um referencial ortonormal adaptado

a imersao ¢, que estende ($*Ei). Isto e, (Gi) quando

151 <m
restrito a ¢(M) & tangente 3 imersio §.

+ Sendo ﬁ; as 2-formas de curvatura do referencial (é%) e

B(ei’ej) = wm{]hiju“ .

tem-se da equacdo de.Gauss, que

T g
K(E,&,) = 0\(s.,8.) ) S
K(e,,e.) = Q.(g.,8.) = -1 + det
13 313 =m+1 he. he.
o=m+ hJ,l i
sendo u o= u e
a

t o
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n
B(e;,e;) = Y h%.u s por (1.1.1) temos
v a=m+] '@

oo a
hij =t hij + <ui,uj> <Un,ua>
Logo,

(3.1.2) K(ei,ej) = tZK(ei,ej)+t<B(ei,ei)+B(ej,ej),Un> - |(Un) |
Mas, (1.4.3) nos da

[T =1 - W - e2[n]® 4 2<hi>

de onde segue (3.1.1)

3.2.: - Corolario - Indicando-se por K e K, respectivamente,
as curvaturas escalares de M, relativamente 3s metricas

o*(,) e ¢* <,> , tem-se

(3.2.1) K = t2K + t]z !ﬁ[z - tz]H[z -1
e, se H=20 s
(3.2.2) K <

-2 ==> K <0

(3.2.3) K < -2 = K < 0

Prova: - Dado p € M, temos

. m o \ [
K(p) = 1) ) K(€;5€5) e K(p) = ———= '} K(ej,e;)

i,j=1 m(m-1) § §=1
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onde (Ei) e (ei) sao referenciais ortonormais de TpM

relativamente as metricas ¢*(,) e ¢*< >

Entao, (3.2.1) segue de (3.1.1) e as implicacoes
(3.2.2) e (3.2.3) seguem de (3.2.1) e da desigualdade
EH|2 < 7;7 . consequencia de (1.4.3).

-~

3.3.: - Corolario - Seja H

0 e h(P) = <¢(P) s Un>a p € M

Se Py € M e um ponto de maximo local da funcio h

entao as curvaturas seccionais de ¢ e ¢ em Po satisfazem

(3.3.1) K(ejses) < 5o (K(8;,85) + 2m)

onde ei,ej e ei,ej sao vetores de Tp M tais que

< ¢* (e.i)s(p* (ej) > = (q)* (é'-),&* (E)) = 6

i iJ
P, P, Po po J
Em particular, se n=m+1,
TP
(3.3.2) K(e,i,ej) 2 -2m
Prova: - Como o resultado & local, podemos identificar

¢(p) e p. Entao, se X & um campo de vetores, tangente a M,

definido em uma vizinhanca de Pys temos

(X1 (py) = <X(py),up> = 0=> (p)) = (U N(p,)

(XIXChID (p,) = <Vx(po)x,un> = <B(X(py).X(p,)),U > = 0
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N
(U )" (p.) U (p.)
_ _ .n o _ _ "n‘Fo’
v m
temos - 1.Z]< Ble;,e5),U > = -m< Hipy).U, (p,) > = 5
e -< B(ei,ei),Un> 2 0 , para todo i, onde (ei) e uma

base ortonormal de Tp M. Portanto,
o}

SUN

-< B(ei,ei),Un> < 3 » para todo i ,
).

e (3.3.1) segue de (3.1.2

Se n = m+l , temos
hii  hyj
(3.3.3) K(ei,ej) = det 2 0
h.. h,.
1 JJ
e, portanto, K(éi,éj) 2 -2m
3.4.: - A fronteira ideal de H" & o compactificado por um
ponto de rR"-1 . {(x,t) « R"/t=0}. Ela ser: indicada por

3., (H") e o ponto adicionado a R""! para se obter 3_(H") ser3

indicado por «.
Dado S < Hn, a fronteira assintotica de S & o conjunto

S n aw(H"), onde o fecho de S & considerado em H" v aw(H").
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3.5.: - Teorema - Seja M uma varigdade m-dimensional, nao
compacta. Entdo nao existe uma imersdo minima, completa,
de M em Hm+], tendo curvatura escalar K sémpre menor:que -2
e tal que a fronteira assintdotica de suaiimagemromita um

ponto de aw(Hm+1).

Prova: - Seja ¢: M —— Hm+] uma imersao tendo as proprie-
dades acima. Seja a € am(Hm+]) um ponto omitido pela

fronteira assintotica de $(M).

Seja ent3ao F, uma aplicacdo conforme de am(Hm+]) que
transforma a em =, A aplicacdo F se estende naturalmente
-a um difeomorfismo conforme de . H™! v aw(Hm41) de tal modo
que sua restricao f a Hm+1 e uma isometria. A fronteira '
assintotica de f($(M)) ndo contém . Tem-se, portanto, que
a funcao h(p) = <-f($(p)),un>' tem um maximo ¢ > 0 em M,
-S5eja q e M tal que h(q) =.c. O plano t=c & o plano

tangente a f(3(M)) em £(3(q)).

§eja ¥ a imersao de M em 1R2 tal que y(p)=F(3(p)),(¥peM).
Seja K a curvatura escalar de M relativamente a metrica
y*<,> . Uma vez que o plano tangente a M em w(q) & o plano
t=c.,e h(p) = <w(p),Un>- s c, tem-se por (3.3.3) que
K(q) 2 0. Mas, K(g) < -2 onde R & a curvatura escalar
relativamente 3 métrica (fod)*(,). 1Isto nos dé, entao, uma

contradicao com (3.2.3).
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3.6.: - Teorema - Seja M uma variedade m-dimensional, ndo
compacta. Entao nao existe uma imersdo isometrica, minima,

completa, em H™*!

, tendo em todos os pontos de M pelo menos
uma curvatura seccional menor que -2m e tal que a fronteira

assintotica de sua imagem omita um ponto de Bm(Hm+]).

Prova: - Analoga a do teorema 3.5. usando-se (3.3.3) e

(3.3.2).

o0o
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