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PREFACIO

Publica-se nova edigao das gpostilas de Resisténcia dos
Materiais e Estabilidade das Comstrugoes, cuidadosamente redigi -
das pelo Eng. Jayme Ferreira da Silva Junlor, assigtente da Cadei
ra n® 9 da Bscola Politéenica da Universidade de Sao Paulo. Embo-
ra pao contenham elas reprodugac exata das aulas dadas pelo JPpro=
fessor catedritico, apreseptam a matéria com a mesma orientagao par
&le seguida em suas prelegoes, com andlogo desenvolvimento tedri=
cQ, mas com maior abundincia de exercicios e exemplos de aplica-
gao. Corrige-se assim, parcialmente, um dos defeitos das Maposti=
las", aproximando-as dos "livros de texto" e afastando-as das sim
ples "notas de aula®.

convém salientar, _no entanto, que as béas apostilas, c2
mo também os bons livros, nao dispensam o estudioso, que nao quel
ra ser autodidata, da frequéncia as aulas, pols é nelas = e com O
contato diuturno com o professor = qué Se aprende a distinguir o
essencial do secunddrio e que, com menor perda de tempo, Se podem
precisar os conceitos ainda novos para agueles que ingressam no
estudo de um campo cient{fico especializado, mas, apesar disso,
amplo_e multiforme. putrossim, os textos sao estdticos, e as au-
las sso dinfmicas; estas podem alterar-se de ano para ano, A&per=
feigoando=se oS critérios de exposigao e acompanhando O pProgresso
da técnica; ao passg que agueles 56 de tempos em tempos se refa-
zem, quando as edigoes se esgotam 6 outras sao feitas substituf -
las.

0 mérito das apostilas, como estas que ora se reeditam,
& o de recordar ao estudante, em qualquer tempo, aquilo que lhe
foi ensinado, sem obrigé-lo a tomar notas durante tbda a aula,per
mitindo-lhe, portanto, prestar maior atengao ao que 86 lhe ensina
nas prelegoes, com melhor 6 mais répida assimilagao do assunto.
Essa finalidade preenchem perfeitamente as presentes apostilas,em
vista do carinho e da meticulosidade com que foram escritas pelo
seu competente redator.

Sao Paulo, Margo de 1949.

Telemaco van Langendonck
Professor Catedritico




ESTUDO DAS DEFORMAGOES

A = TRAGZ0 B COMPRESSAQ

1 - Generalidades:- Quando se submete um oorpo a determinado sis~

- tema de eaforgos em equilibrio observa-se que,
além e ficar submetido a tensoes, o ocorpo sofre,tambem,uma defor
magao. Adotaremos, por epquanto, o termo "deformagao™ para expri-
mir o fendmeno da veriagao de forma e dimensoes sofridas por um
corpo; mais tarde precisaremos melhor o que se deve designar por
dgformaqaa, em "Resistencia dos Materiais"™ ou na "Teoria da Elas-
ticidade", 3 :

No dimensionamento das divergas partes de uma estrutyra
recorre,frequentemente, © engenheliro nao 80 ao estudo das tensoes
ecomo também ag estudo das deformagoes. Levando em conta 80 o eg-
tudo das tensoeg pode-se dimensionar uma estrutura com a coadigao
de que 80b a agao dos esforgos aplicados pnao se verifigue a ruptu
ra em nenhuma de suas partes. Pode, todavia, aconteger que a es-
trutura assim. dimensionade apresente, com-g aplicagac dos . esfor-
¢os previstos no dimensionamento, deformagoes exageradamente gran
des, isto e, deformagoes gque a tornem Iimprestavel para o fim a
que se destina. Neste caso, o problema do dimensignamento dsveria
ser _resolvido nag com o estudo exolusivo das_tensoes mas com a con
digao de que, além de estdvel, a estrutura nao apresentasse defor
magoes maiores que um minimo préfixado.

Além desta aplicagao pratica do estudo das deformagoes,
que & sSeguir se. apresenta, outras ha de grande importéncia. . Mui=-
tas das egtruturas, que se apresentam ao engenhelro, para dimgn-
sionar, nap podem ser resolvidas apemas. ocom as squagoes da estatl
ca; alem ddssas equagQes sao necessarlias outras, que se obtem com
o estudo das deformagoes. Nessas estruturas, gue recebem o nome
de "Bstruturas hiperestatigas", a determinagao dos esforgos soli-
citantes e resistentes nao § possfvel sem o estudo das deforma-
go8s,

2 - Diagramas tensao-deformagao:-Consideremos umg barra de ago (fi
' gura 1) de_secgao constente (de

area 8) submetida a uma rdrga axial de tragao

aplicada lenta e gradualmente desde o valor §§§§§§§§§§§§§
zero até o valor N. Designemgs por L .o compri

mento inicial e por 6 a tensao num pomto qual
quer da barra, correspondente a forga N; ter- §§§§§
-Se=-4a:
' ) o i
s

A medida que a intensidade da férga
N cresce, o eomprimengo da barra aumentaj de- ,
signemos por A{ o acréscimo de { devido a fér ___l__J _at

g¢a N. A variagao de comprimento da barra-pro-
vocada pela forga N, isto é, o comprimentoAt,
recebe_o nome -de "alongamento total"™, ou "de-
formagao total"; a relagao: Figura 1

m
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onde ! & o comprimento inicial e Al o alongemento devido a N, rg-
cebe o nome de "deformacao®™ correspondente a forga N {ou a tensao

que numa experiéncia comc a que se
determine, para cada valor

phecida a area S da secgao

G o
Suponhamos, entao,
o inicial ( £ ) ter=se-a de

indica esquematicamente na figura 1 se
de N, o valor correspondente de Al 560
transversal da barra e O Seu compriment

terminadha a fungao:
&=£(c)
S0 grafica dessa fungao é feita adotando -
ixo dos €, e para eixo das ordenadas
o tem o nome de "Diagrama ten
deformagac

A representag
se para eixo das abcissas o ¢
o_eixo dos 6 . Um diagrama désse tip
sao-deformagao™. 0s agos apresentam diagramas tensao -
de um dos dois tipos que se vém nas figuras 2 e J.
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Figura &

No primeiro tipo (figura 2) observa-se:

1°) = As deformaqges crescem proporcionalmente 88 cargas, ae
té atingir um determinado ponto A, que caracteriza o
njimite de proporcionalidade™,

2°) = A partir daf as deformaqges ¢rescem um pouco mais ra-
pidamente, até atingir o ponto B, pouco distante de A
e no qual se verifica, sem aumento de carga, um acres
cimo notével de deformagao, até C. O ponto B caracte~

riza o "limite de escoamento".
3°) = Com o aumento de cargas as defonmaqées crescemprépidg
mente. Ao atingir, em D, um valor maximo, que 8 © 1i-
mite de resisténcia™ a carga cal mas as deformagoes
que se dé a ruptura do mate=

continuam aumentandeo ate
rial {ponto E do diagrama).

’
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_  PBssa queda de carga nao corresponde realmente a uga di-
minuigao de tensao porquanto se dé nesga ocasiao_a "estricgao® do
material, isto 8§, uma notavel diminuigao da secgao transversal na
reglac em que Se vae processar a ruptura. Observe-se que nos dla-
gramas das_figuras 2 e 3 o valor de ¢ é sempre calculado em rela-

gao & secgao inicial da barra.

4°) - Descarregando-se o material, gquando atingido um ponto

qualquer A', que corresponds a uma tensao malor que a

cgrrespondente ao limite de escoamento, as  deforma-
goes se processam segundo uma linha A'0° praticamente
paralela ao_trecho inicial A0, conservando-se afinal

a "deformagao permanente", ou "deformagao pléstica"™00:

*®

0 diagrama da figura 2 & caracterf{stico dos agos doces.

5 0 diagrama da figura 5 & caracter{stico dos materiais
nfrageis”, isto e, que nao apresentam deformagoes permanentes apre
eiaveis antes da ruptura. Tal e o caso do ferro fundido e dos a-
gos temperados de alto tedr em carbono.

0s materiais nddeteis?, isto &, aqueles que apresentam
..grandes . deformagoes permanentes antes da ruptura, tém diagramas
tensao-deformagao que se "assemelham" ao da figura 2+ Isto porque
nem todos os materiais ducteis apresentam, em seus diagramas, ©
trecho caracter{stico do escoamento (BC).

0 que distingug o materia) dietil do fragil é, portanto,
o fato de apresentar ou nao deformagoes _permanentes apreciavels
antes da ruptura; e nao a existéncia nftida do- “escoamento" que,
de certo modo pode ser considerado como um fato de excepgao. entre
os materiais ddcteis,

No segundo tipo de diagrama (figura 3) obsgrvam-se 0s
mesmos fendmenos eom auséncia apenas do trecho BC. Nao ha entac
um limite de escoamento perfeitamente definido; costuma-se tomar,
para substituf-lo, o popto B ao qual corresponde, apos descarga,u
ma determinada deformagao permanente, como a de 0,002 representa-
da na figura 3. L

_ 0 comportamento dos agos, sob a agag de fdrgas axiais de
compressao, apresenta até o limite de resisténcia DB,0s mesmos cg
racter{sticos observados para a tragao. Daf por diante, ocomo ge
da o fenémeno inverso ao da estricgao (aumento notavel da secgao
transversal), a curva do diagrama sobe rapidemente, verificando-

-se a ruptura em um ponto E bem acima de-D.

: Além dos pontos caracter{sticos {4, B, C, D ¢ E) apre-
sentados nos diagramas das figuras 2 e 3 define-se tagbem o chamg
do "limite dg elasticidade". Limite de elasticidadg & o valor ma
ximo da tensao para a qual, descarregada a barra, nao se verifica

deformagao permansente.

 Nessas cgndigoes, os limites de proporcionalidade e de
elasticldade nao sao necessirismente coincidentes, e seus valores
dependem essencialmente da precisao com que se medem as deforma-
CO6S.

0 limite de proporcionalidade, de agdrdo com 0 proces-

so de ensaio adotado no I.P.T., © a maior tensao até a qual para
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a@fesoxmns iguais de tensao as deformaqoes permanecem iguais con a
aproximagao de * 0,000005. 0 limite de elasticidade, de _acoOrdo
com O processo de eqsais adotadoc no I.P.T. é a maior tensao para
a qual o material nao apresenta def armaqoes permanentes superio =
res a ¥ 0,00008. ®Rsses dois limites saoc, porém, bastante préxi-
mos para o8 agos doces, o que permite, em primeira aproximaqao«xn
sidera-los como coincidentes.

Q conocreto, material fragil, tem, na realidade, um dia-
grama tensao-deformacao diferente do_apresentado na figura Do luan
do submetida a umg forga de compressao, uma pega de concreto en=
curta-se na diregao paralela a da firga. Bsse encurtamento sers
tanto malor quanto maior for a tensao de OQmprBSS& ;3 a lel que re
laciona as duas grandezas, guando representada graficamente, apre
senta o aspecto indicado na figura 4.
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Figura 4

Af se v8, em trago grosso, a marcha Ao fencmeno queando
observado em concreto que pela primeira vez é submetido a uma ten
sao Jque cresce gradativamentg, 0s tragos fings mostrem as defor-
maqoes longitudinais quando se diminue a tensao e depois ss torna
a aumenti-la., Verifica-se qus, depois de _carregado pela primeira
vez,c concreto sSe comporta,para tensoes nao superiores as atingi-
das no primeiro carregamento, mais ou menos de ac ordo ‘com a lei
segupdo a qual as deform&qnas sao praticamente proporcﬂonals as
tensceas,

0 mesmo, porém, nao se obserya para tensoes que sao a-
tingidas pela primeira vez; as deformagoes crescem mals rapidamen
te gue as tensoes, a medida que egtas aumentam, notand@wse depﬂis
da descarga uma sensﬁvel derarmagao resicual (deformagao plasti-
¢a), Nas repe?iqoes de carga e nas descargas subsequentes,o au=
mento da deformagao residual vai-se tornando cada Vez menor, pes-
sando a predomipar francamente a “deformaqao eléstica", isto &,
aquela deformagao que desaparece depois do descarregamento.

Em toda esta exposigao supuzemos que o ensaio, para ob=-
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tgano da curva gensgowdaformaqao, f8sse executado mais ou menos
rapidamente, rezao pelae qual se diz, principalmente para G CONGIE
to, que a deformagad congidarada e a "deformagao imediata®™. Se as
cargas permasnecen atuando por algum tempo aébre o conerelo, éste
continuerd se deformando, nao sendo entao avlicéveis as considera
goes feitas sébre a ndeformagao _imediata®, Este aumento de defor-
magao, que copgtitue a rdeformagao lenta" & explicado, na teoria Gs
Freyssinet, admitindo-ge que © conereto .nao seja realmente um 80-

1ido e sim um peeudo-sdlido, isto 4, um corpo que, embora temdo &

aparéncia exterior dos solidos, possue uma réde de poros muito i
nos coantendo agua oUW &Y

Exemplificando para O casQ dos esforgos de aampressﬁo
tem-se o seguinte: fistes esforgos dao lugar a uma diminuiggo do ta
manho dos poros de ocomncreto; a agua gue neles se achava, _nac po=
dendo escoar de chéfre, vae encher poros de maior dimensao que €8
tavam vazios, causando um gumento da umidade relativa do concreto
e _uma consequente diminuigao das tensces cap%lares;observaose en-
tso a "deformegac imedigta®. Com o tempo, a agua em excesso val -
-ge evaporando, as tensoes capilares tornam a aumentar, originan-
do esforgos que equivalem a ume pressac aplicada de fora para den
tro, sdbre o esqueleto solldo do concreto, e que d4d lugar a "de -
formagao lenta™. O problema & estudado com mais detalhes na Cadedl

ra de "Conocreto Simples e Armado” o

5 - Lel de Hooke., M3dulo de elasticidade:~ Resumindao o que foli a-

: : presentado no item an-
terior, pode dizer-se que t8da barra, submetida a uma £0rga nor=
mal de tragao ou de compressac, s¢ deforma,_alongando=se ou encurxr
tando-se, BEssa deformagao € fungao da tensao G que se manifes ta
nas 8ecgoes transversais. Até um certo valor da tensaogporem, po-
de admitir-se, para 0S8 materiais usuais,que a deformagao seja pro
porcional & tensao. % o que se denomina a n1ei de Hooke®, por ter
sido pela primeira vez exposta por 4sse cientiste inglés em 1678

Ao_coeficiente de proporeionalidade B, entre a tensao O

@

e a deformagao & , da=-se o nome de myédulo de elasticidade™s:
E=—
o &
A deformagao total da barra, cons;deraﬁa positiva, se a
longamento, © negativa, se epcurtamento,ssra, se S5 6 N forem, reg
pectivamente, a area da secgao transversal e a forga normal, am=

bas constantes (figura 5): 1y
. A{___g_.e,______g.'..{ = Nt

H— ¢ —F ES
N | TN
=2 l's ! Se S ou N, gu ambas,va
! e riarem com X, ter-se-a:
¢ kat-L L 2
Figura 5 At=\&dx= -é— N —dgx—
0 (o)

Assim, por exemplo, S a,barra £8r um tronco de pirémi-
'de com bases de area So © Sy = a”.8, ; vem-se {figura 6)s -

S=S¢,-(«::L-1)-2 ?E:
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donde, para o caso de N constante: ' 1
3 o <
ot
a-1
2 :
e NE dx g
ESQ(Q—I)Z xz <_f’/’ !
o e | -~
=7 prgTfRoly e Se
VR K el - £ - v [ adi P 1 '
ESs(a-1)*\ af t / aES, EVS5Sy
De acdrdo com a defini- ¢ R
¢80 apresentada o mddulo de elasti - 1) '
cidads é, para os materiais que o= P ‘
bedegem a lel de Hooks, o valor da Figura 6

tensao que eorresponde a daforma =

qao unitdria. Seu valor é o da tangente trigonométrica do &ngulo e
que & reta OA (figuras 2 e 3) forma com o eixo dos & no disgrama
tensao»deformaqaoo

. 0 mddulo de elasticidade dg concreto,_que corresponde &
inclinagao da curva do diagrama tensso-deformagac. (figura 7) pode
G ssr considerado de trés maneji
| /&?Q ’/ﬁ7/ ras diferentes: duas delas oor
respendem a curva de prameir@

carregamento e levam a médu=
los (B! .e E®) variaveis com &

tensao; a outra corresponde as
repetiqoea de carga e conduz a

G

£ um médulo B praticamente cons
g\ Aen) tantse.

& Ju 3 \

(:/ %/ JNos dols primsiros cg

4 808, 08 mddulos E' & Esao_ca

W 3 _ recterizades pela inclinagao,

3 ‘&  respectivamepte, da tangents

a8 curva tensao=deformaqao no

Figura 7 ponto consideradc (de ordena-

da igual & tensao que se tem
em vista) e da sacanta gue une ésse ponto & origem das coordena-
das, fsses mSdulos sao pouco usados nos calculos, Note-se que os
mddulos E' ¢ E® aproximam-se do mddulo E, apresentaéch a seguir,
guando (¢ tende para zZero.

No ultimo caso, o médulo E (que & o que s8¢ usa quando
nac ha referéncias em congrario) se garacteriza pe;ag linhas de
descarga do diagrama tensao-deformacac. Seu valor & muito varid-
vel de concreto para concreto, nao existinao outro criterios 86=
nao o experimental, para se poder avalid-lo com exatidao.

De tudo o que foi apresentado ressalta o seguinte: >

1} = 0Os materiaig usualmentg empregados pas c@nauxquas tem
ourvas tenaaOGdeformag&o que, dentro da aproximsgao re
querida pelos célculosg, e ate um determinado limiteg
podem ser representadas pela reta:

G=&.E

2°) = A constante de_proporciopnalidade E, modulo de elasti=-
cidade, é fungaoc do material e do esfor¢o normal (tra




gao ou compreasao) consideradoo

Para o8 agos o mbaule de_elasticidade a tragao é prati-
camente igual 20 modulc & COMPressac; difere muito pouco com 9 bti
po e a resisténgia § ruptura do ago considerado. Seu valor médio
e B = 2100 t/6m" e :

3 - Para os coneretos, O galor de B,na deformagao imediata,
& varidvel entre 200 e 400 t/em®. Para levar em conta o efeito da
deformagao lenta pode-ge gdctarg nos cileulos, um valor da ordem
de 150, 100 e até 75 t/cm”.

2 Para as madeiras, o méaule de elasticidade é da ordem de
100 t/cm”,

Outros valores sac encontrados nos manuais de Engenhariea.

4 - Blasticidade:- O termo elasticidade, em seu sentido mals am=
plo, & empregado para caracterizar a proprieda
de de certos corpos_que, depois de terem sido deformados retomam
a forma e as dimensoes inieciais, quando se apulam as causas que
deram origem & deformagad.

< Esta propriedade pao depende da equagao da curva tem=
sao-dgformacgao, existindo materiais, como por exemplo & borrachsg,
que nao gatisfazam & lei de Hooks e que,apssar disso,sao conside-
rados elasticos,

Em "Teoria da Elasticidade® s em nResisténcia dos Mate-
riais®, consideram-8@ wglasticos®™ os materiais que; alem de reto-
marem as formas e as dimensoes iniciais, quando descarregados, 32
tisfazem tambem a lei_de Hooks, segundo a qual as deformagoeés 8ao
proporcionais &s tensoes.

A major parte dos materials de construgao ,Ccomo 08 agos8,
ferro fundido, madeira, concrete,etcCo, satisfazem a lel de Hooke
e podem, até certo limite do= esforgos aplicados 8er considerados
elasticos.

5 - mxercfciogs~ 1) O tubo de ago da figura 8, com ralo r=30 cm
v e espessura e = 0,3 cm sers submetido a pres
sao interna p = 10 kg/gm” . Sabendo que © mdulo de elasticidade
do ago é E = 2100 %/cm™ pede-se O

aumento de diametro do tuboe

Chemando AT © acrésci
mo do rajo, devido a pressaoc p, a
deformagao da circunferencia se-
ra:

gis on(n+An)-2Tn_ _ _An e i
2Mn T
De acdrdo ccm a lel de
Hooke: .
G-'—— éc. E
mas 3 Figura 8
S 2.’1. 8

e
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donde:
% G gL e 10%30 2
o= FEr EeE 0,3,2100000—0’00048
0 acrdscimo do didmetro &, entao:
Ad=2An = 2n§ = 2530x0,00048 &£ 0,03 vm

2) Na figura 9 é apresentado um esquema da ala-

vanca de um sinal ferroviirio. Os_bragos da glavanca,AB e AC, es-
tao na relagao 5:3 1, Admitindo

B 18 & que da extremidade\inferior (C) da
2 alavanca, até o sinal, o fie que

o prende seja de 5 mm de diametro
e 140 m de comprimento, a férga a-
plicpda em B igual a 18 kg, o des-
locamento produzido no pontoD (ex-
tremidade do fio) 5 em, pergunta -
8e qual o deslocamento que se dara

em B?
Eosac Ry L —==D Chamando d® o deslocamen=
to em By e 4 0 deslocamento em C,
Figura 9 terwsesa.

d=5d=5(5+A2)
pois o deslocamento do ponto C é igual a 5 cm mais o alongamento to
tal do fio_Qp&h_

De acdrdo com a lei de Hooke:

AL
A E3S
onde; N = 5x 18 = 90 kg, e admitindo:
E = 2100 t/cm®
vem: x
Ab= - 90x14000 x4 2 3 em

2100000 xTI~0,5 x 0,5

Finalmente;
=5(5+3) =40 uvm
Se o fio CD fdsse indeformdvel ter-se=ia:
d’= 25 orm
3) Na figura 10 é apresentado um pllar de conere-
to, com 4% barrasde ago. Quais as tenaoes

no concreto e no ago gquandgo da aplicagao de
uma fdrga, P, de compressao, nas faces exX-

T

tremas? }i {:

|

| |

Chamandos ) ;! '

i i

'8, = drea da secgao transversal do can i ¥

creto; I it

i

= . | |
S, = 4rea da secgao transversal de a-= 3l T e
LH Vil i

5 ° ®

Ge = tensao no concreto devida a P; el
Gp = tensao no ago devida a P, % -

deve-se ter: Figura 10




1) Condigao de equilfbrio numa gecgao transversal:
P=G‘c8c +G;'Sf

2) 0s dois materiais, ago e concreto devem apresentar a meg
ma deformagao total:

Al=18, =28

onde & e &, sao, respectivamente, as deformagoes no ago € no
concretos.

Portanto:
% _ G
é{’_ Ef o Ec
ou:
Ee

onde m é a relaqéo entre os mddulos de elasticldade do ferro (Ef)
e do concreto (E;).

Substituindo na primeira equaqgo vems
P=6.S¢ + 'TIGC"S; = G¢ (Sc+ T’LS;)

Finalmente:

a8
Gé— Sc"*‘ﬂSf
Al P

Sc""'n»Sf

isto é, a tenséo no conoreto é a mesma que Se daria numg barra de
material homogéneo com area da secgao transversal (secgao ideal}

igual a:
Si:Sc’i‘ﬂSf

Admitindo, por exemplo, que a secgao transversal do pi-
lar seja um quadrado de lado (figura 10):
a=0=30 om

e que a armadura seja formada de qyatro ‘barras de ago de 3/4 de
polegada pergunta-se quais as tensoes produzidas no ago € no con-
cpeto, respectivamente, logo apes a aplicagao da forga de compres
sao P = 48 t. ‘ :

No caso em questao tem-se (d = didmetro da barra):

2 —
Sp= 4x '"f 314x19 11,40 omn?

Sc = 3030 — 11,40 = 888,60 om?
Adotando=-se: 11=-€¥L-= 15 , Vems
c
Si= 888,60 +15x 11,40 = 1059,60 ¢m?




(s

= . 48000 _ 2
%= Tops 60 = 453 feqyferm

Gp = M6 =679,5 Fg/om®

4) A8 trés barras (de mesmo material), AB, CB e I
DB9 da figura 1l estao situadas no mesmo plano. Pede-=se determim
nar a forga em cade uma das barras quando se aplica no né B (pog=
to comum as trés barras) a forga P, sabendo que a ares da secgao
transversal da barra BC é SBGs%eng
e que a area da secqao transvers=
sal das barraszlnclinadas 8: .o v
SAB . SBD = 2 CmM” o

Como as barras sao arti-

culadas nas extremidades o esfor-
GO que aparece em cada uma delas
sera exclusivamente uma forqa nor

P mal. Seja X a forga que age em BC
e Y a forga nas barras inoclinadas
Figura 11 {devido & simetria, o esfdrgo nas

duas barras, AB e BD 6 0 mesmo).
A dnica equagao que a estdtica fornece é:
P=X+2Y.cos60°=X+Y

_Para resolver o problema é necessario estabelecer mais
uma equagao, que se obtem igualando as componentes, segundo BC,
dos alongamentos das trés bar-
ras (figura 12).

Admitindo que o0s a-
longamentos At (da barra BC)
e As (das barras inclinadas)
sejem suficientemente peque =
nos de modo a poder admitir-se
(figura 12):

x=60°
vem:

AM.cos60° = As

equaqao esta que, juntamente com
a fornecida pela est.atica9 per
mite determinar X e Y, - Figura 12 \

Aplicando a lel de Hooke, vem;

i ds) Xtsc ._
A= Essc )
_ Yiao
ke E Sgp

onde { e 1 aa09 respectivamente, o0s ccmprimentos das barras
BGC e BDe E.O modulo de elasticidade do material.

Como;

P={ge = L5, co860°




S T

a equagao acima Se escreve:

? 0°= ot Y? L X2 cos 60°
o R O A e o E S, ESsc
isto e:

2Y & =X
ou: ; Seo 2 Ssac
i s | 4x3 v _
X=4Y S = ) Y = 6Y
Substituindo em:
P=X+Y

vem:

Finalmente:

6 - Deformagao transversal:- A deformagao lopgitudinal que se aca
v ' s ba de estudar nao ¢ a unica que 8e
d4 puma barra sob a agao de uma fOrga normal; ha tambem uma defor
magao transversgl, que se verifica em tddas as diregoes perpendi-
culares & diregao da férga e que & proporciocnal & deformagao lon-
gitudinal &, e de sinal contrario: :

&t=—9& =—__i_g
m

0 coeficiente de proporcionalidade Y , denominado "coe-
ficiente de Poisson", é variavel ocom a natureza do material. ' Nos
caleculos é, também,comum empregar-se O "inverso do coeficiente de
Poisson™: 1 :

0 valor de v, para os metais,varfa entre 0,3 e 0,4: pa
ra o concreto ¥ varia entre % e 2?'5. X ’

A variaggao de volume de uma barra, nao é pois proporecio
nal a sua deformagao longitudinal; assim, a barra de secgao vrans
versal quadrada (de lado a) da figura 13 tera seu comprimento au=-

mentado de ! para

t+Al =1(1+E)

N T ea o == .
— LM a sug secgao transversal reduzida
R S L Pt ~—- de a® para:
L L k a?(1-vg)?
e seu volume variando de V = La”
ara
Figura 13 ¥ [
> V+aV=2(1+8)a?(1-v &)

V+AV=V(1+8)(1-VE&)*




V+AV=V(1+8&)(1-2V &+ V2€2)

Desprezando os termos que contém o quadrado de & por ser
essa quantidade muito pequena (para os materiais utilizados nas

- construgoes) vem:

dondse

V+AVEV(1-2V6 +8§)
V+ AV V+VE(1-2V)

ALY =g (1-29)

Como por hipltese & & positivo (caso da tragao e v & em

geral positivo e menor que 0,5 conclul-=se que o volume
tracionada aumenta.

da Dbarra

No caso da compressao havera uma diminuigao
do volume da barra ( & e negativo). 3

7 = Solicitacao triplas- Podemos agora estudar o caso mais geral

em trés diregdes ortogonais.
cubico de um corpo qualquer subm

F‘igura

de um corpo solicitado por fOrg¢as normais
0 caso, por eXemplo, GO
etido a esforgos, cortado de modo

slemento

*65
g
I <%,/'
] /
L I/
l V4
G : &
i
1+83 ,/45K:----—-'-----f ;;7@
(,“z ,/ 3
4 H 1+62 -
y ]
Y ¢//
& g fiimin |
G3

que suas faces sejam paralelas aos planos em que agem somente as
¢y e 63 (tensoes principais). Neste caso (fi

tensoes normais Gy, 9
gura 14), se o cubg tiver
magao &4 na diregao de

Entao

&,=31 _ 9l 5 6aty i1 Fe

seras
Gi a

oriunda de ©;:
oriunda de 03 :

oriunda de 63:

E ER s il

arestas de comprimento unitdrio; a aefor,




‘ - 13 =
e andlogamente, nas uiregdes de G, ® G '3 respectivamente:
R e‘,)]
§3= {03 - (0 + )]
A alteragao de volume causada por essas deformagoes é:
By =L =(1+8,)(1+82)(1+ &)1

ou seja, degprezando os produtes de duas quantidades muito peque-
nas, como sao 08 & s

) ml-—»

gv-‘-‘éx’*‘&z*‘&g

gue se pode escrever, em fuan,o das tensoes principais:
1 v :
Gv-:? (G1-+Gz +G-3)"" —%—‘(Gj + Gz -+ G%)

év: —-1:E—2—\-7—(G'1 -+ Gz -+ 63)
ou:

(Q: _T%l—) év‘—f»% (@14'6'24-6'3)

& Quando G; = Gg = Gz = p, caso de pressao ou de depres
sao uniforme, tem-de:

e 1—2v S 1 o
Syl SRR = IR

A quantidade, andloga ao médulo de elasticidade E, defi
nida por: -

- s | R E
K"‘éﬁ""s&-z) 3(1-2v)

dé-se o nome de "mddulo de elasticidade volumétrico" do material,

-

Partindo das férmulas:;

p— —

61—9(€2+6-3>

4
E
E,z=——é—'-:6;-—9 (6'34_6,:)-1
1
E

63‘--' 6'3 by 9(@1+62)-
tem-g6: ¢ % 3
- _ 12V /e
614'82 +83 = 8\/ = _E———(G'l + Gz -I-Gg)
a) e Pop A

1-2v
Da primeira férmula tira-se:

Egg = Gi —9(6-2-1-6'3)




i ol

01—-E&s
v

Subtraindo (b) de (a) resulta:

b) Gg+€3=

G-I__ EE)V o EG1 o Qa

o v
6—‘(130 >=E(1féo e §1>
o 1::9 '(é“’ _19—_&2\:7— [

Analogamente Se obtém:

g T +_€_v__>

m-+1 & -2
a1 e Sv )
e m+1 (83 & m-2

RBssas formulas determinam as tensoes G 1» G, © 6"? am
-

fungao de &l, €, e & (note-se que Gv gl G 63§ Ex

8 - Ererc{cio:~ Na figura 15 & apresentado um tubo ds galdeira,
com os topos fechadog, submetido a pressao inter=- i
na p = 5 kg/em”. O diémetro do tubo 6 d = 2m e a eSpessura e =0,4 :
cm. Sabendo-se que o -modulo de elasticidade do material e o coe-
ficiente de Poissogé sao respectiva

mente E = 2100 t/em*, ¥ = 0,3 pede- Ty o
se calcular o aumento de comprimen- s
to, o aumento do diametro e o aumen (G t
to da espessura do tubo. Ge G2 D
=Zm
De acdrdo com o0 que Sg a &
presenta na figura 15, as  tensogs i
G, & G, num elemento do tubo sao: -
1 2 IR A e e |

e pd 5x200 + 1\
L ) I ) e 1280 ™Y /om? Figura 15
Thel 1 pd Gi
Go= . =R = = ‘Pé% 2
2= P s = > G25 Jem

No elemento representado_na figura tem-se, na reallidade, -
um estado triplo de tensao: a tensao G% (normal ao plano de 6”%
e Gp) estara compreendida entre zero (face externa)e p =5 kg/om
(face interna). Como seu valor é muito pequeno quando comparado
com os valores de G e 6“3, adotaremos 6”3 = O,

L - o0
Calculemos as deformagoes nas diregoes dessas tensoes:



i 1250-0.3 x625
= e Gy — VG )= . =0,00051
&1 E (& ) 2100 000 o
L 625-0,3 x1250
Ea= — Gy~ 267 )= 2 =0.00012
T b ) 2100 000 ;
9 0.3 (1250+625)
g, =" FANSSE NI [ =-0,0002
Aih e (61+62) 2 100 000 4

0 aumento do didmetro é:
Ad=6,d =0,00051 x 2000 = 1,02 mm
0 aumento do comprimento é:
Al =§,1=0,00012 x 4000 = 0,48 man

0 aumento da espessura é:
Ae=E,e =-0,00027 x4 = —-0,00108 mm

B - CISALHAMENTO B TORGAO

9 - Deformagao por cisalhamento:- Considerg-se a barra prismatica
(de secgao transversal de arga
S) de comprimento { suficientemente pequeno para que, sSob a agao
da fdérga cortante_Q, se possa desprezar o efelto do momento fle-
tor na distribuicao dos @ devidos a Q.

S—1 1 2
N De acordo com 0 que Se apre -
-------- Senta na figura 16b duas secgoes distan
() tes entre si, Ax, deslocam-se, uma em

§§

\ | :

%s relagao a outra de AV,
\

e
——

v Suponhemos, entao, que para va
lores crescentes de Q (a partir de ze=

@ ro) se determinem os valores correspon=
dentes de Av(figura 16b). Ter-se-a de
terminado, numa experiéncia désse tipo,
a fungao:

‘~7 o Av
Flgura 16 sz 2; =£(§)

a qual, para o8 mageriais usualmente empregados nas_constrques é
uma linha reta (até um determinadc valor de g, fungao do material
considerado).

AX

Em outras palavras, as tensces de cisalhamento
g )

S
sao proporcionais &s deformagoes:
AV
Ax
Pelo fato de ser Y (figura 16b) um f&ngulo muito pequeno,
ao qual se 44 o nome de "distorgao", pode tomar-se:




= 16 =

~ _ _Av
X—t%X' Ax
e a lei de Hooke, no caso das tensoes de cisalhamento se escreve:
e A s
= ax T @
onde % é o coeficiente de proporcionalidade.

Hagr” ¢ constante G, relaqéo constante entre a tensac Ge a
distorgao y, dagse O nome de"lMédulo de Blasticidade Transversal";

seu valor é fungao do material considerado. :

bTempse ainda:

QAXx
SG

Para obter o deslocamento total v (figura l6a)basta con
siderarmos, nas formulas anteriores, Lxx como infinitamente peque
no e integrames a expressao acima. Vira:

Av=xAx=%%Ax=

b
v=\_adx
°<ss
e no caso da barra de secqgo constante submetida & forga Q resul-
tas
ve ot
G8

férmula andloga & que obtivemos no caso da defOrmaqao por tragao
ou compressao:
SERINE
i

Nao sendo uniforme a distribuigao dos G, comg § o caso
daes barras fletidas, ter=se-a que introduzir na expressao de Vv um
fator de corregao 76 :

2
% Q
V= ———d
‘2 S
expressao que, quando a secqao £6r constante tornar-se-i:
R
. 13
v=—=3 :&dbc
visto que 7e,_para um mesmo tipo de solicitagao, sé ¢ fungao da
forma da secgao; se Q também fOr constante, obtem-se:
26 Q.2
G.S

0 fator %, no caso_das vigas fletidas pode ser tomado
igual a Bo onde To € a tensao de cisalhamento no centro de gra-=

vidade ¢ Gp = % é a tensao média.

V=

N Tal assergao justifica=se do seguinte modo: pelo fato
de nao ser uniforme a distribuigao das tensoes de cisalhamento na
secgao transversal, nem todos os pontos desta tém o mesmo deslocg
mento; por isso a seccgao transversal se deforma deixando de ger
plana (figura 17). Junto as bordas, por serem al nulas as tensoces
de cisalhamento, a gecgao permanece normal ao eixo (deformado);ae
ponto em que a tensao ¢ maxima, corregponde uma inflexao da sec=
¢aoe. Quando esta 8 simétrica em relagao ao eixo, o plano tangente
a secgao no seu centro de gravidade, por simetria coincide com ©

-




- 1%

plano primitive da aecggo 6, portanto,
o deslocamento da barra, correspondsra
ao deslocamento de seu centro de gravi
dade.

Admite-ge_que: sSe no ceniro
de gravidade a tensao G, & v vezes 4
tensao msedia, isto e:

%o'—— %’Gm

entao, a deformagac também serd % ve-

zgs maior que a que se daria se a ten-

sao de cisalhamento fosse constante em Figura 17
toda a secgao.

Bn resumos

d = _1'6_@'__
ve D2 d=x
onde:
P Go
Gm
Mas:
-
g°-'{hz
JA " 2
Bm=—3
donds:
prigec
o .2
podendo=se, antao, escraver:
L. 4
% Q Q@
v=\-—2<=_dx = dx
GS G&oz
o (o}

No caso do reténgulo tem=se 7= 1,5 6 no caso do c{rcu-
lo, 7%= = . Ao tratarmos_ da "Energia de Deformagao” veremos outr o
processo para determinagao da constante 2.

10 - Distorgdo. Relagho entre G e E:- Voltando a considerar um e-
lemento de barrg , submetido

a uma tensao de cisalbamento uniforme & , verifica-se qug esta ©
rigina uma deformacao sem no entanto acarretar uma alteragao de vg
lume, pois como se vé na figura 16, ¢ volume gue era igual a S.AX
permanece o mesmo depols da deformagac.

H4, pois, apenas uma "distorgao” caracterizada pelo éngu
lo ¥y o O elemento de lado unitdrio ABCD, representado na figuwra 15
deforma=-se sob a agao de G tomando o aspecto de um losango AB°C'D,




- 189

0 efeito daquela_ tensac deve ser equivalente, como se viu no esta

do duplo de 1:3:1.'3&109 a0 de duas tensoes normais, perpendiculares en
7

tre s fazendo dngulos de 45° com a direqao de @ e iguals a:
- G‘i - "
1 ¥ 2
B A~
A \ R / = S
‘/]_’ \\,7 B!
2 X\ /,/ Daf, como, Gy = 0, por
T o [ nao haver forgas perpendiculares
/,/\ ac plano da -figura, ter-se:
/' \\ C 61 + GZ + Q3 =0
-G b T~~d4Y \ | e consequentemente:
h]
& G_ &v -—'O
1
Figura 18 0 alongamento &, caue
sado por G3 e G, na }regao

de G deve corresponder a diferenga de comprimento entre a maior
diagonal do losango AC®* e a diagonal do quadrado AC =\/2 isto é:

8= ACTAC  ou AC=AC(1+6,)=VE2 (1 +6)

e analogamente:

‘82=BDB;§;D ou B‘D=W/2—(1+€z)

Como Gz =0 temese ( G =~ Gy =0):
81"—-—15—"(63 —\?6.2)=—§—(1+\))
bam A (G961 )= =B (149) =~ &

e da consideragao do trifingulo AOB' da figura 183
b (1_ ; 0B’ =' EiDN SIFEIE. S
N oA S e e T e
Mas, como ¥ &, por hipStese, muito pequeno, vem:
('TT i X)z 1-tq¥%2 o 1-92
1+t% 8 1+¥/2

donde:
Sl 2@6
Substituindo em:
G
= =—x(1+7Y
L (1+9)
Vvem: E mE

=5 2(1+v) = 2(1+m)

No caso do ago, tem-se:

E=2100 t/cv?
v=0,3

e




=t Fe

dondea:

G= 221060 2 800 Ry /int

11 - Deformacaoc por tergBo:- A topgao de uma barra prismatica de

" ecqao circular,ou em corda de efrcu
lg, faz=-8e sem Que a8 SecgQes transversals se deformem; elas man-=
+8m sua forma primitiva mas deslo- :
cam=-se angularmente, umas em rela=
gcao as outras. Assim (figura 19),
duas secgoes afastadas de ds deslo
cam-se de um dngulo 49 de mpdo que
um ponto A? da sSegunda secgac, que Sl
correspondia a um ponto A dc primel
ra, passa para Bf, ponto que corres
ponde a B; tem=se, pois:

AB=1dO=AB= yds ds B
donde:
n
Mas:s 9
X (S
S
’6=- M{,.J’L
Jp
Portantos
o= Mt.ds
. G.Jp

8, bara deformaqgo angular total da barra de comprimento L, sub=,
metida a um momento de torgao variavel Mg:

Y] ‘et e
5 537 ds
[+
Se além de G, também.ﬁt e Jp forem constantes, tem=se:
o= M.
G.Jp

4 quantidade Gip chama=se "produto de rigidez transver-
sal®” da barra. : :

12 - Secgao nfo circulars- O problema da_deformagao de barras tor

e cidas de secgao nao circular foi resol
vido por Saint Venant. Na tabela VI do livro "Calculo de Concre-
to Armado”™ - Telemaco van Langendonck, encontram-8e 0S8 valores de
J¢, quantidade analoga ao momento polar de inercia, e que multi =
plicada por G, da o produtg de rigidez transversal da secgado, com
o q%?l se obtem a deformageo angular total da barra de comprimen-
to 12 L

L
2] Ggh_ds
()




ou, se além de G, também My e 7y forem constantes:

s
- G.J¢

T e Alguns dos valores de Jy que Se encontram na tabela cita
da sao os seguintes:

1) Para o cfrculo: = JP.-.-g_g—i: 0,125 sd?
2) Para o octdgono regular: Jy = 0,130 sd?
3) Para o hexdgono regular: Ji = 0,133 Sd?

4) Para o quadrado: Jy = 0,1406 sd*

. 4
5) Para o tridngulo equildtero (lado b): Jtz ‘%‘o{’ =0,15 Sd?

6) Para a elfpse de eilxos be h (b> h): P XYL
: t=36 Ter 02
i Nessas férmulas, S é a 4rea da secgao e d o didmetro do
eirculo inscrito, I

- No caso de Secqges com espessura uniforme, @, pequena em
relagao ao raio de curvatura do eixo longitudinal (figs. 20 e 21),
tem=sa;

e
e
3
Jg-ﬂe
P
Jc""de3
S
Figura 20 Figura <1

13 - Deformagao longitudinals= Aldm da deformagao angular, a bar-
ra torcida tambem sofre um encurta
megnto longitudinal. Vejamos, por exemplo, o caso da barra de sec
gao gonstante, em corda de cfrculo, solicitada por um momento de
torgao também constante; com a passggem do ponto A' para B! (figg
ra 19), a fibra AA' tomando a posigao AB' faz com que as duas seg

A A

{ £CDSX

A B*
7y PN R

Figura 22




caln

q0es transversals efastadas de ds (figura 19) se aproximem, tor=
nando-se a disténcia entre elas igual a dsxcos y . Se a secgao da
barra fosse ume -corda de cfrculo extremamente delgada de raio I,
o seu comprimento passaria de { paras

i 2 o fGZ
LoAt=Leosy @ (1- &) =t (1- 567
donde o valor da def’ormaggoz

s el B G

[ g T

Se a corda de c{rculo tiver maior espessura, os ralos de
seus diversos elementos variando entre rj e rg darao lugar a valo
res diversos de G e o formula anterior nao se aplicara.

Se ~& £8r o endurtamento procurado da barra,note-se que
tddas suas fibras-.situadas a uma disténecia_r do centro = as quais
se fossem isoladas, sofreriam uma deformagac - &, = serao solici-
tadas por uma tensao normal capaz de compensar a diferenga entre
=& 8 =& , ou sejas
2
= + &

<>~=E(—&;°+s).—.5(2'g

A resultante das tensoes normails, em tdda a secgao trans

versal deve ser nula, logo:
Re Te

2MnGdn=0=2TE (—2%;— o &)ndﬂ.
Masg Gy (e
- R
Jp
. donde s e

2

NE («ﬂ—).n?+ 2¢n|dn=0
GJp

ou:; e

Mg >2 A=t 2 L% ~ gy ¥
( SJp = + é(ne T ) @)
Finalmente:

2es _t4_t_>2_n__éi+m“ _ _TE+ B
GJF 4 4G*

designando por G, e G; as tensoes de cisalhamento, respectiva -
mente, nas fibras exterﬁa e interna da barra.

Se sua seeqao transversal £or um c{rculo,vird rs = 0,dom
de Gy = 0 s3
_go_Ge
4G=

As tensoeg normais G atingem seus valores extremos para
r=ry 6r =r>rge sao,. respectivamente:




G}t Ge
(oS — =75
VEET
J G
G =E T2 FesC

Se a barra for engastada nas extremidades de modo que se
obrigue a condigao &= 0 vira:

6= EG?
262
~ » ~ [ 4
e a forg¢a normal que o engastamento eXercera sObre a barra seras
Ne ne

2
= - 3 Re" T Qi4
N={ 2Tn6dr = ﬂE(GJP> Adn = ”E<GJP) =

ne ni
ou, como MN(nd-nf) = 2dp

N= EM{  _ -ms+1  _ ™M@

2JpG? o C’ILJP

onde m é o inverso do coeficiente de Poisson.

14 - Aplicagoes:= 1) O tubo de parede fina de comprimento -L da

: flgura 23 esta submetido ao momento de torqao

Mi. De aquanto aumentara a deformagao angular © se praticarmos u-
ma ranhura segundo uma geratriz?

. , Antes da ranhura a defor
magao €:

o,= M.t

G. Ji
Y Depois da ranhura ter -

868=33

e i Mt ‘E,

G dt
Portanto, a relagao en-

Figura 23 tre as asformagoes e:
Oz _ _Jt
CR A

Mas, no primeiro caso:

T(dg- ) il 4
Jgp= Tdes il o T (20%-187)

€ no ssegundo caso:

J’= ’ITd.es__ m(de +d¢).e3 _ Mix19
t R z oM 5,2

Finalmente:

2 (20°-184)3 _
o 32x19 e 2
donde se conecluil gue por efuito da ranhura a aeformagao:

8, = 270 ©,




|

= 23 =

%) peterminar o alongamento Al (figura 24) pro-
duzido pela f8rga P em wna mola helicoidal (a secgao transver sal ;l
do Tio da mola e circular) de espiras muito proximas de modo a PO
derem ser considsradac horizontals,

4

Un elemento ds da mola
sofre, por efeito da forga P a

deformagao: d=2n
C

de= Mg.ds
G.Jp
& qual corresponde em-B, 0 des-
locamento vertical dAl ,

De acOrdo com a figura
24 tem=-se:

BB _ R _ _datl
BM (o Cde +_
ous yaX4
dAt=Rde B b
’ /mds
Chamando d 0 angulo D=2R —¥ R
segundo o qual se projeta no pla
no horizontal, o elemento ds , Pigura 24
tem-se:
ds & Rdx
Portanto:
GJP
mas My = P.R; entao:
E 3
dat= PR 4«
G.J?

Finalmente (n é o nimero de espiras):

2Tmn
A'?. =j P ~R3 d.O(

GJp
(o]

No caso de R constante (figura 24):
. %
Al= PR omm

de
substituindo: Jp= TrdA vem
I 32
Ale 64.m.PR _ 8npD
G.d4 G.d4

P D \3
Al = 8n —-—<—-—)
- Gd \d
Vejamos a influéncia da fdrga cortante. A deformagao to-
tal produzida pela forga cortante Q = P e
i L
GS

mas: L=n2TMR=nTD TELE
BS= =




= 0 -

donde:
4PnTD P D
—2SENIE - r gy, S
Gmad? 2 ( 2d

Como, por hipétese, o didmetro D & muito maior que 4,

Segue=se qu; PRk
(3)2(221) -

isto 8, o efeito da f8rga cortante é desprezivel.

— Rk
No caso da hélicg cdnica (£i=
. gura 25), em que a projnqao da mola &
a espiral:
2Mn
| vem:
Re 1M 2mn
t=—L \Rldoc=-32P | R*d«
c de 2 ad4G
o}
2
Ab=1680 (REARE)(Ri+ Re)

Quando Ry = 0 resulta (Dg=Rg):

_ 16Pn P Dz)
At= <:146Rz S Gd(d

Figura 25

3) 0 eixo de transm;ssao da figura 26 trabalha
com 100 rotaqoes por minuto; na polia A sao fornecidos 70 H.P,;na
polia B sao retirados 30 H.P. e na polia C sao retirados 40 H.P.
Calcular os didmetros d
dg ,respectivamente nos %re
chos AB e BC, com a condi=
¢ao de que a deformagao an
gular, por unidade de com=
primento, 8/t , seja no ma

imo 0,25°/m,sem que se ul
trapasse a tensaogadmlssin
vel &= 600 kg/cm®._ Admi-
te-se G = 1000 t/cmao

C
=

[T »
T o

ds

T
M

0 problema se re-=
solve, por tentativas, pro
curando determinar o diame
tro d que satisfaz ao mesw
mo tempo &s duss condigoes: 30 HP

£G 701

()
40P
% < Q.ym

A prlmeira condi=
gao conduz a (My é o momen -Figura 26
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to de torgao): |
1_

1M =
B=—rg— €

isto é: ¢
d>+/l8h
Ve y
A segunda condiqac conduz a:

32M¢ 180 A
ndaGc T < am

isto é:
d></32.1so.mt & 4/ 584 My
o MG a 1°G.a

0 maior valor de d, fornecido pelas férmulas:

Bt
=

3
2 16 Mt
d.-— e

‘_“‘/534 Mt
d= G.a

é, desde que se fixe, também, a condiqao de construir o eixo de me
nor didmetro possivel, a solugao procurada.

Apliquemos, ent.Eo9 para resolver o problema proposto, W
ma qualquer das férmulas acima, por exemplo:

_ 4/ 534 Mt
d_'V G.a

No primeiro trecho tem=se:
Mp= 71620 - = 716,2 x 7O kgxom

donde:
_4 584!4:Mt o~ v Mt
dly= {38421t & 605\
4
d,= 605/ 716270 « 15 ¢4m
1000 000
No segundo trecho tem-se:
My = 716,2 x 40 ‘fk%xaw»
donde: il
4
e 95_\/'?16.2x40 ~ g
2=0, 1000 000 1
o Vejamos se os difmetros assim calculados satisfazem a con
dicao:

LG
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No primeiro caso tem-se:

%= leMt _ 16x716,2.70Q
md,? 3,14 <1000
. No segundo caso tem~se:
(™ 16 Mt Ay 16x'716,2x4o
.3 3,14« 729
A solugao do problema &, entao:
dl = 10 cm
ds = 9 cm

C = FLEXA0 NORMAL

15 = Deformagao angular:- Consideremos (figura 27)

. barra solicitaago
M e estudemos a deformagao que nele Se_ dé.

da hipdtese de que o material obedega a lei de Hooke e de

o)

d@

I ds (1+8Y) %

Figura 27

= 255,4 < 600 h%/cxm,z

=200,2 < 600 ®g/vm”

um trecho de
por um momento fletor
Para isso parfirexnos
que as
secgoes transversails
permanegam planas de-
pois da ueformagao (hi
pStese de Navier).Tais
suposigoes levam(no ca
so de barras retas ou
de raio de curvatura
grande em relaqaozm di
mensoes das secgoes
transversais)a admitir
a distribuicao Ilinear
das tensoes ( hipdtese
de Bernoulli).

Assim sendo,
um elemento da barra,
limitado por duas sec¢=
goes transversais afas
tadas de ds, sofrerd u
ma deformagao caracte-
rizada pela r@umao das
referidas secgoes, em

térno da linha neutrg, de modo que as fibras extremag da barra,so
licitadas pelas tensoes normais de tragao e compressao 07 e <T“
alongar-se-ao de um lado e encurtar-se-ao 4o outre, de modo a fi-

carem com comprimentos ds{(1l + &) e ds( 1
€?==———— >0
&\\=_— <O

0 dngulo 4a

(? ocasionado por essa
gces transversais é: ;

dLP = ta d®

Da figura tem=~Se:

+ &"), onde:

deformagao entre as seg
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P ot D _ 4 : . °
.....§ :_L%-—-— ?[d5\1+5> ds]',‘z—' "2"[&5(1"'6) ~ds (= 'au !
Portanto: |
d9 = tgdg= B ds = - & |
Substituindos %
v G ™M
Serganiamy
1 \\_‘__:__;__P’_L‘, "
el
tem=86: .
9= £5-ds
a® ™
ds Ed

equaqgo diferencial da deformagao angular provocada pelo momento .
fletor.

16 = Bquagao da linha elastica:- Por efeito da defonmaqao, o eixo
da barra (L.N., na figura 27) pas
sa a ocupar nova posigao (L'.N?. na figura 27) no gspago. A curva
L'N' eixo da barra deformada denomina-se "linha elastica®.

De acdrdo com o ,que se apresenta na figura 27, OA & o raio
de curvatura_da linha elastica no ponto A; além disso, como na 1li
nha neutra nao aparecem tensoes normais devidas a flexao9 o arco

BR® &:
= ds =0A.d@

Chamando P o raio de curvatura no ponto A ( ? = Q0A) vems:

Portanto:

A expressao do raic de curvatura de uma curva referida a
um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais &, a menos do si

nal:
Lo (e)"

f5 Ty
dc?

0 numerador dessa exprassaog no caso de vigas retas {an-
tes da deformaqao), pode ser admitido como sendo igual a unidade,
para a maior parte dos problemas da pratica; ésto é possivel por-
que, em geral, nas vigas fletidas o valor de e mnito menor do
que a unidade, e, portanto, pode desprezar-se, sem érro aprecid -
vel, o seu quadrado em face da unidade.
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Ter-se=a, entao, na maioria dos problemas da pratica:

e
; oy

e, finalmente, a "equagao diferencial da linha eldstica":

1400 MR- b el
P cﬁga S SE )
Nessa eauagao M é o momento fletor na secqao de abcissa
X e y a flecha ou ordenada da linha eldstica nessa secgao.

0 sinal a ser escolhidg para o segundo membro da equaqao
diferencial depende da orlentaqao gue se fixar inicialmente para
oS eixos de coordenadas; € o que passamos a discutir.

0 "produto de rigidez" da barra, isto é, o produto EJ,
€ sSempre positivo; o momento fletor M, po caso de uma viga reta o
rizontal, é positivo quando produz traqao nas fibras inferiores ,
isto é, quando o centro de curvatura da linha elastica esta acima
da viga (e negativo em caso contrario).

0 sinal de __I depende, porém, da escolha dos eixos coor
denados: 0x e Oye. dx

Considere-=se, por exemplo, o0 caso da figura <8a, de uma
viga reta submetida a momento fletor positivo.

%1
Lale i % S | =
“%;‘ y s !
A B A B
linha eldstica linha eldstica
(a) ¢ (b)
Figura 28

No ponto A (figura 28a) o valor de ay ¢ negativo, & no
ponto B %% é positivo; portanto, guando X aumenta %%, aumenta.

Mas L? tg Y = —1, portanto, quando x aumenta %;‘g (no

caso ds_= dx) é positlvo e9 desde que, por hipotese,M é p081tivo,
a eauagao a adotar é: EJ

d _ d*y M

dx  dx? EJ
No caso da figura 28b (onde se considerou o eixo dos y di
rigido para baixo) o valor de*P é positivo no ponto A e diminue™
quando x aumenta; portanto9 guando X aumenta_ég é negativo. Como

gJ é positivo a equaqao a adotar é:




= [0 APy ™M

——

EEE BT e

A equagao aifersuncial da linha eldstica (orientagao dos
eixos da figura 28b):

TN e S P
dax dxz  EJ

é uma equagao linear de segunda ordem, _onde o segundo membro sé 6
fungao de X. Integranco=ss essa equagao obtem=s8&3:

P= g— —2_dx+ ¢y

»

EJ

¥

(.

: As duag constantes de integragao, ¢, © ¢p sac determina-
das pelas condigoes _do problema; 08 exemplos gque Seguem esclare =
cem essa determinagao.

; Veremos mais tarde que a equagao diferenglal da linha e=
lastica, a adotar na majiorie dos problemas de flexao simples, Qque
se apresentam na pratica, € a mesma deduzida neste item para © ca=
so da flexao puré. Isto porgque, pnesses casos, & influéncia da foXr

ga cortante e pequena e pode ser desprezada Sem grande”«é’rro. »

17 - Bxercicios:~ 1°) Determinar a equagao da linha eldstica, e &
rotagao () numa secgao cualgquer, de abcissa X, da

viga da figura 29 (BT = const,.)o

ES 0 momento fletor —auma il ' P
secgao qualquer, a disténclia x 4o _ % - E_x:l.

engastamento, e: 7 X AT
-y e R . = -
= —P(2-x) Z [t
; A equagao diferencial da 2 ¥l
linha eldstica toma, entao,a for- Y

mas

g
Ed-#=+P(Q—x) = I

Integrando vem:

dy  _ 1 x? Figura 29
Ed-a“&:—‘—EJ(?—P(‘E’x——z——\- C:) s

Integrando outra vez:
s Ix? P
EJ'La_ P 5 -7+ Gx +C
As constantes ¢ e ¢, sao determinadas com as condigoes

do problema;
1°) Para x = 0, y = 0 1080 czso

Bé)Parax%O,,&?-O logo ¢; = O




Finalmente:

o ({x 2) 2Ed (22 'x)
"Z]:EF:J(Q’; e —GEJ (3t—x)

h Na secqao.Aq de aplicaqao da carga P, a rotaqao e a fle
cha sao, respectivamente:

(PA— (Q)ne 2pé3

& et
2= (Y= 355

. 2°) Determinar a equagao da linha eldstica, e a
rotaqao @ numa secgao gualquer de abeissa x, da viga da figura 30
(BT = const.).

& : Neste caso o difgrama dos
AR EEEEE TR momentos fletores é a parabola:
A B
A M= £ (2-x)
d A equaqao diferencial da
12 ﬁﬁ linha elédstica se escreveo
. ! a7y
M EJ et B
& N di)('«u2 2 ( )
<P Integrando vem:
8
2 3
: g _Eyg =_1105L_2& )
Figura 30 ISt =EJQ=- {5 +a

Integrando outra vez:
EJ =—Jic&£- +cm:+q)
b & F ey

As constantes de integragao sao determinadas com as se
guintes condigoes:

1°) Para x = 0, y = 0 logo ¢y = 0
25) Para x = L sy =0

logo:

ou:

{4
1—2-+C3‘2 =0
3
=~ 15




==
Portanto:
¢= ge ( Ix? x> P
EJ 2 3 12
ou: g Gia
(P-———'-‘°——24EJ ({ +4x~-6lx
As rotagoes nas secgoes de anio, Q, e ©p 8803
Pr=-Po=ghET
A equagao da linha eléstica é:
R (Q'ch T 33::)
YT RET 12 12
ou:

'LJ AES (Poc 2{’.0:: +'x“)

£, V4
0 valor miximo de y, se obtdm para x = —%— e é igual a:

Hl Loy an gt _1_)
£ 24EJ(2 g PR

p. 8P
384EJ

3°) Determinar a equagao da linha eldstica e a
rotaqao @ numa secgao qualquer de abeissa X da viga da figura 31

(BT = const.). M= f\l‘l
Neste caso, tem=se M = cons A _ B
tante, donde: - P
2 ; L
3'02% =— g‘J = const. Y
; M )
o i oGk s
2
13: —————:J (—g— + C1°C +C2) Figura 31

As condigdes do problema:
1°) y =0 para X =0
20) y = 0 para X = %

conduzem a

: 2 +cl=0 AT AR
isto e:
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Portanto:
o il __L)
P=-+5 (= 2
‘donde as rotagoes nos apoios:
~MPa
g e
A equagao da linha elastica §&:

‘z--—z% (F-4=)

y=geg = (-=)
Esta é a equagao de uma pardbola de flecha:
B 8M£ (valor da flecha na para  x= -

_4°) Determinar a equaqao da linha elastica e a
rotagao ? numa secg¢ao.gualquer de abcissa X da viga de momento de
inércia varidvel da figura 32 (E=

P const.). Admite-se como ,(lel de va
rlaqao do momento de inércia,a se
. guinte:
A
1 __—“‘-~\\ J=___Q£E_ ()ngg;%%
2 bt 4, )
4 /2 1 /2 F
- x\ PO IE— J= JO O x) <;2,__
! 1+2%- RN
M - A viga é, portanto,simé
trica, tendo nos apoios o momento
ot de inercia J, e no centro:
q
I
(J)xz-g— Rt
Figura 32

Como o carregamento tam
bém. é simetrico consideremos apenas a equaqao da linha elastica
(que também sera simétrica) no trecho o € X < é? - Nesse trecho
tem=se:

L Dk al o LR -
M—zoc J_J°(1+2~€
o e | Phe 7wy 4otk x
BT e PR (1+23

ou:

Integrando vem:

A P 2, 2 )
et QEJOQ( e

R
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Por simetria deve-se ter @ = 0 para z = -%n , donde:

S WD (23 1% >
Q_O_ SEIL 3 + 24 + C1
58
24

Cy=~—

Portanto: 3
‘ S R LS R ECH 1. bkt
= Soemee ( g e g 24

5£3—16x3—122x2)=a°l‘3—

(s o3

G
R 48 EJ.L (
Integrando vem:;

3

onde ¢g = O porque y = O para x = Q,

Portanto:

Y= gpigr (St - axt- ate’)

A flecha méxima se obtém para x = NP igual a3
i SR 4{4>

A8EJL \ 2 i g
PP
T )

§°) Determinar a flecha na secao média de uma
v;ga de EJ = const..submetida a uma carga concentrada na secgao
media (figura 32).

Nesse caso tem-se (O £ s%—) :

R
M= ) <
w2 . s alPas
doc?® SUR RS = )
S LGB 7 e
Sh=-gEg(xire)

Por simetria deve-se ter:

isto é:

donde: Q2
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Portanto:

P T ey
Integrando vem:
wi e P e e ‘>
g 4EJ(3 o
onde ¢g = 0 porque y = O para X = O,

Finalmente, a equagao da linha elistica se escreve:

gl % T 2 _ 2
oLl ABES (3t 4%2)
A flecha na secgao média (x = = o é:
___p
= 48 £J

18 - Influencia da fdrga cortante:= Ao deduzirmos a equaqao da 1i

nha elastica das barras retas
nao levamos em conta o efeito da f£orga gcortante, Vejamos que in-
fluéncia tem, na linha elastica, essa fdrga.

No estudo da deformagao produzida pela f£drga cortante vi
mos que o deslocamento vertical dv, entre duas secqoes (aistantes
dx) de uma viga horizontal, proveniente da forga cortante q, é
(item 9):

_ %Q
dv= 2= s -dx
Portanto: 4
OV | e O
dx Q6<5S
e se a viga 6 de secqao constante & Q(x) & fungao continua e deri
vével: g2
o I i GlE)
—_— N ——— =
dx? GS d«x
Mas: da ¥
e e x
onde p é a carga distribuida sdbre a viga.
Portanto:
dap .« 26t
doc? el

é a equagao da linha eldstica produzida somente pelas férgas core
tantese.

Suponhamos, entao, que a linha eldstica v = v(x) pro-
duzida pelas forgas cortantes seja a mesma que se verificarf{a na
viga quando submetida a agao de um momento fletor ideal MQEBf(X)e

, No caso do momento fletor MQS a linha eldstica corres-
pondente e
d2'141 1 Pl
decZs" + mEY
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Das igualdades:

dzqa __dz\i Sty Maq o G TS
R & By @5 i

fr
conclui-se que a hipdétese formulada & vdlida desde que se atribia
a MQ o valor:
J E

Te &P griig. if

e:

Nessas condigoes, a equagao diferencial da linha elasti
ca, de uma viga reta submetida ao momento fletor M = M(x) & a £or
ga cortante Q, cujo efeito (para a determ;nagao da linha elasti=
ca) é equivalente ao do momento fletor Mg = £(x), se escreve:

(m+ M&l

Cl'ar:2

No caso da viga da figura 30, suposta de secqao retangu
lar (b X h), a flecha maxima produzida por M § (x = LS e figura

2
30):
384EJ
0 efeito da fdrga cortante se obtém considerando que:
Tyleli . ¥ =
J‘12 S=bh 7% =15

Admitindo V = 0,25 vem:
Ebe =
_G'——2<1+0)—25

10
x25. -p = 2-19h?

donde: h?
Ma—1512

isto 6, Mq'é constante, pois p e h sao, por hipdtese, constantes.

{/2 (riA flegﬁ? maxima g{odu21da por MQ ge dd, também, para X=
= gura e & igual a:
g M ??
8EJ
£ - Jopht®
32.8EJ
A flecha méxima, devida a M e a My é:

P=f,+8, = £ (1452

Portanto:

onde:

£ _ 10ph*?®*  384EJ =3(_h_>2'
£, 32«-8EJ 5?24 I

Admitindo-se, por exemplog
h 1

R )
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yems: f
'?—2 = 3(0,1)2= 0,003
1

donde:
£=1,003 £,

0 gue mostra ser pequena a ingluéncia da forga cortante, de modo
8,,na maioria dos casos da pratica, poder ser desprezada. RXce~.
Pgoes a essa afirmativa-ocoerm, por exemplo, nos casos de Ssec-
¢oes transversais de pequena area e elevado momento de inércia -

como nas_vigas metdalicas em duplo T de alma fina e altura grande -

pois entao o fator ?,ESQ_ cresce, aumentando o valor de Mqo

No exemplo da figura 29, onde a fdrga cortante é cons -

tante:
Q=P
a flecha na extremidade livre, produzida por Q &:
BREE
Fz—v-— GS “?,
Admitindo que se trate de secgao retangular, com:
X :
e % = bh V=025 26=1,5
resultas
) e
G = 2,5
p _ 45P2.26
s bhE

, A flecha produzida na extremidade livre, pelo momen to
fletor, e:

2o PP
fi= 3EQJ
Levando em conta os dois efeitos, a flecha total nesse
ponto se escreve: °
g=?1 i+ 2
onde: ( 1:’—
P2 _ 15P2x25-3Ebh® _ 15 h)z
£, bhE P 12 16 1

Para h = 0,11 vem:
15
£=£,(;+—16 -o,om)

0 que mostra ser pequena a influénecia da fﬁrqa cortante.

19 - Teorema de Mohr:- Confrontando as equagoes:

e - ot =9
d’M _ dQ dimb e dit "M

TR i dx®? ~ dac EJ
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que ligam entre sf os esforgos agentes numa viga reta:
M = momento flestor
Q = £8rga cortante

p = carga distribuida,
e os deslocamentos correspondentes 4 flexaos

y = flecha

¢ = rotagao

provenientes do momento fletor M; na secho de abcissda X, onde O
produto de rigidez é dgsignado por EJ, conclui-se,_por semelhanga
formal, entre as egquagoes diferenciais dﬁssas funcoes de X, haver
analcgia entre Me y, Q8 O e entre pe T

Pode-ge dizer, entao: se para um determinado sistema de
esforgos aplicados a uma viga reta, se determina ‘0 correspondente
diagrama de momentos fletores M e o valor de il em cada secgao da

viga; se se carrega a mesma viga com 0 diasgrama 'EM" considerado c¢gQ

mo carga, o diagrama de momentos fletores, M', e O diagrama de for
gas cortantes, Q', correspondentes a 356 mesmo carregamento fic=-
ticio, permitem determinar, respectivamente, a linha elastica y =
= £(x) e o diagrama de rotagoes §= P (x), correspondentes ao car-
regamento real da viga, com as equagoes: ;.
=M'+myx + My
{P = Q.‘ + M3

onde my sao constantes ,' determinadas em cada caso particular pelas
condigoes do problema.

Ter-se=-4a:
M3z =T,
pois:
dy _ dM’ s 15
L?: dx —-?1_92— +m,—Q+m3-—Q+m1

Parae exemplificar a determinaqﬁo de y © (_P a partir 4o
diagrama de M y de acdrdo com o que fol apresentado, considere -
se a viga de EJ constante da figura 33a. -

Determinemos, inicialmente, 0S diagremas de momentos fle

tores e de fdrgas cortantes correspondentes ao carregamento &ado.
Tem-se, evidentemente:
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Mz‘:"az Oéz&-%—
L,c=_ij_a+x) o¢x <?
p 2

IR o 1 0 e <0 B i

Mg P(,2 M.) O&us—3
x-—"""ap— O<sc<-?,
Qu=+? O <L Q—%—

donde os dlagramas correspoudentes das figuras 33b e d3C s

Suponhamos entao , Que sSe carregue a viga dada com O dia

grama M considerado como carga aplicada; determinemos os diagra
mas co:%spondentes de M' e Q%
Per-se=as
ip % el ,PZZ _ﬂ_
Qz = £ 5 Osz<4
o | e EO_.Eﬂﬂi o<x<?
x=F 3 [4 S 128
\___1_.-2_(1_)2 S et
e EJ[ B 7 e

donde o diagrama correspondente apresentado na figura 33d.

para o tragado do diagrama de M’ ter-se-as

pesigl P i

Mz=eg g 0<z<7
) | pe? 10P1Le Px’ oc

M= EJ'[384 S T+ —g <£+——-3) Ogxgt
S el A e )3 i

Mu AR M oK >

donde o diagrama correspondente da figura 23f e

Para obter o diagrama das rgtaq%es ao longo de tdda a
viga, e a sua 1inha elastica, ter=se-a, de acdrdo com O que S& &
presentou inicialmente: ‘

i Paf c _;f_

Q= 2E5 *E9 Ofee Shz
R ) x 19 P2 c

Y= <7ey z(2+ % )-13E5 TEF O¢xst
SR N T e AT

Qu= - 525 {3 w)+ £ Ok
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s p'23 C1t dl & <L
s W OEl ~ SB - LSEY Ogz< 3
2= Bl x) IRk F Yt Se A g ST
Y= BaEg T BEYS P8 ) eEES C T EST FEa s Ol

o P ! 3 Cs d _L_
W= SET (’Té‘ ‘“)‘“ﬁ'“ *Eg CEes

.o ~
onde as constanteg ¢y e d; sao determinadas pelas condigoes do pro
blema como se expoe a segiir.

Para X = O deve-se ter y, = 0; logo:

iy e
de= 384
Para x = { deve-se ter, também, ¥x = 0; logo:
PR 2 ) iope®
el
donde:
e 7 PR
2= 384
As rotagoes nos apéios A e B se obtém imediatamente; de
fato:
TOREE IGIPEF o T PR T RgAPhE d " U PAE
o= L S~ 128E5 ~ 384ET = 384EJ GEJ
Po=(Q) = BRI TSRS | RERCT o BEIELTE - B0
8- \xkxal “BEJ 128EJ 384EJ 384EJ | 24EJ
Para z = é deve-ge ter:
(sz)h% = Qa
Portanto:
P?.z pe Ci LS 5 PQZ
32 EJ EJ GEJ
donde: el 6Pz _ 10 P22
: 384 96
Para = O deve-se ter:
(LP“L) =0 o LPB
Portanto:
2 Pi2 g 5 pt?
8EJ EJ 24EJ
donde:
[ PR
Cz3=+

)




Pare z = -4% deve~se ter y, = 0; logo:

3
S 1998 4

—

384 384
dondes
S 18 pp? v 3 P93
' 7384 64
Finalmente, para b= O deve=se ter y, = 0; logo:
O= Ega + da
dondes 3
Asre ‘a P
3 48
Resumindo, as fungras (P e y, para a viga dada, saos
Pz* 19P4* ?
2 - o) L
= SEat ot Y
2 aulP ks o Yz IOPLES ¢ ol DR 0 9
Ox= grg=(t+3 Je it = e
b i g B o) ot gl 2
Pu=-3E3 ( 2 ‘M) L IGEY Ocus< 3
L uPgd 19P4% 3PP3 2
Yz= =BT T 9B ks i 6dEY O ez
2
ye=gog <t 5) - GEr = oSS
Saah i e - L 1
s GEJ'(? “) ST e R E 2 Sl

Bssas ourvas sao apresentadas, respectivamente, nas figu-
ras 33e e 33g.

No caso em gquestao as fungoes () & y foram determinadas a=
nallticamente. Quendc se determinam graficamente os diagramas de Q
(figura 33d) e de M’ (figura 3%3f) pode~se obter imediatamente 08
diagramas de © e de y; basta tragar sdbre os diagramas de Q' e de
M’ , respectivamente, retas para as quais essasg diagramas se trans=
formem nos de LP e d8 Yo \

Para isso é interessante observar o seguintes desde  que
se tenha

g .3 gCE WL, ™M = e

T b Cla = =33
ETE e EIT
dx?  dx i Q= dc

nas secgoes onde (P = 0 tem-se im méximo ou um minimo de y; nas seg
goes onde M = 0 e (P & maximo ou mfnimo, tem-se um ponto de infle-
Xao naﬂlinha eldstica; para M positivo o centro de curvatura da 1%
nha elastica esta situado acima da viga e para M negativo o centro
de curvatura esté situado abaixo da viga.

AS retas que permitem transformar 08 diagramas de Q'e M’
am diagramas de (;) e de y, podem ser tragadas, com relativa facili-

Universidade de S3o Paulo
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dade em alguns casos,; com as~consideraqges acima; isto € vantajoso
porque dispensa a determinagao analftica das constantes efetuada no
exemplo anterior, '

5 Reportando-nos & figura 33, suponhamos que se tenham tra
cado o0s dlagramas de Q' (figura 33d) e de M’ (figura 33f); os dia=
gramas de y e P (figuras 33e e 33g) obtém-se imediatamente consi=
derando o seguinte:

a) As retas que transformam Q' em () sao horizontais.

b) A linha gléstica tem, no apdio A, uma tangente comum (mes=
ma rotagac (93) e analogamente para o apoio B.

¢) As flechas nos apdios sao nulas; daf se conclui que a rota
cao se anula no ponto F pois que a flecha maxima se da nes
sa seccgao (correspondente ao ponto E na figura 33%) o

Portanto, no trecho AB_o diagrama de @ obtém=se g¢omo se
apresenta na figura 33: as rotagoes entre os pontos A e B sao a8
ordenadas do_Giagrama Q' contadas a partir da horizontal que passa
por F; (secgao onde @ = 0); daf o diagrama (curva A1FB,) da figura
336, Nos trechos AC e BD os valores de () se obtém deslOgando as cur
vas correspondentes a Q' (nésses trechos) de modo gue ngo haja des
continuidade nos apbios (onde os valores das rotagoes sao, respec=
tivamente, Q4 e @Pg).

A linha eldstica no trecho AB obtém-se tragando a Treta
A'B! (figura 33f) pois que nos apdios as flechas sao nulas; as dig
tdncias, medidas na vertical, entre a curva A'EB’ e a reta A'B’ for
necem a linha eldstica nésse trecho (figura 3%g desenhada em esca=
la diferente da empregada no diagrama anterior).

Nos trechos CA e BD o diagrama de M* pode ser transforma
do em diagrama de Yy, gr%ficamente, impondo=-se a condigao de que nos
apoios A e B a linha elastica tenha uma tangente comum, quer se con
sidere o trecho & esquerda ou o trecho & direita do apolo em ques=
tao.

Obter-se-iam, assim, por processo inteiramente grafico os
diagramas das figuras 33e e 358,

Observe-se, porém, que O processo descrito {quer por via
analitica, quer por via grafica) é relativamente trabalhoso; esta
dificuldade é devida & necessidade de determinar as constantes que
permitam transformar es diagramas de M' e Q7, respectivamente, enm
diagramas de y e de @

Nas aplicagoes praticas é, &s vezes, mais simples carre-
gar-se com a carga ficticia f%f nao a viga em estudo, mas outra vi

ga, que dgnominaremos ®"viga auxiliar®™, cujos diagramas de momentos,
M, e de foOrgas cortantes, fornecam imediatamente
9 % 9 ¢

y = i

$=-3]




onde: y = linha eldstica da viga dada

@ = rotagao na viga dada

i = diagrama de momentos, devidos a ’.E%'” na viga au-
Xiliar °

G = diagrama de fdrgas cortantes, devidas & M na

viga auxiliare EJ

i Nessas condiqgas, estabeleceremos as seguintes proposi =
¢oes:

1) A linha eldstica y = y(x) de uma viga reta coinclde com ©
diagrema de momentos fletores ¥ de uma viga (denominada "vi
ga auxiliar®) carrsgada com a carga ficticia:

M
=t

2) 0 diagrama de rotagoes Q= () (x) de_uma viga reta coincide
com o diagrama de £orgas cortantes Q de uma viga (denoming
da "viga auxiliar®).carregada com a carga ficticia:

2 =P= M
EJ

‘Basas duas proposiqaes constituem o chamado "Teorema de

Mohr®", o qual permite determinar-se, em alguns casos, com relativa

facilidade, tanto a linha elastica como o diagrama de rotagoes de
uma viga reta submetida a determinado sistema de esforgos.

No item 22 trataremos da determinagao da viga auxillar o
exemplificaremos a aplicagao do tecorema de Mohr.

20 = Processos analfticos de integragao - A integragao da equagao
diferencial da linha e-=

14stica: & 1
dut  EJ

é realizada, nos casos da préatica, por, diversos progessos. A in-
tegragao analitica, quando a fungao gy © uma fungao facilmente in

tegrdvel pelos processos usuais de calculo, pode ser obtida com re
lativa facilidade, como se apresenta nos exercfcios do item 17 e,
principalmente, nos dois primeiros exerc{cios do item 21.

Quando a fungao 2L § tal que nio permite a integragao Td
pida pelos processcs usua em cilculo, pode adotar-se o proces-
so de integragao aproximada. Bste processo, que & gseguir se des=
ereve, pode ser realizado por ¥via inteiramente analitica% com TIe-
lativa facilidade. Trata-se de um processo geral, aplicavel tan-
to as vigas de momento de inércia constante, cono as vigas de mo-=
mento de inérecia variavel. =

¥ 0 processo consisie no seguinte: integrando=-se a equa- =
gao diferencial da linha elastica tem=Se:




-G o

xX
PR LTI i
Ve S o
0
onde ('?o é a constante de integracao.

Integrando outra vez tem=se:d

x
- g s
W'def R
(o] 0 o
onde yo 6 a outra constante de integragao.

Das férmulas acima vem:

X
a
g“ eg 9= gt ~ P
(o]

<

gd:r_ —-%—dx:wa-kpox - Yo

(o]

e, como frequentemente o médulo de elasticidade é constante ao lon
go de t8da a viga, tem=-se:
o€

o
dej I dc = E[(«d) cpox-wje]

As congtantes e ¥o sao, respectivamente, a rotaqao e
a flecha_na secqao de abeifsa x = 0 a partir da qual se realiza a
integragao.

Prata=se, entao, de calcular as integrais (fungoes de x)
dos primeiros membros das equaqoes acima pelos processos aproxima-
dos de integraqao. Adota=-se frequentemente, para o calculo dessas
integrais, a a "formula dos trapézios".

Supoe-se, evidentemente, conhecida a fungao
©=06(x)=- Jl
isto é, a lei de variagao do momento de inércia e o diagrama de mg
mentos fletores, da viga em estudo,

~ Nessas condigoes, determina-se, de infcio, para diversas
secqoes, distantes entre si Axj (fixados de infcio), o valor cor-

respondente de O= -3~ (figura 34).

<5 N ete Lrely: 29 Um valor aproximado
Axy| Ax, | A%, Axh da integral: 1
¢
M
eo 61 92 en fe(x) dx '—_—j" —‘J—dx
Xo=0 AorO
obtém=se substituindo a cur-
e /{e=6(oc) va representativa da fungao
[ © pela poligonal indicada em

Figura 94 . pontilhado na figura 34.
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)

x=%n ‘
Je(x)dx . (604-91) Ag‘ =+ (61""92) Azxz iz (62+63)A223Cs S (gn s"'en>

=0
ou, para Ax; constante?

X=An
jg(x)d:x:% 0, +20;+20,+203+------+ 260n, +On —%-I—

Ao= O 1
[ & On |
= -é3+@1 +0, +6;+ - ---- + 6O, -1--2—“ Ax
= Yn égc
sendo
&1/1’1=eg +291+292+ """ +26-n..1+9n
Isto permite escrever;
Yri=[00+20,+ 20, + 114+ 260,+0n]|= EE (-A—%) &
Ax |\ Ax /x=%y .

desde que se escolha para Ax um valor suficientemente pequenoo'

Observe-se que a integrals

ye (x)dx = qz(?c)--%-

Ao=0
calculada pelo processo indicado define uma nova funqao de X3
Ax
i 2

, Aplicando o mesmo processo para a integragao de ¢ (x) ,
ter-se-a:

[%+ BYs+2 Qg+ +2Yny +t})n]=£%[(1ﬂ)x=x: (VN S tdo]

Bsta férmula e a anterior determinam, com relativa fgoi-
lidade, a eguagao da linha eléstica; as_constantes de integragao ,
P e ¥, , sao determinadas pelas condigoes do problema, como 8e &=
presenta nos exemplos que daremos a seguir.

# evidente que o processo indicado formece resultados tan
to mais exatos quanto mener o valor atribuide a A X, Para exempli
ficar considere-se a viga de BJ = const com uma carga coacentrada
P a disténcia %, dos apBios (figura 35). -

Aplicando-se o procgsso descrito, para AX = 0,25-2, 08




2 a =

momentos_fletores nos pontos P
de div:.sao (indicados na fi-
gura 35) sao: 0 2 3 4
L |
' My = 0 T Ax Ax O | e
P 2
M) =-5Ax=0,5PAx ]A=£ ¥
= =
Mz a PAx =1,0 PAx e
Mz = My= 0,5 PAx Figura 35
M4 = O
™M
donde: 60 = ('— '3—) =O= 0= q/o
eo +el — 0,5 PAQC \P

Qo +20;+0,= -(O+2 0,5 + 1) PAI—-—Q,O_'BJA_"C_=¢2

O, +201+ 292+93_¢2+92+93=_,(2 0+05+1, 0) PAx _ 35 Pﬁ’x 4

9°+291 +292+291+94 —q)3+93 +e4=_(35+05+0) PAx ___4 0 P?x qj“
Go=0
Yo+ Y4 =-(0 +O,5) ——ng B e _P§°C_

= PAx = i PAx
%+2%+¢z——(o5+05+2o) —3,0

“l’o+2ﬁlla+'2‘~|/a+q/3=—(3O+2O+35) PAx ——85-%—3—

Yo + 2 W +2, +2U3 +¢a = =—(85+3, 5+40) e 1GO-P§"’C

Na tabela da figura 36 sao apresentados os cdlculos ob
tidos.
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EJ (A% {20 (é_lg__ ..,E_Ji( LT )
P A PAR \Dx %) Pae (4P g
0 Ax 0 0 0
1 Ax ~-0,5 ~0.5 -0,5
PN -1,0 -2,0 - -3.0
3 Ax -0,5 -3,5 L-i— -85
4 Ax 0 -4.0 ~16,0
igura 36

0 edlculo da tabela se faz rapidamente pois, para pas-=
sar de uma coluna para outra, observe-se ques

1°) 0 primeiro termo € nulo.

2°) 0 segundo termo é a soma dos dois primeiros da colyu
na anterior.

3°) Um termo qualquer Se obtém_somando ao anterior (da

mesma coluna) os que lhe sao correspondentes na co=
luna anterior; por eXemplo:

—8,5=-3,0+(-2,0-3,5)

As constantes de integragao se obtém considerando que:

1°) Para x = 0xAX = 0

-

tem-se y = 0 logos

EJ4 2
T (0 -0- ‘gj) 4

donde: yo = 0.

2°) Para X = 4 x DX tem=se y = 0 1logos

£J4(_@ 44x)=-160

donde:

PAx?®
EJ

Po =

Conhecidas as constantes y, © , 08 valores das_ duas
dltimas colunas da tabela da figura 36 déferminam as rotagoes:

92 (-3
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e as flechas y, para os diversos pontos de divisao considerados.

Assim, para x = AX vems

’BEJ _ 2EJ o _ _2EJ _PAX?
ez (9=9.)= -05= 2150 - ER5 55

_ 1B5PAx® _ 15 Pe?
= "F5 = 16Eg

a4 - b -y )= - 05

P PA ey PAx3
ST Pl
i PAE 7 pe?

T BIOEJ

Para x = 2.Ax vemn:

SoEg: 2EJ D e
hE SRR S0 o s e e

e ie

%.(%Z—QO.ZAOC—%O)= -3,0

. _2pPAx’ S8 EAE:
s T e aEJd

LB IPiGed s iRt
v Ve 25GEJ

Tal é o valor da flecha na secgao média da viga.

0 cdlculo exato fornece, para ésse caso:




gl

© mesmo

1,5PAx
1,0PAX
0,5PAX
0

gt i - 2 ‘
T 48FEJ © 240EJ
donde:
f'u 256 o 107
240 4z = H°7 e
isto é, o resultado obtido apresenta um érro £ =7 %.
P Resolvamosl
problema com AX = w,(y (£i=
T ¥ AT B el e gura 37).
Axl' Nésse caso:
) M, = 0
g/ Aoy : M
o i M, = 0,5 PAX %
) M
Figura 37 M, = 1,0 PAx °
M
Mz = 1,5 PAx |
< M
M, =2 P Ax. 8

Realizados os cdlculos que se apresentam na tabela da £1
gura 38 determinemos as constantes de integraqao.

x| E(A) | BB (4| B ey

0 Ax 0 0 0

1 Ax 05 =N A0S
2 Ax -1,0 -2,0 aih G
B A% 1S -4,5 ~9,5
K AN S -2,0 -8,0 =t AN @)
5 Ax o Iy 5 -11,5 -41,5
G Ax -1,0 ~14,0 £ 670
7 Ax -0,5 =g - 96,5
8 Ax 0 -16,0 -128,0

Figura 38



; Nésse caso tem-se, também, y, =
tem des .
4EJ i
"”_‘pAoca'(' O, 8Ax)= —128
isto 8: 5 5
(p A 1?8 Fule AIHQQZ
= 32EJ EJ
A flecha f no meio do vao se obtém de:
AEJ (p_ APAXE aa )_ %
i PAx® ( B vl e
isto e:
p_ 42PAx’ _ _42PL
4EJ 2048 EJ
. O valor exato sendo:
. _42P
2016 EJ
tem=Se:

£ 2048 o _ 1016f

201G
isto &, o érro cometido foi de 1,6 %.

0 e o valor de (.P,, se ob-

2le= Exere{0103°u 1°) Determinar o diagrama das rotaqoes e a li-

da figura 39.

nha elastica da viga simples, de EJ constante,

A reagao de apdio A é:

o i
A—1+48 2t

. 0 momento fletor numa
secgao qualquer C de abcissa X

tal que:

Gmgx<8m

Ms
[ -]

M=Ax-P, (x-4)-P (x-6)

B=2t R=4t
4 2m | 2m
] ¢
x
{=8m
A B
Figura 49

Para o trecho considerado, a equagao diferencial da li-

nha eldstica se escreve:

&J%%;:-Ax+P(x—4)+%(x—6)

Integrando vems

2 2
EJ(p:EJ—Oﬁé— = P, (x-4) . p (x-6)

2

Integrando outra vez tem-se:

e

6

Eﬁyy— A“: Pl@&“4) F&Cx G)

2

Cixc +C2

+ C;

Observe-se que a expressao de M, apllcavel ao trecho em

que




= 5] e
em £ x £8m

também é vdlida para o “rechos
A e LG

desde que, nessa expressao, 2e abandone © ultimo termo. Abandonan
do os dois dltimos termos tem-se a P'preqsao de M paras

Nos trés trechos considerados teraseaé, entgo, respecti

vamente:
2
EJ%=_Ax*P1(x‘4)+pz(I—G)
2 A ‘
EJ£&%=—Ax+PKx—4)
EJ-9Y = Aj
o dx? e
Integrando essas equagOes obtém-se, respectivamentes
aligy ™ =S (x-4)* Po(x-G)2
EJaﬁ—— A ) -|'P1 5 -+ 27 + C;
2
d Ax? »
EJ-SY _ _
J p e C1
onde Gy, Gf e c; sao as constantes de integragao.

Todavia, para X = 6 m as rotagoes, fornecidas pelas duas
primeiras equagoes acima, devem ser iguais, logo:

C1 = C‘j

i Para x = 4 m as rotagoes fornecidas pelas duas ultimas
equagoes, devem ger iguais, logo:
¢ = CY 5
Podemos, portanto, empregar para qualquer secgao da vi-
ga, a egquagaos :

rgdy __ A Pilx-a) | Pa(x-6) | o
dx 2

e 2
desde que se convencione desprezars
2 o
1) o termo —Eéggjil- para 4 m g x<O6mMm

2
2) o termo anterior e i(%:ﬂ para O£ x £4m

4

Gom convenqao analoga a anterior pode dizer-se que é va
lida, para tdda a viga, a equagaos
3
Pl('l'é 4) P’-(Z-G) +C3oc+Co

EJ%~—




e 0 problema se resolve com a determinagao de duas constantes a-
penas (Gl e C ), em lugar de sels.

As constantes C; e Cg sao determinadas com as condiqoes
do problema:

1°) parax =0, y =0 logo ca = 0

2°) parax =%, y =0 1logo:

; 3 3
e ,2{3 4 Ps(’é-A) y Pz(‘?.—G) + Cd

Ci= = G{ [AE P, (2-4) Pz(fz 6)]

Substituindo os valores dados, vem:

C1= 61x8 (2 x83— 2*43—4" 23)= 18

donde o resultado final:

Para 0 € x € 4m

A 2
EJP=- +Cy = —x*+18

= A'ac3 R ol e
EJH—— C +C1‘JC——-§-0C+18OC
Para 4m < x < 6u
EJ(,p:—oc2+(oc 4)r18
EJ'\j-—— 'x+——-('x 4) +18 x

Para 6m € X € 8nm

EJ@=—x5{x—4f+2(x—6f#18
o Yook and Aty B I o Y
EJy=- 5 +3 (= 4—)+3(oc 6)+18
Admitindo que se trate de viga de ago, com:

E = 2100 t/om’
J=7379 om?

vem: ! .
EJ=15495000 1.om = 154959 txm
A flecha no meio da viga (x = —g%) se obtém de:
cnbs 3 ___
fe gy (18 -Fxt)e s (18:4 54 F)m
isto é:

p_ _100x507

154959 ~ = O° oM
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Se a viga estivesse submetida apenas & forga Py, teria-

1 | bR ¥
c- 2| BE -n(-4))

mnoss:

_ 3P¢®
S e
A flecha no meio da viga (x = -%—) seria:
B TS Rl e pi ]
£= EJ'[ T
£ 1 3?:{3_ ped __h® (é___‘_i_)
EJ | 2«48 2x48 |- 48EJ \2 2
3
pa-Piteg
48EJ
H .

e a equagao da linha eldstica (0 < x.s._g_

3 2
g5 E%’[C’x e ] =3 [ 3:? oy Z‘:f]
Pt 2_ Aol
Y= asEg (3¢~ ax?)

2°) Determinar a linha elastica da viga de EJ
constante da figura.40. :

<P h, 0 momento fletor numa
ECNEF4ENARRANE secgao qualquer de abcissa x>a é:

2
-+— A —F M= Ax - -—‘Q-C—l—x'-a
x e 2
2 Essa expressao 6 vali-
da para x < a desde que sSe conven

cione, nésse caso, desprezar o Sg
Figura 40 gundo termo. Integrando a equagao:

ﬁ%é?—: —1-1—-[Am:— 42133532i]

EJ 2

vems

2 3
EJ@Q= — A 4, plxa) , ¢,

Integrando de novo tem=-se:

_ _ Ax®  _p(x—a)?
EJ'la— c + —f SA + Cix + C2
Essas equagoes sao validas para gqualquer valor de X;des
de que para X £ a sSe desprezem 08 termos:

:Eg 'ac—o.)a s i3 (ac~a)?

12} 24

As constantes de integragac se determinam com as condi-

goes:
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1) y =0 para X 0 logo c, =0

2
2) y=0 para x =1 logo:
3 4
éf' +P(é4?0 +Ci? =0
C1= A£Z = ‘pca"g>4
6 T 24
Finalmente:
a<xs?
Edip= 4 At ple oL, AR ao(zigf
6 1
Edy=- AG'x3 L P(;CAI-Q) [Aétz_ ?(K—Q)“]x
242
Ogxga
v Ax® A _ p(l-a)?
S e Toar
Ax3 Aea (‘B-a>4
EJy=— )
Y B +[6_ 24t | ©

3°) Determinar a linhsg elastlca,pelo processo
de integragao aproximada, da viga de J varidvel da figura 41,

Admite-se que a lei de varia P=1t.
¢ao do momento de inércia sejas Yo
O<OC$4L
i3 2 A =12 pm

onde J 0 0002 m%. 0 modulo de elas~

xX
icidage é gonstante e igual a B =
= 2100 t/cm”, A B
‘I‘em--seD entaos Figura 41
1 3 )
7 =g 2 (142
Admitindo Ax = 2m tem-se (-t= 6 Ax):
L + il L B, 1
Xo= O.Ax Mo=0 EiJ 3 3E;)‘°
= 1A'3C Mx=1’(><'rn _E?I—=4 3E1J¢
X2 = ?,A'DC Mz‘:?tx:h’l €T 5 3EJ°
i = & el o g T
oacs= D Ax Ms=3txm EJJ =06 3ET,
x4 = 4 Ax Ms=2txm™m Elj-=5 3;1J°
xg = DA Mg= 1 txm ElJ =4 BEJO
= G Ax Mg= O —E—E.‘:?) 3E I,

— -
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Com 8sses dados caleulam-se,; imedliatamente, os valoies
da tabela da figura 42, onde, para simplificar, fizemos a =

B,
x M i b alaien 8 ) a4 Y )
(m)| Gxm) EJ EJ |Ax (A:z: Do At e
0 o) 3 a 0 O O
2 1 4a |—4a -4 a - 4 a
a 2 5a |-10a -18 a - 26 a
G 3 o |c18a -46 a - 90 a
& 2 5a |-10a -74 o ~210 a
10 1 4a |[-4a ~-88 a -372 o
12 O 3a o -92 a o512 o
Figura 42
As condigoes do problema fixam:
1°) y =0 para x =0 donde:
A:r.z( 16) 5
2°) y =0 para x = Q, = 6.AX, dondes
sz (-@,. 6Ax)=— 552 a
B 5o
Calculadas as constantes y, e (J,, os valores das duas
dltimas colunas determinam, imedia.tamente, a rotaqao q)s 8

a flecha y. i

1

Assim, para X = —— =3 A X = 6m tem-se:
: 2
2 pl
e o) g

e a flecha (y = £):

e (:E’ 0, . 3A0c>=—-90a

£ OpiS A =— %r_
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2
=300 - 22X _-goaax- 225 AL’
f=465an2
Aplicando os dados do problema, vems:
4 2_ b
£=4650 Ax?= 46,5 st

£= 46.5x4‘
3x21x10%2x1

5= M= 1,48 om

0 valor exato, calculado como se apresenta no quarto
exercicio do item 17 é:

g N RO L

¥ 192 EJ, ¥ 10221102 x10"4 m=1;50 orm

22.= Processo da "viga auxiliar™:- Ainda para a deter@inagao ana=-
1ftica da linha elastica e,mais
particularmente, nos problemas em que_interessa determinar apenas
alguns valores da flecha, ou da rotagao, pode-se recorrer ao teo-
rema de Mohr segundo o qual e suficiente, para determinar e Y,

calcular-se a forga cortante Q e o momento fletor M de uma * viga

auxiliar" carregada com D = % .

Desde que a rotaqao ¢ e a flecha y na viga em estudo(em
gque numa secgao qualgquer de produto de rigidez EJ, o momento fler
tor produzido pelas cargas © M) correspondem, respectiveamente, a
fdrga cortante Q e ao momento fletor M na viga-auxiliar, isto e:

¢=Q
=M
as condiqSes de apdio da viga-auxiliar sao fixadas pelas condid%ﬁ
que o problema, a ser resolvido, exige para q)e Ve

Assim, por exemplo, sSe a viga dada £0r simplesmente a-
poiada ou engastada (em uma ou nas duas extremidades) de tal for-
ma que Se deva ter nos apoios (A e B):

Ya= s =© -
isto'é, flechas nulas nos apoios, deve-se ter na viga auxiliar,
tambems

May =Mg=0
donde se conclui que se pode tomar como viga-auxiliar uma viga sim
ples sObre dois apoios.

Se a viga dada é uma viga em balanco (figura 42a), livre
em A e engastada em B, deve-se ter:

i o
Na viga-auxiliar deve-se ter, entao:
Mg = Qp =0

‘!
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Daf se conclui que & viga-guxiliar deve ser livre em B
e engastada em A (figura 42Db).

No caso de uma viga sim-

i % gtizeegx;rgalanqos (figura 43a) de-
% 'ya= Ye = O
(b)égA o A ‘ Portanto, na viga=-auxili-
é Mg=M=0
Figura 42 sendo, no caso gerals:

L Qe#0 porque g # O
l Qc #0O porque (e #O

Daf se conclui que na vi-
ga auxiligr os pontos B e_C sao duas
articulagoes (nessas secqoes o mo=
mento & necessarismente nulo sem que
se anule necessariamente a £orga ca
tante)e

,\
<
>
(oY@}
lv)
TN

Além disso, tanto em A co
mo em D, deve-se ter, no caso mais

geral:
/ ¥
% =
% '\'JD": ﬁo# O
Pa= Qa# O
Figura 49 ©®o= 60# o

isto 6, os pontos A e D da viga—auxiliar sao engastados (figura
43b) o

A viga-suxiliar da viga da figura 43a & a que sSe apre=
senta esquematicamente na figura 43b; trata-se de uma estrufura i
sosgética porque pode ser resolvida unicamente com as equagoss da
estatica. A 8sse tipg particular de viga, sdbre dois ou mais a-
pdios, com articulagoes, da=se o nome de "yiga-Gerber®,

b A viga da figura 43b 8, na reaiidade9 um conjunto de
tres vigas:

a) viga em balango AB
b) viga simples BC
¢) viga em balango CD

dispostas como se apresenta na figura 43c¢s A determinaqgo dos es-
forgos solicitantes (momentos fletores, forgas cortantes, reagoes
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de apoio) pode ser obtida facilmente como Se verd no terceiro exer
cicio .do item 23,

25 - Exercicios:= 1°) Determinar a rotaqao ® e a flecha y numa Sec
gao qualquer (de abcissa X) da viga em balango

da figura 44a (EJ = const.). p
@y |
Carregando-se a viga au Z e | B
xiliar (figura 44b) com & cargafi ) L
cticia: (
o o () A
N =5 EJ '\a,
o diasgrama de fdrgas cortantes é: M __ P(-x)
gz Pt P(Q—ac)] o %)
EJ EJ 2 y
A Px : ,
Q= ——(22 -
; 2EJ ( ,x) qF—x—ﬁlﬁ——{—fr
e o diagrama de momentos fletores
e: Figura 44
Ry - L Il ) A -p(f-) | x: 2.
g { T T +[EJ =00 BN i o
il Peey
M= ——— - = ——— (32 -
Ny [3(8 oc)+20c] = ( =)

A rotagdo (P e a flecha y numa Secgao qualquer de abels-
sa x, da viga da figura 44a; sao respectivamentes

— 2
y=F =_—_6PE°CJ (32 -=x)

2°) Determinar o momento fletor Myp, que Se de-

ve aplicar no apdio A da viga pris

Mag p matica da figura 45, _afim de que

9 resulte nula a rotagao na secgao

(elt Y% do apolo A. Cal-;;;ular, tambem,a ro
tagao (PB no apoio B.

® _  Calculemos, de infcio,as

rotagoes ©, e ©Op produzidas pela
carga P, respectivamente, nos a-
poios A e Be

>
82
8 4

™ De acdrdo com o teorema
[ de Mohr tem=-se,; devido a simetria:

Op=—Op= 0 gl Ry

et Sy N SRR
RS S ey

Ainda de acOrdo_ com O
teorema de Mohr, as retagoes O

e ©p devidas ao momento Myp saos

B

o c—— — ) —
5

Figura 495

Py
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3 )
G it ol S S

ES 2 3 - TWMeTCES

0 vglor de M,y que anula a_rotagao ©, 6, pelo principio
da superposigao dos efa§tos, a solugao deg

e,.\-’rek =0
ou:

%% = Masd =0

16EJ SE

Finalmente:

A rotagao no ap8io B &

’

5 [ Pp2 Flasf
By L 22
s U (~16EJ S 5o

Qg =- S I - =___p_£
B 16EJ 16<6EJ 32EJ
e IR

ot Lo 32 EJ

Observe-se que o problema resolvido correspgonde exata-

P’ mente & determinagao do momen

§§ I tQ de engastamento e da rota=

NA B a0 em B da viga prismatica da
figura 46a,

De acdrdo com 8 so-
luqao apresentada, o diagrama
de momentos fletores dessa vi
ga hiperestatica é o que se a
presenta na figura 46b,

Figura 46

3°) Determinar as rotagoes nos apoios e nas ex-
tremidades livres, assim como as flechas nos pontos de aplicaqao
das cargas P, na viga prismdtica da figura 47a.

Na figura 47b é apresentado o di ama de momentos fle-
tores da viga da figura 47a. Na figura 47c e apresentada a viga =
auxiliar da viga dada.

Consideremos, inicialmente, o trecho BC da viga-auxili-
ar e carreguemo-lo com a carga correspondente;
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b P P
() A 2 c D
a P b
/-‘Po. -Pb —
" jf' = Pes
%) ™ AT ré B \h\:\ i e
B
p / :
© 7 B 'C D% Fs e
7 /

Figura 47 Figura 48

Ter-se-a a viga representada na figura 48, com carga dig

tribuida, sendo:

v=q i
PBC:: —PO.. '—E—J,-
— 1
Pes = ~Pb-g

AS rotagoes nos apoios, (P e (Pg (respectivamente _em B
e C na viga da figura 47a) de acordo com O teorema de Mohr, saos

s
3
Substituindo as expressoes de po e PCB vem:

(-PB=" EPJ ‘20.{’. bB) GEJ (20.4—19)

GOc=+ E}'-)J'(aee QbE) 6EJ (o_+2b)

Na viga da figura 48 as reaqoes de apoio sa03

Rg= 58’:@8_— GEJ (20- +b)

PC,:—.@C:—(PC:— (2b+Q)

GEiJ

Para determinar a rotagao 4 © a flscha y, nha eXtremi-
dade livre A da viga da figura 47a consideremos o trecho AB da vi
ga auxiliar e carreguemo-lo com a carga correspondentes




L e

= M
ey Re
Observe-se que o carisgamento Pea

a ser consideradoc é o que se indica na
figura 49 porque a parte central (v:u.g,a
BC) apoia-se livremente em B & em C (fi

gura 47¢); tem-se, portanto, uma carga i - B

distribuida variando triangularmente de
zero ate:

Pea = Psc Figura 49

e uma carga concentrada Rg aplicada na
extremidade livre.

De acdrdo com o teorema de Mohr tem=Se3
(PA"’QA:QB'*'—TSBA'%
'aA= MA‘-—QB.CL——'F-BA' %‘ % (o8

Substituindo os valores ja determinados vem:

A Paiiat © 3
o Ferotb) 522
Pa= — -—G—E—J[Q(QQ +3a) + b{i:l

_ _Pal
Y= CE3 (2a+b)+ 6EJ . 2a?

Ya= GEJ J:ZO.(o.+-P.) + bﬂ]

Analogamente, para determinar a rotaqao e a flecha em
D, respectivamente (?D (] BD basta considerar-se a viga da figura
50,

De acdOrdo com o teorema de

Re
Mohr tem=se:

Qo= Qp= “Re—Pce” 2
% «3.0=-ﬁ,,=—l?cb —?cs'—ab;%'b

Substituindo os valores j4 determinados
Vem:

Figura 50

p
(2b+a) + Eg g%-

|:b (22 +3b) + aQ]

Qo= GEJ

Po= 6EJ




- -

_ Pbe Pb_ 512
%D"GEJ(2b+a)+?ﬁﬁ?2b

yo= . -l:?b(b+%)+a2]

. . 4°) Determinar as rotagoes nos apoios e a fle=
cha na secgao media da viga de EJ const da figura 5la.

Calculemos separadamente 5 5
os deslocamentos produzidos pela (a) %
carge P e pela carga distribuida q. A IEENEENEKEERR4REE &
o 4
Congiderando s0 o efeito Pe
de P as rotagoes nos apoios saos: & /(T' <
b
I AR WA e M Wp 18
SR SRR N =T TieEirT
~ FJ /—vh-"-'%.ez
e a flecha no ponto de aplicagao de @)
2
o LTS My LU L
P UiEREaR . EURSG "I-g'"?';‘“
onde F; é a 4rea hachurada na figu- =
ra 51b, Figura 51
Substituindo:
s Py
Eok 16
vem:
oo S E A g BT
S JeBIR 2T =5 48EJ

Considerando sd o efeito da carga uniformemente distri-
buida q a qual corresponde o diagrama de momentos fletores da fi=
gura 5lc ondes

3
oo oy 474 )_. £

F=4(5ht)=3%

as rotagoes nos apoios sao:

Volhg ey onllon | o o 3
OR=S O EJ 24EJ

e a flecha no ponto de aplicagao de P &3
Y 24E9 \ 2 8 2 384EJ
Finalmente:

Vi _ P a3
Pa=- Qe =On+Oa= 1255 * 234ET

ul . p¥ 5qd4
£=f +iq=25r5 * 384t




24 - Determinacao grifica da linha eldsticas- Os processos grafi -
pr A £ cos, para a determi-
nagao da linha elastica, sao baseados no teorema de Mohr., Consis-
tem, em ultima analise, em carregar=seé a viga-auxiliar com a carga:

8 e | Y
=y
e determinar-se, graficamente, por intermédio ds um poligono funi-

cular, o dia%rama de momentos fletores correspondente a ©sse carrg
gamento ficticio,

Conslideremos, inicialmente, o caso de uma viga de EJ cons
tante submetida & carga que Se apresenta na figura b2a.

Ax: , AXz, . L, DX, Fi
4 [ | . ! T2 \\\\\\\\\\\\
(@) | ] | |
o pes MR
| [} 7 /
‘ ! Hl
(b> I\L‘I | | T l ' / :14
My *t "’l' M3 x
Mz M; My / Oz
| I M L,,///””’///// (@)
() ﬂlel/u’
| ;l" Hz >
Figura 52

Dividamos o vao { em diversos trechos de comprimentos
A xy suficientemente pequenos para que sSe pOSSa substituir, sem
grande &rro, em cada um deles, o carregamento dado, por uma £or-
¢a concentrada equivalente, Fi (figura 52a).

Com polo qualquer 07 tracemos O poligono das forgas e o
pol{gono funicular correspondente apresentado na figura 52b; de
acbrdo com a teoria dos poligonos funiculares o diagrama hachura
do - {da figura 52b) é, a menos da escala, 0 diagrama de momentos
fletores da viga dada., Mals precisamente, o momento fletor M,,
numa secgao da viga onde se 1e m; no diagrama da figura 52Db @3

P’]1=H1.'rn,_

Suponhamos, entao, que Se carregue a viga dada com (o]
diagrema de figura 52D suposto como cargaj; determinemos ,por pro-=
cesso andlogo ao anteriormente descrito, O poligono funicular
désse carregamento fict{cio, tal como se apresenta na figura 52 ¢
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(polfgono funicular de polo Op e disténcia polar Hy); de acdrdo
com a teoria dos pgligonos funiculares, lendo-se no poligoro da
figura 52¢ ter-se-a o0 momento My que a carga rict{€ias

) 1 0
'YYI1—_H1
produz na viga, com a formulas

M2=H2m2

L Daf se conclui que para obter=se o momento Mz produzido
nao pela carga m. e sim pela carga fictfcia M., basta multiplicar
Mg por Hye BEm olitras palavras, quando se car}ega a viga com o dia
grama do% momentos fletores Nﬁl(correspondente§ a carga aplicada 3
o momento fletor numa secgao qualquer da viga €3

M3=M2. H1= H]Hz. M,

De acdrdo com o teorema de Mohr, como se trata de viga
de EJ constante, a linha elastica procurada e:

Skl o S T
Y=g sl iy

0 diagrama de figura 52c é, entao, a menos da constantes

Hi. Hz
EJ

a linha elastica da viga da figura 52a.

Quando se trata de vigas de EJ varidvel (em geral E &
constante) pode-se empregar para o tragado da linha elastica, um
dos dois processos seguintes:

a) Processo dos momentos reduzidos.
b) Processo de Schénhtfer,

v 0 processo dos momentos reduzidos consiste em tragar-se
de infcio, o diagrama de momentos fletores M da viga em estudo, e,
em segulda, o diagrama de:

M
—ET EDJO

sendo E J, 0 produto de duas constantes quaisquer arbitrariamente
fixadas? para malor facilidade escolhe=se para E,Jd, O memor valor
que assume na viga o produto de rigidez EJ.

Feito isso traga-se o polfgono funicular, de disténcia
polar H = EqJg, das férgas ficticias correspondentes ao carrega -
mento da viga com a carga:s

M
P=Fg Eede

Esge poligono gunicular, diagrama de momentos da carga
fictfcia py; 6 a linha eléstica procurada.

Para aplicagao pratica dos dois processos descritos &
comum dividir-se a viga em trechos com AX; constante (figura 52).




m65m

0 processo de Schinhdfer consiste em dividir-se inicial

mente, a viga, em diversos trechos com a comdigao de conservar

constante, para cada trecho, a relagao LX nde BT é o valor mé-

dio do produtc de rigidez no trecho con§¥§aragoo 0 caso mais co=
mum, porem, © agquele em gque E

constante, sendo varidvel,mo pro
(o) ’TT_FTTTTWF 1| duto de rigidez,apenas o momento
. de inercia.
(b)

| | [ Considere-se, entao,;pa

™M - ra exemplificar,a viga de J vari

| avel da figura 53a., 0O diagrams

! de momentos fletores dessa viga

-y 6 0 que se apresenta na figura
83b.

Axy, Axz, A

B c D
T/
A N/ta) | /

Na figura 53c é apresen
tada g construgao grafica  para
divisao da viga em trechos de com
primento AX (suficientemente pe
quenos) nos quais: '

\\\QA

M

P
// f // —%?5-= const
g 0 processo consiste em:
' ; § gjhx\\ 1) Desenhar-se a partir da
g i e dJd £ horizontal AL as curvas y =% J(x),
o Jp Ja isto é, as curvas BB' e FF'_ que

representam a lei de variacao de
Pigura 53 J ao longo da viga.

2) A partir do ponto F tragamos o segmento de reta FC com in
clinagao arbitrariasmente escolhida.,

3) Pelo ponto C tragamos a vertical CG; pelo ponto G traga-
mos GD paralela a FC e assim por diante ate atinglr-se o_ponto B.

Se com a inclinagao inicialmente escglhide para FG nao
se atingir o ponto B® escolhe-se nova inclinagao para FC ate que,
por tentativas, se consige atingir o ponto B,

Obtido isso, a viga estd dividida em trechos para o8
quais £§§ = const. De fato, pela construgaoc efetuada:

AM _ MN _ NP _ PQ
R - TCH: " NG oD

Portantos
AM +MN h NP PR i o
AF + NC NG+QD
ous
Ax, = AX2

AF+NC =~ NG+Q@D

Mas por construgaos

AF = J_ = momento de inércia no ponto A




NG = J; = momento de inéreia no ponto N
o ¢ "B-8 & » o, # 'd° 8 ¢ o '0c e 0 e e o B
Portanto;

—BDxs  _ Axz

e se a construgao efetuada foi realizada de forma a se ter Axy
suficlentemente pequeno podemos admitir que no primeiro trecho o
momento de inéreia seja constante e igual a:

Jy= Metds,
. 1 )
Andlogamente no segundo trecho:

J iy Jz+J4
2 2
e assim por diante,
Tem-se, entao:
Axy 2 Axz ST
2d, 2ds

como Se queria demonstrar.

Nessas condigoes, a determinagao da linha eldstica & bas
tante simples; calcula~se em cada trecho AXxjy o momento fletor mé-
dio My produzido pelo carregameﬁio dado; carrega=se a viga com as
forgas fictfecias M; (em vez de A x5 , pois £X = constante)e

détermina=-se graficamente o diagrama de momentos fletores,

Se forem oS segmentos compreendidos entre o funicu -
lar e a linha de fécho, e H a distancia polar, tem-se:
A
e Bl

. Se se escolher H = , resultaras

B
Alx
l_”i. =TT
e, portanto, o diagrama dos momentos fletores da viga carregada

com as forgas_fictlcias My fornece diretamente a linha eliastica da
viga em questao.

25 - Deslocamento longitudinali:- Quando uma barra fletida tem uma
de suas extremidades fixa e a ou
tra livre para _mover-se longitudinalmente, o encurtamento prove-
niente da flexao d& lugar a um deslocgmento longitudinal da extre
midade livre, cuja ordem de grandeza € menor que a do deslocamena
to transversal, mas que em alguns casos pode ter certa importan-
ciae

A projeqao horizontal de um elemento dx da barra reta de
comprimento & (suposta colocada inicialmente em posigao horizon =
tal, figura 54), encurta-se de du, como consequéncia do desloca =
mento angular ( , de tal modo que:

=




LGP =

du=dx-dx.cos@ = dx (1-cos (p)

Desenvolvendo cosq> em série vem:

cosP=1- ©* + ®4 . 2 mee % 2 . P

21 a1

e desprezando, por ser (© muito pequeno,
as suas poténcias superiores a 2, pode= 2% R

-g8e por:
2
oy D7
cos(y >

e, consequentemente:
2
il 7 '%'Lné" s
donde: Figura 54

L 2
e 9o (e

Paras impedlr qualquer movimento longitudinal da barra
fletida seria necessario aplicar-lhe na extremidade uma f£érga nor-

mal dada por (¥):

“— , —— D —

Para se ter uma idéia da ordem de grandeza do desloca -
mento horizontal n.considerense o caso em que na viga prlsmatlca
em balango (figura 54) 4ge na extremidade livre a forqa concentra=

da P,

Ter-se-=4:

¢ = —E%(Qx—-%i Lok

onde G, = 0 porque (?= 0 para X = O

Portanto:

x
=EJ (% ) 2F_J <2Q =)

Se este movimento longitudinal £8r impedido, o esfdrgo
normal N que o impede és

(=) Desprezando o efeito da flexao composta trazido por essa mes=
ma £érgaj a 8sse assunto voltaremos mais tarde.
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N:.__E__S._M = _ﬂi_S_
¢ IBTES

Admitindo, por exemplo (figura 55):
h = 20 cm (NP20)
S = 33,5 cm®

T = 2142 cm?

w = mbdulo de resisténcia = 214 em®

by, = 0,75 cm :

b= 9 cm

z = brago de alavanca = 18 om
E = 2100 t/cm®

G = 800 t/cm?

&= 1200 kg/om"

=3 m

+ vre) que a viga pode suportar. Partindo de

Gir I Pl 5

W
vems
_ Gw__ 1200x214 _
Figura 55 R e -, 200 = 850 %g

Para ésse valor de P a flecha f na extremidade livre é:

P. Pe3 _  8BOx27x10° _ 2
{’_ RAET . 302121425108 1,7

Se levarmos em conta a infludncia da f£Orga cortante, o0

valor de f se acresce de:s

¥ Qe
gy
No caso?
AN O .
a Lo RS O o) 2,48
v=248—8P0x500__  _ 50236 em

800 Q00 ~ 33,5
portanto v é desprezivel em face de f.

0 deslocamento %?ngitudinal é:
__ P25 _ _ 850°x243 x101° g : ond
A'u_ 18 EXJA Gl 15= 441 » 109 x 21422 = 0,0058 "om
valor éste bastante pequeno relativamente a f.

determinemos, de infcio, qual o valor méxi-
mo de P (carga concentrada na extremidade 1i

— — o —
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Se se impedir, porém, ésse deslocamento, a tensac que g
parece na viga sera:

_EE = M 0,0058 « 21.10° _ 2
GC=8E = - E = o 40,6 %z%/om

e a tensao maxima serd entao:

6’ = 1200 + 41 = 1241 ‘h%/mrnz
em lugar de G = 1200 kg/cma.

A forqa normal necessaria para impedir o deslocamento
longitudinal &, entao:

N=6"S = 40,6 x 33,5 = 1360 ’k%

26 - Influéncia da temperaturas- Quando uma barra de material ho-
mogéneo é submetida ao acréscimo
uniforme de temperatura At a dig

tdncia entre dois quaisquer de seus ? Al

pontos, A e B, inicialmente igual __T

a 4 (antes do acréscimo de tempe- A B B |

ratura) passa, depois do acrésci- b j‘""

mo de temperatura (figura 56) a: o v
d;=d(1+xaAt) N oy

onde & 8 o coeficiente de dilata- Figura 56

c;ao linear do material de que é
feita a barra. O acréscimo de comprimento, devido a At, §, entao:

Para alguns dos materials mais utilizados nas coastru-
goes, o valor de €, em média:

Para o ago e para o concreto: o = 0,0000125 m/m/°C
Para a madeira: o« = 0,0000044 m/m/°C.

Se a forga axial N (figura 56) necessaria para impedir
o deslocamento A{ proveniente do acréscimo de temperatura é igual
a (barra de secgao constante):

& Ab
N= —ES e
onde Al=oc.AL.D

resulta:;
N=—-—x At E S

Se a barra fOr de secgao variavel ter-se-d:

e L
' N e N & doe
AQ——J—E—S— d‘-ﬁ— E 5
(o]

N= — _jﬁfTa Sars Eseoc_c-i’s_IA“’c.g=
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Bssa fdrga N &, entao, a que se manifesta, por exemplo,
em uma viga (figura 57) sobre dois apoios submetida ao acréscimo
de temperatura At, quando_o

A B apdio mével B, por uma razao
- - N qualquer, deixa de funcionar
N R como tal e impede qualquer mo

vimento longitudinal da viga.

No caso da figura
C 57, o aparecimento da forga
longltuainal N na viga e no
t8po do pilar C pode, no ca-
se do pilar ser muito alto ,

%“ ter também 1nfluencia gran-
de nas condigoes de estabili
Figura 957 dade do mesmo.
No caso em que a viga € et
submetida a um acréscimo de tempe o“‘“+‘f"’x |
ratura nao uniforme, tem-se um e- A t+at B
feito diferente do anteriormente #-de-
considerado. Seja, por exemplo , “Ar
a viga da figura 58, com apdio ar 2
ticulado em A e apbio mével em B, de
Suponhamos que a face superior se t J
ja submetida a  temperatura t e a "

I,
face inferior a temperatura t+At, dx (1+xAt)

Un elemento de compri- Figura 58
mento dx medido sdbre o eixo da vi
ga, toma, por efeito da temperatura, ,a forma indicagda na figura 38.
Chamando h a altura da viga, ter-se-a uma deformagao angular:

d@E'Ead(P=[dx (1+o<Ai:>— doc]—_é: = ___“Agldx

donde:

d@ _ ocat
Ax f

Considerando que no caso de uma viga prlsmatlca de EJ
constante, o efeito de temperatura acima considerado € equivalen-
te a4 agao de um momento fletor constante e positivo M;deve-se ter,
para a orieptaqao dos 8ixos 0x e Oy apresentada na flgura,

o M _ xAat
do . m o =at
donde:
OB JoeaNt:
M= >

27 - Barras de pequena curvatura:s- Se a barra for curva, com raio

de curvatura grande, em rgla=-
an &s suas dimensoes transversais, e se y = £(x) for a equagao<h
seu eixo (figura 59) tem=-se, chamando de o 0 angulo da tangente a
curva com o eixo OxX:

dy _
st

P
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ax
CO5x

day

ds= = 4
sen o

De acdrdo com a nota
qao apresentada na_figura tem=
-se ainda (u e v sao os deslo=
camentos de um ponto do eixo da
barra) s

du=@ds.sencc = @ dy
dv =(Pds.cosoc = Pox
donde:

dv

(S)d%_

x
& A deformaqao angular
4@ medida em sentido destirore
Figura 59 S0 63 '
‘ > O Sef  IET n ATM
5 dP= EJ i EJcosac  EJsenx
Portantos
B Sl i
dx? dx EJcosa
divk v ddig < CaiE L
dwjz de EJ senoc

equaqoes que dao os deslocamentos u e ¥ em qualquer ponto da bar-

T&a.

28 - Bxercfcios:~ 1°) Na figura 60

feréncia de raio r, engastada
em uma extremidade e solicita
da na outra por uma forga ver
tical P. Determinar os deslo-
camentos u e v, respectivamen
te paralelos a OXx e Oy e, em
particular, os valores_de u

e v, (ponto de aplicagao de ﬁo

A equagac do eixo da
barra é, usando os eixos co-
ordenados indicados na figura
602 :

Y= (Qn;oc)

donde:
cos oce 4 = VX (7= )
‘ n n
senoc = =X
n
J dx Yx(2n-x)

se apresenta uma barra de sec-

gao constante, com forma de quadrante de circun

Figura 60
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0 momento fletor ao longo da barra 6:

M=-P (n-x)

e os deslocamentos que 8le origina (admite-se que a barra seja
bastante riglda para que se possa desprezar o efeito das fdrgas

normais) obtém-se de:

Al e o Raiescis
d’lé Edsenxx =~ EJ(n-x)

©oous

d@ = g5 oy
Supondo EJ = const, vem:
(P-———-(aa-i- Cs )

A constante C3 é nula porque paray = O deve-se ter
= 0; portanto:

a2
P=+5Y
Como:
i dul® - b
‘P-aa—- EJ ¢
obtém-se:

=ﬂ5,ad,‘a=.?i.(_"£ +c2>

A constante Cg é nula porque para y = 0 deve-se ter
u = 0; portanto:

_ Pn
M= =g Y*
Para o cdleulo de v partimos des
(P_ dv = Pn
- Tl
Mas:
_ e
I‘J' tﬁoc
Portanto:
dv _ Pn  _n—x
dx EJ tcaoc
qustituindo H

—-x=T.sencc
dax = ds.cosoc = n.d (90 - ). cos o = —n1.cos ox dox

dv _ _Pn__»n.senec

= cosoc
—noe.cose EJ senc

3
ov _ _ Pn e
doc

EJ




Integrando vem:

3 3 :
v=....Ei. Foszocdoc=— _Pi_s(—l +;-L cos?oc) dex.

EJ EJ 2 2
P (o senfoc .- ) g
= C
I B . B
L v S ( oc senoc. coset )
v TS 5 LS > “+ Cs .
A constante Cg é determinada com a condigao:
A v=0 . para o(---g—
Entao: ! B
pr’ ( a1l )
O=- 2 (Bl
Ea\a *
o
Coz - X
Portanto: i
o B ( o 8N CcoS < IT )
VS R - 2 p
Finalmente: ‘
' . iy 3
b maglion.sd
o 0
W ESEEN o
No ponto de aplicagao da carga P (onde < = 0 e y = r) ,
tem=-se:
__Pn® 50 Pr
Moo= gy =090 E7
pr® ar P’
= —— = 0,78
S T a . Ed

Neste caso os_deslocamentos horizontal e vertical, res=-
pectivamente uy, e v,, Sao de mesma ordem de grandeza.

| 2°) Na figura 6;. é apresentada uma viga curva
de eixo parabolico:. L Uy . -

oy A x(2-x)

e momento de inércia varidvel de acdrdo com a lel:

Je
cos X

onde J, é uma constante e X a inflinagao da tangente geométrica &
curva y = £(x) no ponto considerado. Determinar. os: deslocamento®
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P
ERERERRNREARRRRRENEED

oae y N N:’—Qﬁoc(Q—oc)
g v
//’ \\\ Substituindo em:
0 e L e [ ™
) 4l (P—O[Aa_.dqc-JEst
1 1 vems:
Figura 61 __j_p_x@ ,x) dac
ou: ;
o e x? _x )
9= 25J,< 2 3+
Portanto; . . .
- 3
L A G ™ x* , .
anq)dx" el *C‘xwz)
,A constante C .6 nula porque Vv = 0 para x = 0, O va
lor de Gy obtém~-se da condiffao:
v=0 para x=0
donde:
Ty D pa 24 )
S e OEL <6 HRCit
e S
Ci= )
Finalmente:
Y CRE P 2'1:3 - x4 s Qa'x)
s DE G 3 12 12
Lo B SORER Poc?o o 3
2AEJ, (22af-x )
0 deslocamento horizontal se obtém de:
2
- = 2 o chuage z:
Sii=ets EY, < "‘C)d"a‘
d"j (Q Qx)doc
Portanto:
o T e DT ( Al St ) oo 5
u d"é ﬁidnc_ rea) 2 S (2 2x)dqc

u e v, respectivamente pa-
ralelos a 0x e Oy e,em par
ticular o valor de uo (£i-
gura 61)0

.0 momento fletor
numa secgao qualquer de cg
ordenadas x, ¥y, e:




= 75 =

! g it ASPREY Tl
R 2pf §' Wacr ot +C;2—ro3+—§-oc7—2ic,gc,‘)d?c

NE5, 2 3
.. ; . w2 5 _83 4 ,‘ 3 .,4-. '
Substituindo Gy = = i e integrendo vem:
2 et (ﬁfxa_ Jocd 94 Bt 2 5 P o )
RGN 71 wid P - T T R T T e i
ous
~ * 8 12 4
4 'Pf (}4- 5_ 0,4, P23 o -P.x)
U=~ : x°2 + Lo -
BEJL T \ 5 TS I T
A constante Cj, é nula porque para X = 0 deve-se ter
u=20
! Verifica-se qus o valor miximo de u se d4 para x =9 e
e igual a by, TR
. } 3
LR TR - A
Mmee = Mo = 35T,
2 Verifica-se também que o valor méximo de v se da para
X = - e 6 igual a
5 w4

Vma’:c - 384 EJo

29 - Aplicaqaes:=§Vejambs agora algumas das aplicagSes do estudo
das deformagoes.

¥ 1) Na figura 62 é apresentada uma estrutura hi-
perestatica formada de duas vigas cruzadas que Se apoiam nas qua =
tro peredes de uma sala, No ponto em que as vigas se cruzam € apli
cada a fdrga vertical P; como se distribue a fOrga P pelas duas vi
gas? J : »

Y
/

A = B

D

72927772

AR

MANINAN

Figura 62

Chamando X a parte de P absorvida pela viga AB e Y a par
te de P absorvida pela viga CD, tem-se;

X+Y=P
fnica equagao fornecida pela estatica.

Para resolver o problema é necessario -recorrer ao célguc
lo das deformagoes; para isso considere=se que sob a agao dg for-
¢a X aplicada no meio da viga AB a flecha que af se produz é:3

5 g2
fas= X 38E; Js

onde E; e Jl s§o9 respeétivamente, o] médplo de elasticidade do ma-=




teria} e o momento de inércia da viga (supoe-se que a viga seja
prismatica).

Andlogamente, a flecha que se produz no meio da viga CDé:

sy A
g o ABE,J;
A equagao:
PAB = 1cp
juntamente com:
X+v¥Y=P

permite resolver o problema proposto.

Ter-se-&:
3 R 1 S
E’Jl Esz
Admitindo:
E1=Ez
3
J,:—LOT"QZ—O-WYL"
3
Jares 10;%0 e A
P,=4m
22:3‘)’)’2
a I G2 PO s VA - S Yo i VA S L e L% (o)
e X"(T ek T | e by s
X= 2Z..Y

Mas: Y=P~X

Portanto:

8 8
2 ¥
X= T P
Yore 84D
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y 2) Na figura 63 & cpresentada uma viga prismiti-
ca sobre dols apoios tendo ¢ seu ronto médio ligado por um fio a
um ponto D tal como se indica na figura. Admitindo gue antes do
carregamento da viga o fio estivesse perfeitamente esticado, mas
Sem aplicar esféryc menhum na viga, pergunta-se qual o momento flg
tor na viga, em -C, e qual o esfdrgo agente no fio, produzidos pe-~
las cargas indicadas ra figura?

ID
TR A X
gt iap 2 P |
4 L [lJl_Ltjl il rllé i L] L EREE] J R4RENNA =
—+— Y% Yo % i %
Ie I
Figura 69 ‘ Figura 64
Chamandos v

X = fOrge normal no fio

Sy = drea da secgao transversal do fio

B; = mOdulo do material do fio
J = momento de inércia da viga

E

médulo do material da viga

ter-se-a, evidentemente, agindo sdbre a viga o sistema de esfor -
¢o8 que Se apresenta na figura 64

A incégnita X obtém~se igualando a flecha em €, na vi-
ga, ao alongamento total do fio produzido pela forga X,

,A flecha na viga, produzida pela carga concentrada ..

(P~ X), é:
P epetyone
2 48EJ

e pela carga distribuida §: 5 4

prr Aslplil
384EJ

Portanto, a flecha em C &:

" ) ,v_ Qs . 5 {4
s (R + o0
0 alongamento total do fio &:

2aeXP;
At = E; Sy

N )

A equagao:




fornece a incdgnita X.

dondes

da viga é:

Ter-se-a:

> N 5 pl? X‘e_l_
(P x)48EJ * 384EJ T TE,5

PP,B 5'99,4 i _23 ‘Ex
Z6EJ ' 384E0 ‘X(4BEJ oy T

3 3 EJ

0 esfrgo agente no fio é:
X 8P+ 5 pls
803+384¢%; EJ
EiS

Determinado o valor de X o momento fletor na secgao OC

2
7y e (X

3) Estudo do "feixe de molas™ = O chamado fei-

xe de molas é, na realidade, uma mola formada por um conjunto de
chapas metdlicas dispostas como se indica esquematicamente na fi-

gura 65.

0 conjunto trabalha como
umg viga de momento de inerclia va=-
riavel, apoiada nas duas extremida
des, e com uma carga concentrada a
gindo segundo o eixo de simetria.

Suponhamos que as chapas
oue constituem a mola sejam coloca
das uma ao lado da outra num mesmo
plano e que assim se obtenha a cur
va da figura 66 cuja equagao ire-

T
|
!

KA

mos determinar. Estabelegamos como
condicao para_resolver o problema
que por ocasiao do carregamento a
curvatura das chapas seja constan-
te, isto e: Figura 695
|P
l ; e B
€ dP =const = — 2
op % =) 2% olx EJ
— Mas M =-Px', logo:
! d® _ P’ _ (onst
{Yo ‘ & dx EJ
i Supondo que sejam constan=
_“%_____”’ﬂ,, tes: P, E e a espessura & da chapa,
8 vem:
12 =’ %
T const = =
Figura 66 Jd Ye?




Il
o g |
: Fl
donde:
R -
b $ee? 2 ||
b + 2 5
isto ¢, b ¢ proporcionsl a x°*, |

A curva da figura 66 €, Wzzzzzzzzz; —f—

entao um tridngulo como o gue, por
exemplo, se apresenta na figura 67,

. Para construilr a mola cor
ta-se.de infcio o trifngulo,e, de=
pois de cortadas as partes A e A',
B & B! etec, {figura 67) unem-se as
partes simetricas colocando-as s8-
bre a chapa central C (figura 65},

Ve jamos um eXemplo numé- )
rico; Seja &= 30 cm o comprimento '
da metadé da_mola; admitamos G = - !
= 1400 kg/cm® e E = 2100 t/cm®.Pe- !
de-se o dimensionamento da mola que Figura 67
fornece a flecha méaxima f = 1,5 cm.

Partindo de
)
b=b,. ?(’,c
vem:
Al {792 - efoez b
i oo ko
A tensao G é constante e igual a: 5
oo Ml _ Px'6E _ o Pt
R 7T DR A= S
Igualando a G vem:
£
donde: X
_ 6P2
b, = 8P
Para calcular e sniramos com a condiggo da flecha; par-
tindo de
o0/ et S M [ 2% ) e U P 2 o
dx Eid, Ebded E%, e3x)
d® _ 12PP

dx =~ Ee3d,
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e integrando vem:

L RN
R TE ittt
onde Cl = 0 porque, por simetria (Q= 0 para X = O
Portanto;
Q= 12P2 L

E e3d,

Integrando vem:

o R e et
e Ee’lb, 2

onde 02 = 0 porque y = O para X = 0O,

+CZ

A flecha na extremidade se obtém fazendo x = L 3

P rGREl s
E o3,
onde £ é conhecido e igual a 1,5 cm.

Substituindo b, por

6P2L
G e?
ok
EFf

resultas

@ =

No caso em questaos

1400 x 900
e = = 4 o
2100000 « 1,6 ©,

Determinado ¢ podemos fixar P, calcular b e cortar a
mola correspondente.

,4) Vigas de comersto armado -~ Outra aplicagao
interessante do cdlculo das deformagoes esta no dimensionamento das
vigas de concreto armado; consideraremos a seguir, o dimensionamen
to de uma viga retangular segundo as hipoteses do chamado "dimen -
sionamento no estdadio II". O problema é estudado com mais detalhes
na cadeira de "Concreto Simples e Armado",

Admitimos no que se segue:
1°) Que os materiais obedegam & lei de looke.

2°) Que as seches transversais se conservem planas du -
rante a deformagao.

3°) Que o concreto nao resista a trdgao & que €sses es =
forgos sejam absorvidos, em sua totalidade,pelo ago.

= S A LI TR E
= —a T
h L.._.]%E\_._._-oi[:_._-i. 4_.l___iq
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Nessas condigoes, de acdrdo com o diegrama de deforma -
qoes de figurs 68, vem:

&g = [
$-oc o

onds .G 9 e X sao, respectivamente, a deformagao no ago, a dg
formaga na_ %ibra mais comprimida do concreto e a disténcia da 1li=
nha neutra a face superior da viga.

Chemando:

ol i E: = relagao entre o mddulo do ago e do con -

creto

G. = tensao mixima de compressao
G = tensao no ago da armadura.
a expressao acima se escreve:
e
Chamando:
F; = f0rga de tragao na armadura de ago

F, = resultante das tensces de compressao no
concreto

M = momento fletor na secgao considerada

N
]

distédnpia de F, & armadura
Sp = drea da armadura

vem (figura 68):

M:th = Fc.‘z

R= ST“G§ = nGe ?t:r

™M gl Qc.
SRty vyt
donde: 3
Sex p_ 6. P
5 b =mné = . S¢
T Sp %—zr = %"7‘:
nhSp — nSpx ~ i’-éx—z =0

'JC+—_€'—L'.7C— 2nh Sp =0




Finalmente;

~m8el_ 5 2t
3 Bt - s TnSp

: Facll é vér que a outra raiz ag equagao Go segundo, grau
negatlva, nao interessando, portanto, no problema em questao.

(18

A férmula acima determina a posigao da linha neutra; co
nhecido x, tem=ses

esgl, = COCE
z=+ = :
Ge.
PC= —!;— = Ft'= G'?SQ o sz ‘ET
2 = ol ™M
e = BISe e U 4&—.%%
%=ﬂQ ‘P‘l"'x

e o problema estd inteiremente resolvido,

Para exemplificar considere=se:

= 25 cn

= 45 cm (distfincia da aruadura & face superior)
G B -5o‘ké/cma

= G, = 1200 kg/om®

= 5 cm~ (quatro ferros. de meia polegada)

o i
(=E . H.:ql OQI P o

Pede-se calcular o momentoc miximo que essa Secgao . pode
suportar.

Calculemos a posigéo,ﬁa linha neutra:

_ 16x6 (_ \/ 2xA5x25 )=13
x="25 (H R T 3 2oy

Para cue nao seja ultrapassada a tensao admissivel Gy m

ago, deve=-se ter: .
Mz 63 s{;—(%_£>c; Se

€ para que nao seja ultrapassada a tensao admissivel 6', no con-

creto, deve=-se ter: :
MS G'c,eloc <%.———> L

No caso presente tem=se: .

J}1__,:5__41'5 -46 =404 vm

Entaos

(f- %)o‘;.sg =40,4 x 1200x 5 = 242400 hgx om




- 88 =

? " = Py
isto &, o momento maximo que a s=ccao pode resistir sem que se jam
ultrapassadas as tensozs admnissive.s e3

M=2,424 1% m

30 - Deformagao e deslocamentes- Para evitar confusao de nomencla
tura, observe-se o sSseguinte:

¥ Deslocamento de_um elemento de uma barra ao_se deformar
é a variagao de sua posigao no espago; assim, na flexXao, ®.é um
deslocamento angular; u e v, na flgxao de_barras curvas, sac des-
locamentos lineares em dadas diregoes. Sao deslocgmentos linea-
rgs)a flecha de uma viga, a guantidade AP (na tragaoc ou compres
sao) etc.

Deformagao é a modifigagao que o elemento sofre _em gi
mesmo; agsim, 4 e uma deformagao, &' e &€" (caso da flexao)sao
deformagoes lineares (alongamento e encurtamento considerados por
unidade de comprimento).

Distorgio _& uma deformaggo ¥ , causada por tensoes de
cisalhamento e que nao traz alteragao do volume,

Essas grandezas nao tém dimensoes, salvo os deslocamen-
tos lineares, que sao medidos em comprimentos (|L]).

As vezes faz-se referéncia a “deforma%go total de uma
barra"; tem-se na realidade um deslocamento ( A& i

D - FLEXA0 COMPOSTA. FLAMBAGHM,

31 - Vigas esbeltas com carga axial:- Nos casos mais comuns, a inp
i 3 fluéncia da forga normal ,
na deformagao de uma barra fletida, & despgezivel em face da cau-
sada pelos momentos fletores. Quando, porem, a rigidez da barra
é muito pequena, a influéncia da forga normal torna-se sensivel,
podendo mesmo, da deformagao que ela causa, provir a ruptura da
barra.

2 Considere-se uma viga
’FTTTTTT“Fg%TTHFTTTT\ prismética AB (figura 69)submeti-
H | H_ da & carga distribuida p = p(x) e
AJ% \ a fér¢a normal H.
t

%z
LR

Se ja_My © momento fle-

tor, numa secgao qualquer _da Vi-
ga, devido exclusivamente a' carga
Figura 69 P, © Yo a flecha corresponéente .
Se depols de aplicada a carga p a

plicarmos-a fdrga normal H o momento M, se acresce de Hyg; a fle-
cha, por sua vez, passa de y, & yo + V3. Acrescendo, porem, a fle
cha, de ¥y, acresce, também, o momento; de Hyj, e assim por diante.

Ter-se-§, entao, como momento final a somas
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que constitui uma série. Se sssa serle for alvergente a v1ga rom-
pera' Se f£or convergente a viga nao se rompera e apresentara a li

nha eldstica final:
ld 13’0.!. 1+(32 +1ja+ ......
que constitui uma série convergente.

Se o material obedecer a lei de Hooke e se verificar a
hlpotese de Bernoulli, Len=-se com as notaqoes usuais (admite-se des
prezivel o efeito das fdrgas cortantes):

Al o 2 M
dxf" EJ

A equagao diferencial da linha eldstica escreve=-se, en-
O L T ASTEy
Ax2 T EJ

s d3y H Mo

+ = - ==
d<z TEJ ¢ EJ
No caso em que a viga é prismitica tem-se BJ = constante;

tao:

pondo:

| g 0 o 4
EJ & const

a equacgao aiferencial se escreve:

2
2 )
Jii@- Ry = — ™M
dxz Y a2
A integragao analftica dessa equagao diferencial linear,
ae segunda ordem, conduz a:

Y Asenfkx + Beoskhx + £(x)
visto que a equagao:

(o (T
=y +RY=0
tem como solugao:
Y= Asenkx + Bcoskx

A fungao £(x) € (como se prova em Cdlculo) uma solugao
particular da equagao diferencial com segundo membro nao nulo e as
constantes A e B sao determinadas pelas conuigoes particulares do
problema que se tem em mira resolver.

A equagao da linha eldsticas:
ﬂa=Asen'onc + Bcos ke + £(x)

estara determinada quanao se conhecerem as constantes A e B assin
como a- funqao f(x). Nos exercicios gue a seguir se apresent am
ver-se-4 alguns casos de determinagao da linha eldstica; para is-
to observe-se que se a funan°

o= Mo ()
£Or um pollnomlo inteiro de x, pode admitir-se, também, para fgx)

um polindmio inteiro de x. O prlnciplo da ldentidade dos poliné =
mios permite,nesse caso,determinar os coeficientes do polindmio f(x).
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Para exemplificar seja:
2
Mo=Qo+a;x + QX
onde a,, 81 © ay sao conhecidos,

Admitindo que f(x) seja o polindmio:
£ex) = &g+ Oy + Ypoc?

onde by sao coeficientes a determinar, substitueamos na equaggo:

_d_z/’g_ +’F~22 = - ﬁz Mo
dx H

as expressoes:
Mo= Qo+ @3 + a2’
= Asen ko + Becoskx + £(x)
()= ¥, + b, + bpx?

Resulta, evidentemente:

dd»;z f('x') + %gf(x) = - L%z"_‘—z--'!“’]‘>

6, como:

-d—‘:,lc—-i’(oc) =¥, + 2%

=2,

vems:

(2 {:2+ﬁ26°) + B + B, ot = - _—E:(a°+a,oc -ljaz'acz)

Pelo principio da identidade dos polindmios, vems

Q'sz'{' ‘hzfro = H‘ Qo
%2{71———.&250.1
"?12‘?!2=— '—&iag
donde:
Y, = ~ ?_’{z
2
{r°='%a-(_ _kT,ao_l_ 20.9.) (a s 20.2)

e Tinalmente:
£(x)= - -ﬁ,—[(o.o- %} +Qq, % + azoc:“‘jl
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32 - Exemplos:= 1°) Determinar a equagao da linha eldstica e o mo=-
: mento fletor maximo que se verificam na viga
_prismatica da figura 70,

Nesse caso, © momento: 7
fletor M, 6: ? 2 A
Mo= 5~ x o< =L 4 ' 2
A’equaggo diferencial o
da linha elastica se escreve: 15
d: 2 & kP
A solugao dessa equagao é:
y= Asenfoxc + Beos ke + £(x)
onde f(x) é tal ques
0\ 2
£ (x)+ B2 (x) = - —‘?—"—p-'::c
2H
Admitindo para f(x):
f(oc):‘f:,oc
vems
2 &P
& %,.oc == %
isto é:
CO T
¥, = =
e:
S
Po) = TR
donde a soluqao geral:
S _’l_)
13=Asen?zoc + Beostac TR (O<'x< 5

Sao condigoes do problema:
a) y = 0para x =0

b) % = 0 para X = —g’—(devido a simetria)

Portanto:




O=%Acm’%€ il

2 2H
L BT e
A IR B
e, finalmenve:
_ P lsenfasc. . _L)
t" 2H [‘hcosia’zi %} (O\'xs 2

A flecha no meio da viga 83

L 1o Rt __'&{;>
£ eH?a (3 2
ou, chamandos
2 g
'-,2 =AM
e lembrando que:
o=/
EJ
vems
3
3 8 EJ
HR = R EJ= 255
e:
¢ PP tou-u
48EJ ‘B W
0 momento fletor méximo, gque se di para x = —%— , 6:
Pt P2 4Hf 2 tam -~
Mimax = = +Hf= X <1+ ) (1+4EJ %“LB
2_82 e
o B A )2 g
Se nao houvesse a f£Orga longitudinal H a flecha no meio
da viga seria:;
Pt ol
°©~ 48EJ

Quando existe a fOrga H tem=se:

par,-lgpmss

£ =3 fquoe 2o (t‘é - )

Essa relagao varia entre 1 (para k ! = 0) e infinito
(para k= 71 ). Para valores pequenos de k (H pequeno ou J§ gran-
de) pode desprezar=se o efeito de H.

ou:

2°) Determinar a linha elastica e o nomento fle =
tor méximo que se verificam na viga prismdtica da figura 71.
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Nesse caso, o momento fletor My 83

M°= ._.Eg'—gc = _'.P_.lxz
P 2 &
= isto €3
TR A S B B e ' .
) My=Qo+ QX + A’
s '—_—'ac ondes
% Qo =0
Figura 71 4 _“%Q_
Qg=— -—-%
Portanto, de acdrdo com o gue se apresentou no item Bls
-
D 1 TS S e i >
be==irg 92 7
4
'le:“- w ——:T-Ql = - .2__—

1 < - 2 o,z) Hgﬁz

A equagao da linha elastica és

5 oL ek
«a-Asenﬁoc + Bcoskac - th ( % Lipees
Para x = 0 deve-se ter y = 0O, port-antos
L B
y H 2
isto e:
e e i
i +*2 H
Para x = 1 deve-se ter y = 0, portantos
: O= Asenkl + o (cos?ﬂ—-i)
isto e:

52 '1—cosf22 1o +2
e e gt

Substituindo-se essas expressoes,, vems

A=

13 [tg senka + cosfx — 1] » :"‘

Tl c,osh(/z—oc) Mo
Y= ®eR cosL H

0 momento fletor numa secgao de abcissa X 63

M= M +H'j hl[cos?zé%:gx) 1]

=)




«=589& =
Para x = __ﬁ_ vems
z o
%2
T = —%(sec 5> 1 )
" 2 g
Pugf (oo L 1) - BT

) 3°) Determinar a equagac da linha eldstica da vi-
ga prismatica da figura 72.

No caso em questao 2
tem-s63 8 -
a
e P%' H T H
Mo= 2 (0€xga) - = =
4
€ a equagao diferencial da —_— e
linha elasticag -~
dy e PO
dx? +H T HL o T TN v Figura 72 @
A solugao dessa equagao &%
= Asenfx + Bcos fox - B0 (og<xga)
»\3_ i cos Rx a 2T R

1 No trecho compreendido entre os pontos C e B ter=se= a
analogamentes b

16=Atsen?e'x’+ B;costax’ — —g_%—'x’ (ogx’< &)

£ condigao do problema, poréms

43:0 para x=0 e para x’=0

portanto:
B=B, =0
dondes
aa:AsenFeoc ———Eg—--oc (Osocga)
%:A,sen%oc’ -~ —f%-oc’ (O<oc‘g &)

_ Derivando a primeira equaqao em relaqéo a X e a Segunda
em relagao a X' vems

%=PaAcos&oc——gg— (ngQQ)
?dm‘é\_: kA, coshx - -%i“‘— (OSOC)QQ’)

Para determinar as constantes A e A, _estabelecemos que
‘no ponto de aplicagao da carga P as duas equagoes acima, que fa =
necem as rotagoes, devem fornecer valores iguals e de sinais con-
trarios; aldm disso os valores de y devem ser, também, iguais.




Em resumo, para X = a & X' = b deve-se ter:

13,:=Asen?eo.— Pab A,senfRrd ~ Pab

LH i H

Q= RAcoshka - %S’—: -~ RA ;cos Y + —}LZ%—

Da primeira se tira:
senkd
A=A 22—~
senfka
Levando essa eXpressao a segunda, vems

'PQA1M-COS%’.O. - _P_{r___: - ?{A,cos%?j e _Pa

senfkra 2 LH a
%Alsenﬁﬁ =——5— senka
i Bl senfka .
'V Hk  senfl
A=A sen%‘?f - P f Sen%’.b’
* senka HR sentk?
Portanto:
_ P [senkd dippo sy
na_ v ___*Fzsenﬁt sen ) 'ac_ Ogkx g a
=f———§9£{2&-sen%oc°— —&oc: ogx's ¥
13 H _ksenh% 3 L . S

Quando a = b = T vems

e [ serfh %2t
T H Rsenk? 4
il R Rt

£- 2HR (93 2 )

(’\d) kT

x:T

53 - Observacao:- No caso de uma viga reta submetida ao momento
fletor M = M(x) a equagao aiferencial da linha

s . M

dxz EJ

onde o segundo membro é apenas fungao de x, mostra ser aplicavel
o principio da superposigao.

elistica:

De fato, suponha=se ocue se carregue, iniclalmente,a vi
ga, com uma parte da carga que produz o momento M; num ponto qual
quer da viga o momento sera My = Mj(x) e a linha eldstica corres
pondente: yi = yl(:g)q Carregando a viga com outra parte da carga
total proauzir-s&-a num ponto qualquer o momento M; em vez de My




ST )

e a linha eldstica correspondente serd Yo © assim por diante.
Sendo: M=M;+Mz+----+ Mg, e "313132\""3\1)

as linhas eldsticas correspondentes & aplicagao de M;, de Mypooo
de M, ter-se-a:

dzgx by
dacz EJ
d,z}sz s = L
dxcz EJ
dz}én RS el i <)
dxz B

donds

2
E%;(V‘+ﬂz+'”'+3")='—T%j'<M’+Ph+””+mn)=—-é%—

isto &, a linha eldstica y, devida ao momento M, &:
1a=131+ ’jz-'- .....'.;.vn

Quando, porém, o momento fletor M também é fungao de ¥,
como acontece nos casos de vigas com carga axial (figura 73), nao

3

*

é mais valido o princfpio da
B B superposigao dos efeitos das

H cargas H, Py, Py, P; pois a
- -H_  equagao diferencial

?
ol pye T DT SR |
it s E N e U Y

dz
EJd—xt%--‘-Hld:—Mo

nao é homogénea em relagao a essas quantidades. Note-se porém
que, se My, My 6 My forem os momentos devidos respectivamente a Pi,
P, e Py ter-se-a:

Figura 73

M°=M1 +M2 +M3

EJ-SY s Hy=- (M + Mo+ My)

d’ys Rrt s
e e

n
!
KA
»

dy.
Sl ek

d*ys e
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0 efeito total € pois igual a soma dos efeitos parciais
de cada carga Py, P » B considerada aplicada, cada uma de- per si
e simult@negamente com a forqa longitudinal Ho. Ha pois uma lel de
superposiqao, mas toda suk-generis, e que sé se refere as cargas
transversais.

34 - FPérmula de Buler:- Consideremos a coluna prlsmatica da flgu~
ra 74, subumetida & fdrga de compressao P
aplicada com excentricidade e. 0 eixo

da pega, inicialmente reto, val _se en P' P
e

curvando; se y = £(x) é a equaqao da 5
linha elastica o momento fletor na sec
gao de abcissa x é:

M=-P(e +m3)

Substituindo ésse valor ‘na x
equaqao diferencial da linha eldstica:

?
e
dxz S ="_E'J‘ __(e*‘ﬂ) ¢
Fazendo: J A
20 PR w6 @ , i R

=R : g

resulta: 7777

:iiﬁ_ %2(9.+H‘) . Figura 74

d? 2 2
Taiﬁ—-r'h'% = — ke

A solugao dessa equagao &3
Y= A.sen kx + Beos kR + £(x)
Admitinao que f(x) sejas
P(oc)=a° +a;xc

?‘ ('JC)=Q—1
£ (Eya=

vems

substituindo em:

£ () + R Plax) = -

resulta:
Qo+A3X = —€
isto é: '
Ao=-€
Q.1=O

Donde:
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e
13=Asen%oc + Bcoshax ~¢
As constantes A e B determinam-se oom as condigoes:
1) y=0 para X = 0
2y & . .
‘ ) e 0 para x 2
isto &:
O=pRB—e
O=HhAcoskl — R Bsen &1
donde:

B=¢
e B\:%M, = e{%kg
Finalmente:

y=e (tafﬂsen%fx + coshx —1)
s ( senk? senkx + cosklcoshx 1)

costke

_ o [cosh(-x) _ ’
et [ cos hl 1] »
Para x = { resulta

f=e(sec‘?z-?—1)

Suponto que a excentricidade g da carga P tenda para 2¢
ro, a flecha f, no limite, torna-se:

oo (it 1) =0 L=l

Daf se conclui que se a fragaos
1-coshel
cos el

tiver valor finito, a flecha é nula e a cpluna permanece retaj
quando, porem, Se tiver:

COSEZQ:O
isto &:
: o™
; Rl=mn-XL . (n=1,3,..) .
a expressao de f assume a forma indeterminadas ‘
£ =000
e, entao, a flecha poderi ser diferente de zero.
Sendo:
o P
= = EJ
a condigao
Rl = -

2
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Se escreve;

o 337 Ao (1
SR AN

i B ThAEad
RN

. . Tals sao os valores da carga P para os quais a flecha T
pode nao ser rula. Ao menor desses valores da carga P, e que cor-
responde a n = 1, da~se o nowme Ge carga de Tlambagem.

A carga de flambagem da coluna reta e prismatica,que es
tamos considerando, e, entao: :

M*EJ

a0
Observe-se que quando & ¢ diferente de zero, qualquer
que Seja 0 seu valor, tem=se: .

Be =

f=00 -

2
para P=Fp = _%I— (porque coskl = 0).
L

Supondo-se uma coluna de comprimento { , médulo de e -
lasticidade E e momgnto de inérecia J, pode-se verificar que a va-
riacao de f em fungao de P a principio 8 lenta, cyescendo, porém,
rapidamente quando P se aproxima de Pfg e tendendo para infinito
quando cos k? tende para zZero.

Assim, para

kd = 0,1 tem=-se f = 0,005025 e
k! = 0,5 tem-se £ = 0,1395 e
k! = 1,0 ten=-se f = 0,8508 e
k? =1,5 tem=se T Lee iidhiie
ki = —g; tem-se f = c0

isto é, o valor de f se'aprgxima de infinito, por menor cue seja
a excentricidade e (porem nao nula), quando a carga P se aproxima
de ng .

—%e-‘—

A BTy

P
No caso de uma barra reta e
A prismdtica, articulada nas dues extre -
midades (figura 75) a ceterminagao da car
9@ ga de flambagem pode ser obtida direta-
mente a partir dos resultaqos obtidos
ot no estudo da coluna da figura 74a.

9, be fato, no caso em‘qugstgo,
e cada uma das metades da barra esta exa-
J tamente nas mesmas conuigges da barra
da figura 74; trata-se,entao, de deter-
minar a carga de flambagem de uma colu?
Figura 75 na engastada em C (pois que, devido a

B —-Ie|
AE
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simetria, g tangente & linha elastica em C tem a alreqao do eixo
da barra nao deformada) e articulada em A. A carga de flambagsu da
barra da Tigura 75 é a mesma da barra da Tigura 74 desde que se
considere como comprimento da coluna a distancia %/2.

Portanto:
B~ TLaEds C e
4(5@)2 s

: No caso da barra reta e prisms
tica, engastada nas duas extremidades(ff
gura 76) a linha eldstica apresentars em
De em E (& distdneia </4 dos engasta-
mentos) pomntos de inflexao; em C { ponto
médio) a tangente a linha eldstica_ tera
a mesma airegao do eixo da barra nao de-
formada. Cada uma das quatro partes_ (AD,
DC, CE e EB) esta nas mesmas comndigoes da
coluna da figura 74.A carga de flambagem
da barra da figura 76 é a mesma da barra
da figura 74 desde que Se chsidere como
comprimento da coluna a disténcia /4.

Portantos

p, - TEJ _ 4m*EJ

e T
No caso em que a barra é articulada numa extremidade e
engastada na outra (figura 77) a determinacac

. ..__L_E. qmemos, entao, O Processo
X 2 e usado para o estudo da cQ
§§B 1 luna da figura 74.
A
N Neste caso, a ar
ticulagao A nao permitin=
p ¢
N do penhum movimento na di
§ e reqao normal a do eixo da
§g 4 barra nao deformada, apa-=
QSB 4 A 1 recera ?m A a férga R (fi
N gura 77).
e 0 _momento fle =
tor na secgao de abcissa
Figura 77 . x (onde a flecha & y) é:
M=P(e+%)—R(£—x)
ou, chamando:
F4A==F?e
MB-—-PG—RQ'-;MA-Q‘R
vem: :
P1=-P%-+l?x:+lﬂs
Portantos

2

e
Y,
A

B
VA% A4 2

i

B
q$gura 76

d*y M _ _ Py+Rx +Ms

IR TIEY

[4

EJ

da carga de flam-
bagem nao pode ser obtida
assim tao facilmente.Apli
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dy . Py __ Rx+Ms
dx? EJ EJ
P Pazendo:
28 -t
k= EJ

Vems
%Z—;&‘z— +¥zz13 =——§i('f2'x + Mg )
cuja solugao &:
Y= Asenfx +Bcoshx + £(x)
A fungao £(x) é tal que:
£2c) + B*P0c) = = -%1 (Rax Mg )

Admitindo para f(x) o polindmio:

f(x)=ao+ a1

vem:
) = a
?"(oc)= 0
donde: 2z
'PQZ(QO'F Q.j'.'x_')=— —_F (’\?x -+ MB)
isto €: ¥
o> UL
a, 5
ik
o g | s 1a
£(x)= = B X
” e TIkis
%_Asen?wc + Bcoshkx = < S

Para x = 0 deve-se ter y = 0, logo:

F
Para x = 0 deve-se ter %.:If = (, logo:

O=%A—E—

9
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4
A= B
Portanto'
-___ Ms gl o ile ]
1d senfe < + = .cos Bx =% T

Para X -=¥, tem-se y = 0, donde:
_ R [ senk? M o
O—_ID_("—-E—"P‘)"' ‘PB (cos'?zt 1)

ou, como Mp = Pe - RY :

R(sen?z? g) (Pe—’RQ)O.—cos?z?)

R[—E.’-g%?a— — 02— Rcosk? +-?,]=Pe(1—c,os?z8)

¥ 1—cos ke
R=Pet — 7 hilcosht

Qualquer que seja © valor da excentricidade e o valor de
R torna-se infinito quando

cenBl = & cos R

A menor raiz positiva dessa equagdo é:

%0 = 4,49 = V2

A carga de flambagem 63 EY
Pa )= T
“/s % .y = V2
Ko (62 THE B
Pz =%

Em resumo, tddas as formulas que fornecem a carga de flem
bagem, apresentadas neste item, sao do tipos.

Pf" a° E(J
denominada "férmula de Fuler”. -
G Fagely £ ofEd
$ : T TR TERe AT
MBS M*EJ
bp=2 Fe= T = %
’ 4’
N Q £
\ A
\ N pipened MEd o 2TEd
gt =07t R= = :
\J 4 VE\ [£4 z-? 22 .
N
N Figura 78
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0 valor de Qf é denominado comprimento de flambagem;
nos casos apresentados, os valores de %f sao 0s que se indicam na
figura 78.

35 - Flambagem:- A teoria exposta no item anterior, segundo a qual

se determigou a carga de flambggem para diversos
tipos de barras retas prismaticas, sugere uma série de duvidas. AS
sim, o caso da carga concentrada axial € apresentado como caso 1li
mite daquele_em que a carga § aplicada com excentricidade, deixan-
do a impressao de que a flgxao da barra pesse caso s seja possi-
vel por causa de imperfeigoes na aplicagao da carga_concentrada a-
xial, de modo a haver sempre uma excentricidade g nao nula embora
tao pequena quanto se possa imaginar,

Por outro lado, a expressao indeterminadas
£=0 o0
pode ter um valor diferente de zero para:

P=Tg

e=0
mas nao se provou que de fato tal expressaoc tem um valor diferen -
te de zero; portanto nao se pode concluir que a flexao se dé com
certeza.

B preferival, entao, estudar diretamento o comportamento
da barra com carga axial. Ver-se-a qual a esséncia do fenlmesp da
flambggem, © gue mesmo no caso da carga perfeitamente axial o fqu
meno é previsivel; em outras palavras, uma barra reta axialmente
carregada adquire, quando P = Pgp uma forma de equilfbrio instavel.

Para tal fim considere-se, por exemplo, uma coluna arti-

culada ngs duas extremidades (figura 79) e submetida a uma fércga de
compressao P g

)2 =
V

(a) | T3 (b)

P Figura 79

e Suponhamos que a coluna seja perfeltamente reta e homo =
génea, a carga P exatamente axial, a auséncia de forgas lateralis
(coluna vertical) e as articulagoes sem atrito. Nessas condigoes

a
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ter-se-4 necessariamente uma barra em equilfbrio porque numa sec=
gac transversal qualquer, S, ag® o0 esfdrgo normal P_ que provoca
as tensoes G , uniformemente distribuidas pela secgao; sua resul-
tante passa pelo centro de gravidade da secgao o coincide com =a
férga externa P, Todavia, embora existindo equilfvric pode tra =
tar-se de "equilf{bric estavel™ ou de "equilfbrio instdvel®. Para
determinar a forma de equilfbrio basta modificar, de pouco, a po-
sicao inicial, por intermédio de uma causa gjualquer,_extranha, e
vér se, com o cessar desta, O sistema retoma a pogigao inicial ou
se, a0 inves, se afasta cada vez mals dessa posicaos.

| Suponha-se, entao, que se faga fletir a barra momentanea
mgnte e que depols se anule a causa eXtranhg que produziu a fle~
xao. A férga P (figura 79b), nessas condigces, nao passa mals ps
lo centro.de gravidade da secgao; ¢ momento da fSrga P em relagao
ao centro de gravidade de uma secgao qualquer, Sy €3

Me = PZ
onde z & a linha eldstica produzida apenas pela causa exiranha,em

aBs

questao. As mesmo Tempo, &4 distribuigao uniforme de tensoes:

& o 0P

= 3

se acrgsce outra aistribuigao de temnsOes (figura 79b) devida & 11 °
nha elastica z e equivalente a um momento Mie

# intuitivo que:

1) Se M_ < Ms, retirada a causa que produziu a linha e=
lést%ca z, a coluna retoma a posjigao iniclal, perfel
tgmente retilfnea; trata-se, entao, de uma fprma "eg
tavel" de equilfbric.

2) Se My> My, retirada a causa que produziu a linha e-=
lastica z; a coluna tende a se fletir cada Vvez mais
e nao retoma a posigao inicial. A forma iniclal de
equilfbrio é "instdvel™,

Observe-=se porém que o momento Mj, em uma secqgo qual-
quer, depende Unicamente da curvatura da l%nha eldstica z na seg-
gcao considerada, isto e, do tipo do deslocamento provocado @ nao
depende do valor de P; portanto, para uma dada linha elastica,seu
valor 6 determinados

o 90T ) =~ dZZ
M= B = EJ-4Z

- 0 momento Me = P,z depende do deslocamento z e da car-
ga P.
Portanto, se P é muito pequeno, resulta certamentes

Me<[v]{
e o equilfbrio é estdvel; se P é muito grande é possivel que se
tenha:

Me > M;

e o equil{brio é instavel.
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Admita-se, entao, a existéncia de um valor de P = Ppp
para o qual .

MQ:- ML

N8sse caso seriam possf{veis, tedricamente, duas hipote=
ses: a barra permanece reta, ou a barra se encurva. De qgalquerfqz
ma, para P = Pfg ter-gse-~ia uma forma de equilibrio instavel,

Estabelece-se, assim, que na carga axial o fenfmeno da
flambagem (passagem_de uma forma de equilfbrio estdvel a -outra for
ma de equilibrio) nao é deviao apenas as inevitaveis impgrfeigoes
da coluna e da centragem da cargaj produz=-se ainda que nao haja
qualquer imperfeigao, por quanto € devido ac fato de que ,quando P
atinge o valor Pe, © o supera (embora de pouco), a forma inicial
de equilfbrio se torna instavel. '

Naturalmente ainda nao se conclui que a barra deva fle=
s - & - T [ d
tir-se; todavia, como em todos 0S casos de equilibrio instavel, ¢
extremamente improvg?el que a co;una permaneca reta (assim como e
extremamente improvayel que um péndulo sem atrito permanega firme
com a massa na posigao mais alta}. Na pratica, pois as inevitaveis
imperfeigoes, embora muito pequenas, favorecem ou provocam O inf{-
cio do fencmeno.

X Assim que P atinge Ppp , tem infcio a flexao, e bastam
acréscimos muito pequenos de P para que a faga crescer de muito.
Portanto, as tensoes aumentam multo rapidamente podendo dar-se a
ruptura do materialj nessas condigoes,6 quer o material se rompa,
guer a coluna se deforme demasiado, a estrutura deixa de ser apro
veit4vel para o fim a que se destindra. Isto equivale a aizer=se

que atingir a carga de flambagem e, nos cdlculos, squivalente ao
atingir-se uma carga de ruptura,

Visto isso, deduzamos diretamente a férmula que formece
a carga de flambagem, afim de que se possa justificar o processo
adotado no item 34.

Considere-se, por exemplo, a coluna reta e prismitica @
figura 80 submetida a carga axial P.

3 Z Supondo que a coluna atinja uma forma de equilibrio ins
tédvel, é possivel, além da posigao retilinea, cue a barra Se emcur
ve. Isto implica em que M; seja igual a M, e se exprime escreven-

dos P
d2
0 S =-m=-Py +
2 FEARGE 82
ou, fazendo: = =i gé
dZ - 49 ’
A integral geral é: y
y= Acenkx + Beoskx x4
e sua derivada: ‘E;
' = RAcosRx — R Bsentx P

dx
Para x = O deve-se ter y = 0, Figura 80
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logo B = 0 e a equagao Se escreve:
=Asenkx
Para x = deve-se ter y = 0, logo:
O=Asen®k?!

Esta conaigao & satisfeita se 4 = 0, caso em gue a co-
. 1na permanece reta, ou se: ; .

‘%‘P.:‘Yl'n

Para n = O tem-se k? = 0, o que sé & pgssiyel, para 2
®J diferentes de zero, quandg P e nu;o. A solugao nao interes
, portanto. A primeira solugao aceitavel se obtém para n = 1 ¢

p ornece:
: R =T
MEJ
= "%

: A carga de flambagem, assim obtida, coincide, portanto.
com a que se determinou no item 4. s

't

Se P é memor que E%t tem=se:

sengzaaéC)
e, portanto:

A=0

. Portanto Py & o menor valor de P para o qual nao sa:
ccessariamente nulag as constantes B e A.

Para X = %% vems
1a=£’=Asean-‘-%=Asenlg-=A
uonde s 5
' | _ CA=P
. a linha eldstica 55 escreve:
' Tk '18=f’sen?eoc A
Desejanda«se determinar a flecha f com a condigao:

(). =°

9
cotémese: 2
O=_'Hcos—%&- = ﬁfcos-%
isto e: : O=ﬁ90

sondigao satisfeita qualquer que seja o valor de f. A'flechg per
mgnece indeterminada, isto e, quando P = P%Q o equilibrio e ingc
tdvel qualquer que seja o valor de fe

Esta conclusao nao corresponde, porém, a realidade porL
gque quando a coluna comega a fletir-se bastam pequenos acrgsci -
‘mos de P alem de Pf para que se produzam flechas conslderaveis,;
‘e a aqualcuer valor ae P:>-I}{ corresponde uma flecha f determi-

nada .
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A incongruéncia é devida ao emprégo da equagao aproxi=

mada:
: ?
(o EVIRE - At S ol
olx? = RG]

a qual se aplica apenas para dgformaqSes pequenas e que, portan=
to, nao pode interpretar o fenomeno quando f atiage valores gran
des.

Observe-se, toddayia, que o valor de Ppy 6 exato nao obs-
tante o emprégo da equagac aproximada, porque para a determina -
gao da_carga jue corresponde ao infcio da instabilidade as de~-
formagoes consideradas sao, ainda, multo pequenas.

De tudo o que fol apresentado resulta ainda que no ca-
so de vigas esbeltas com carga axial (figura 69) a carga P nao
influe sObre o valor da carga de flambagem, isto é, a barra A B
flamba cuando H atinge o valor Hfﬁ determinado como se p fosse
nulo., g - .

Alids isso se deduz da eguagao:

dt S
EJ-OWC%Z—+H\3_ M,

pois que, _sendo M, finito, 8le nao influira no valor infinito de-

y [condigao que permitiu determinar Ppy para 0S8 casos estudad os
no item 34; assim, por exemplo, no caso da coluna da figura 74
partiu-se de f = e (seckd = 1) e determinou-se Pgp procurando ©
valor de k? que tornava f infinito]. :

36 - Bxercfclos:= 1) Determinar a equaqgo da l;nha eléstica e a
: flecha maxima da barra pgismatica de eixo 1i =
geiramente curvo, da figura 8l, submetida a carga P agindo segun

do a reta gque une as suas extre-

midades, e
L > A equagao do eixo da bar
P e C %o /j P Ta e:
—ae o — — TMx
H/ \je—_-Asen 7
- ey Chamando y =f(x) a equa
, gao do eixo deformado e admitin-
i do que o valor de A seja sufici-
entemente pequeno (barra de pe = .
Figura 81 quena curvatura) para poder-se a

y . ‘ , plicar a equagao diferencial da
linha eldstica deduzida para as barras de eixo reto, vem (figura

8l): 4 5
s e

Mas: M=_P(ado+.\a,)
gy
' ST R )

——

“donde:;
: g iny. abs
AT B e e . E@

5 : h - 2 P
Pazendos ’F{ S SET
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e substituindos

. 2
d%c =___ﬂ A sen —X T

ax? {2 e .
vems
——3—+?e21j ——-lAsen e
A
4 solugao dessa equagao é:
13=Asem°'2'x_+‘Bcos?zoc + £(x)
sendo:
£ () + Fe'zf('ac)-— Asen q}:‘r
Admitindo para f(x) a funqao:
f(oc):Csenlé‘E
Y 2
fx)=—-cC ‘;{2 sen qTEC
e substituindo na igualdade acima vem:
?. ?
Tx 2 SCE o % i 0D a2
-c-i—z-sen_e- + K .c.sen- T =T Asen—¢
donde:
2 2
il 2 TN
e e
2 pp2 2
m-&1 T I
C( B ): D A
S AARA
C=mr_mr
Portanto:
2
A A T
= B e - B
Y Asenfhx + Beosha + g SN g
Para x = O deve-se ter y = 0, logo B = 0
Para x =l deve-se ter y = 0, logo:
O =A.senk?
Essa condiqao é satisfeita para A = 0 ou para
senfi%-—()l

0 menor valor de P, nao nulo, para o qual a condiqao a
cima & satisfeita é:
‘F? P =

-Ej_-"e— = ‘T[
P- m*EJ

Ip & 'P-?{’.
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2 Mas para €sse valor de P obtém-ge a carga de flambagem.
Dal se conclul que pera P <fPfg a condicao A = 0 € a que deve &T
adotadae

o Portanto, a linha eldstica 63
' ya A

= e SeM —p—
1= %12 iyt
0 valor maximo de y obtém=-se para X = <~ 3 seu valor é:

it AT N 1

Yot BamwEaT s an B

rd e -
g 2) A coluna_reta e prismatica da figura 82 €
submetida a carga de_compressao P aplicada com gxcentricidade €.
Adgitindo que a Secgao transversal seja uma coroa de cfreculo de
didmetro externo D = 20 cm e diametro interno d-.= 18 cmj o com =
primento !=6me P = 2500 kg, -pede=se calcular a excentriclda-
de maxima sabendo-se que 0o material

de que é feita a coluna € ago con P
limite de escoamento Gé-éﬂoo kg /caf, ——ﬂ e jo
Admite-se o coeficiente de seguranga

n=23,

_  Observe-se, de infeio,que
a seccao mals solicitada e a do en-
gastamento, onde, em valor absoluto:

?
M=P(e+f)=Pe+Pe(seckl - 1)
M=P.e.sec%e£
Nessa §ecg§o a tensao ma- 5
xima de compressao €3 222%222;
TR L
Crrnax = g— + —%%-sec?zﬁ Figura 8
P e
Omax = =3 [ e ) Sec?z{jl

onde S é a area da secqao transversal e k™ a distdncia nuclear.

»

Nao & valida, porém, a condigao de dimensionamentos
Cnax < G d
De fato, recorde-se que ao se estabelecer a condigaos
Pr
’» Ps n
onde P é a carga a que se submete a estrutura, PR a carga de Trup
tura correspondente e n o coeficiente de seguranca, so Se tems

Cmax € &
quando as tensoes ¢ sao proporcionais as cargas P

No caso em questao:

o= [ 1485 0 (145




=~ 105 =

isto &, a tensao Gmx cresce muito mais rapidamente que a £or-
ga P de modo que impondo a condigao

S=

gt

tem-ge 0 grau de seguranca, fixado pelo coeficiente n, para as

tensoes, mas para & £orga P I;ealmente aplicada e a carga de rup-
tura ER 0 grau de Seguranga 6 menore.

Cnax = =

Portantg, para que Se conserve o coeficiente de segu_~
ranga n, para a forga externa, deve-se estabelecer que a ‘tensao

nédxima correspondente & férga mP seja no méximo, igual a malior
tensao a que 0 material pode resistir,.

_,Ng.o‘é 1fcito, porém, exprimir-se essa cond;gao igualan
do a tensao mixima (correspondente & fdrga nP) a tensao de ruptu-
ra @ p.porque o material deixa de ser eldstico antes de atingir
a tensao de ruptura e_nao sag mais validas, entao, as hipoteses

adotadas para a dedugao da f£érmylas

M=P e. sec Rl

Considerando-se, porém, a tensao méxima admissf{vel co-
mo sendo a de escoamento, a qual ja comprometg a resisténcia do
material, e admitindo ainda que até essa tengao o material se ca
porte de acdrdo com a lei de Hooke, a condigao de resistencia se

exprime:
' L, Sy NS
= [1-&-&“ sec <Q EJ)]Q(T@

Voltando ao problema em questao, a excentricidade méxi

ma Se esScreves
= AN > i ’*nP
e_( nP 1)% COSCR EQ)

De acdrdo com os dados:

=2 (D*-d?) = 59,7 om®

il
J= 2o (D*=d*) = 2701 om*

R® = W' 2J = 452 om

S DS
Ge = 2700 Rg Seormn?
=)
P=2500 %%
E=2100 t om?®
s (I 1) asaon (so0| T

e = 2049 x 4,52 ces 0,690 = 71,4 om

e=714 om
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A flecha maxima €3

P 20y 1- cos 0,398
e(sec ) 71,4 <05 0,398

£=6,05 vm

Observe-se que a tensao maxima de compressao é

2500 71,4 ) 2 2
Crax = ——me—- ' =
el 5077 <1+ 265 °°C 0,398 7595 Rg
donde o coeficiente de seguranga relativo &s tensoes:
el ” DIt /I OERRE Y, T
Wagiio- s 7595 '

37 - Limite de aplicacao da férmula de Buler:= A carga de flamba-
gem de uma barra

reta e prismatica., que obedece a ‘lei de Hooke e a hipotese de Na=

vier (as secgoes planas permanecem planas apbs a deformaan) é3

i)
Ppy = 5
onde: Qf = comprimento de flambagem

E = mddulo de elasticidade do material

J = menor momento de inércia da secqao transversal da bar

Ira,.
& Define-se tensao de flambagem, e designa-se por G‘m, a
relagao: B
G = 2k
A TRNER

onde S é a area da secgao transversal da barra.

A tensao de flampagem, quando sgo- satisfeitas as hipéte
ses que permitiram a dedugac da formula de Buler, se escreve:;

0’ 1) SRR E
Vesix RS

L:-\/%- = raio de giracao mfnimo

7\='El—f = fndice de esbeltez

Fazendo:

resultas

paf se conclui que a tegsao de flambagem é fungao do in
dn.ce de esbeltez da barra; a fungao f{(n) é uma hiperba,le
cibida (figura 83) denomlnada hlperbolgede Buler., Essa curva apre
senta como ass{ntota o eixo dos mostrando que a tensao de flam
bagem cresce indefinidamente & mecﬁﬁa que A se aproxima de zero.

—

. =
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0 Todavia a formula de Bu~-
ler nao 6 . a?licavél qualquer que
seja o valor de A ; para valores
de A menores que um determinado va
lor, denominado "1nd.ice de esbel
tez limite"™ ( 7\ ), os valores de
Gpe Sa0 maiores’ que a tensao cor-
respondente ao limite de propor =
cionalidade Gy do material. Nes =
se caso a for ala de Buler nao 6
mais apllcaVel porque ultrapassa=
do o limite de proporcionalidade
o material nao obedece mais a lei
de Hogke. A rérmula de Buler sd é
aplicavel quando:

Figura 83 e
e Cp
isto é, para:

2
A T°E
Cp

0 valor Aj4p 6, entao:
e

)\&.”n:

No caso do ago tem=se:

E=2100 t/4om®

Gp= 2400 fq/om?®
ST T TR
ol b S REOERE TR, -

Para as madeiras >\lim T 60 a 70 e para o ferro funai-

W~ e gl
do A, %80

Para valores de A inferiores a Nyi., tem=se ,juma curva
da forma indicada na figura 83, para a qual diversas férmulas em
piricas ou teérico=empiricas tem sido propostas.

Dentre elas salientaese a de Tetmayer:
%E a; — 027\ (o IF 7\2

Observe-=se porém que os coeficientes aj apresentados por
Tetmayer, ou por outros pesquisadores que adotam também essa for
mula; foram determinados em ensalos de Laboratdrio; deve=se por=
tanto, no dimensionamento, ter o cuidado de Veriflcar se_ as c¢g
acteristlcas aos materiais que Se possuem sao idénticas as dos
materiais das experiéncias que forneceram ésses coeficienves,

As férmulas apresentadas por Tetmayer sao (em ke/cm®) s

a) Para o ferro fundido:

6pp = 7760 ~120 A+ 0,632  para A<80
Ggp = 98‘7;)\_900 (Euler'> para A 80 |]|
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b) Para a madeira (média de varios tipos europeus):

6}€=293—1,94>\ para A £ 100
E Gpp = &70\20—0— (euler) para 7\}, 100

Para o ago fundido e o ago doce CAS7 pode-se adotar as
as rfdrmulas seguintes:

a) Para o aco funaido:

6}5=3350—6,27\ com  Ap,.. =90

b) Para o acgo doce CAS7:
Gpp = 2400 ﬁca/ornz para  O<KA< GO
Cpp= 2 890,5-8,175 para 60<A £100

sendo 7\lim = 100,

Os ensalos _de flambagem, descritos no Boletim n® 10 do
I.P.T.,.referentes a peroba, conduziram aos seguintes resultados:

Ggp = 345 f’eﬂ/mmz para O<Ag 15
Gpp = 378-2,19 A para 15 AL 62=Ag,,,
Gpp & 930 OOO (Euler) pora 5

Considerando o inconveniente das formulab ae Tetmayer
sé poderem ser aplicadas para materiais ja ensalaaos, plocuraram
outres autores deduzir teoricamente a ,expressao de Cpp = (A
valida para 7\ <A im® Brtre essas formulas, distingue-se a de
Rankine, também dellominada de Navier ou de Schwartz. Hssa formu
la pogde ser deduzida admiﬁ ndo=se que a férmula de Euler seja a=
pllcavel também para A< desde que se substitda o valor de
E pelo mddulo de elastlcidag{e fictfcio (‘unc;ao de Gpyp):

6‘89

onde B = mdaulo de elasticidade do materlale

G ™ tensao Ge ruptura & compressao sinmples.

Nessas conuigoes tem=-se:

G; Semagpsos T°E e Gge
PRTR T a2 & e e
donde:
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A quantidade:
A= SR _ Or
TTM2E
depenae exclusivamente uo material em estudo. Os valores ae A pu=
ra uviversos materiais foram determinados experimentalmente por kan
kine, 0 qual nao enpregou para essa qudntldaae o valor deauzido
tedricamente. Por 8sse motivo dize-se que a férmula de Rankz.ne°
ST S
1+ AA?

é uma fdrmula tedrica-empirica, sendo o coeficiente A determinado
experimentalmente,

Gpp =

Adotando para as tensoes a unidade kg/cmé 08 valores de
A sao, em médias

A = 0,0007 para o ferro fundido

A= 0,0001 para o concreto

A = 0,0006 para madeiras europeias

A = 0,00012 para a peroba (ensailos I.P.T.)}

38 - Dimensionamento:~ 0 dimensionamento de pegas de estruturas ,
a flambagem, é feito, em geral, estabele -
cendo=-se que a tensao maxima seja menor que a enésima parte da ten

sao de flambagem correspondente.

A ordem de grandeza do ‘coeficiente de seguranca n adot:
u0 para a flambagem 8

a) para o ferro fundido: n = 6 a 8
b) para os agos: n = 5
c) para a madeira: n € 7 a 10

¥ 0 cilculo & feito, entao, a partir da tensao admissivel
: flambagem:

Gpp =

@uando a secqao transversal da barra e o comprimento de
i'lambagem sao conhecidos, calculam-se, de infcio os valores de:

: _.,/\annn
Lymin = N

e i Slunl
1Lmin
. [E
-Afﬁn" Gp

Conforme se Fenha >\>>\lim ou A<A 1im @blica-se a £dr,
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mule correspondente para o cdleulo de Gpp ; fixado o coeficiente

ie segurang¢a n ten-se:

P _ Gp =

dgonde: P = .G_'fe SO o

Se se fixa, porém, a carga P, obtém-se o
segurangas

S
n=0g —=-

coeficiente de

Quando se trata de cimensionar a secgao transversal, O

problema se resolve_por tentativas: pode-se,por eX

emplo,aumnitir ,

de infcio, uma secgao transversal qualquer e verificar se o coefl

ciente de seguranga n (fixado_P) é aquele que se d
trario modificam-se as dimensoes (ou a forma e as

eseja. Caso con
dimensoes) da

secgao transversal até cue se consiga obter o coeficiente de se=-

guranca desejados

0 processo acima descrito é empregado cuando se aiota um

coeficiente de seguranga constante qualquer que
. 0s processos de uimensionamento mais moderncs

coeficientes de seguranga varidveis com o Inaice d

: ]

seja o valor ae
aaotam, poren,
e esbelteu. Nes

se caso © dlmegsxonamentg ¢ feito ae maneira anélog§ 40 uas pegus
que trabalham & compressao sSimples, aevenao-seé, porgil, multépli -
car a carga P por um coeficiente we. Aplica-se, entao, a formula:

s 1
sendo 8 a tensao aamissivel & compressac simples.

0 coeficiente W, fungao de A\ e ao mater

ial que se con-

sidera, é apresentadc em tabelas, nos manuais de Engenharia, co=

mo por exemplo o HUtte.

Para o ago CA37 pode adotar-se a férmula

MWeiogt e
100

A< 20):

w=1+2( para

(=1 para

A> 20

cue fornece, em relaqgo aos valores tabelados no Hiltte, erros, da

ordem de 1,5 %.

Para o concreto, adotam as normas brasil
mula:

oyl G0 '
& = woen 50 €A

. , @
eiras, a for -

g 110 -

w = 1 para A <50

0 processo tem a vantagem de aue 0s valo
vam em conta o fato de a formula de Euler SO ser a
A > Aqqms isto simplifica de muito os calculos, p

o &
res de w ja le=
plicavel  para
oroue nao € ne-

cesSarid aplicarem~se férmulas (ou tabelas) diferentes para o cal

mite calcular as pegas sujeitas a conpressao excen
mula: e

culo ds w , conforme se tenha A>AN71ip 00 A<ANj4pe

wRel <7

Alén disso,per
trica com a oI

F—

—_— =
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.ndloga & da flexao composta.

59 = Bxercicios:~ 1) Determinar a carga de flambagem de uma bari.
reta, articulada nas extremidades, com &,45m dc
comprimento e secgao trgnsversal circular de diémetro d = 1,27cm.

_dmite-se E = 2100 t/cm® e >‘lim = 100. .

No caso teme=ge:

Loy
4
= "6‘;‘ = 3,14 ‘-;" = 0,125 ¢m?
Ao STl
B
gl el
T i
- |5
S TR

i ) by SR B

Sendo A>Ajyp = 100 é aplicdvel a férmula de Buler:

_.TPEJ o _10x2100000 » 0,125 _4
Fp=—a— % 245 « 245 oy

Pep = 43,8 ‘%sd

' 2) Uma coluna reta e prismitica com S=29,6cm,
Jpip = 178 cm4_.,, 1= 2m, articulada nas extremidades, suporta a ci:
za ﬁe compressao P = 20t, Determinar o coeficiente de segurang.:
sabendo=-se” qué o material de que e feita a coluna e tal que

()"ﬂ = 3100 = 11,4 para >\<7\lm = 100,

No caso, tem=se:

VR O [ B T
t-‘\ls =\ 7256 = 2,45 om

& fpine Jia 200 i
e Lo 245 s
Como A<Ajyp, tem-se:

2
Gpp =3100-11,4 86 =2186 fg /om

n=Gy 2 =218 28 3,23




oqmoo orXelt su A eyolim.
3) Dimensionar ua plldr we peroba ae secgao
transversal 'r'etangular , com 3m ae comprimento,para suportar a car
ga'decompressac (B = 96, Juberse que w tensao’ ae Fuptura a Qomn
pressac 'simplesy: ua sperobay ¢ 645 kg/om‘i §.que a “tensao zamissi-
vel correspontente & B0 kg/cm‘:. I8VanRTd 08poes 8 olne n g
8 “mo \ GOL8 = ¥ ge«adll
Admitindo para o calcﬁio de flambagem que se adote coe
ficlente de segurancga constante; vem: ;oe~-ust capge ol
Or
= 3: B

™ o 1

3

[N 5
onde G p é a tensao (5e ruptur
admissivel correspondentes

S;, 1
Portantos e =
Y
‘P GQB 3 G’é{ 'r'§
S n—— Bg 5 =1
(¥
P GJR -
S Ope 2=
Wpeiesn _Sn i
P o ) b e 7 c * g
= e ..Lu:.; " i1 21 P D-n-i. 7 }' G-f—g = 4
veme LUl slugol s levéok 8 00L = ;3 A<KA obaed
’P s I
W= =06

ost 8 F.b.—__ SO « 0090 OUSI' x Ot @ u3 s
isto é‘, o dmensionaménto‘pbde ser feito ‘como se“ﬁratasse de com
pressao simples, desde que se multipllque a carga P pelo coefi=
ciente: ot (: EP
: (G

'8,88.22 moo soldsmalig o .._rtc [ .:GEEJCca soll (&

onag’ Gy é censtanteexrs Gf?. -8sfungags del & s}, Pmo avs

vABTIUZEE o0 edaslciTeo myeded  ,308 = 9 ogezeIqmos o ﬂé'n
Is# SChamsndo ase b (b >>a) ps: J;adoslﬁegre@aggglgaggaﬁscgao

transversal, vem: 200L = AR pipq AL, LI = 0048 = 440

3

sepamalt 0280 OU

! ~AGmitindo == 12 om Vemsoie ., 0 ’

v

€9 .8 ?\ 346_3._ = 86,5

De acdrdo com os dados do Boletim n® 10 do I.P.T. tem=
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-se >\lim = 623 &, portanto, aplicdvel a £éruula de Eulers

N2 86,5x86,5
Tem=se 3
= SR 340 . o78
VNG
Pw'= 8G = ad§
Beoy B Liomg. 9000 .
w e ZVS‘M”BO 26
b =26 om
Finalmente:
a=12uvm
v=26 om

Se admitf{ssemos a = 14 cm resultaria:
7\=3,4G-%9 =74,2 >N g

a2 742 - o R4/ e

R

Qge

QJ’: 345 = 2‘04

N\ 0000  _
=204 St Yol 16,5 om

4) A coluna de madeira, ABC é engastada em C
e articulada em A (figura 84). No
ponto A ligam-se & coluna duas vi- P
gas: uma, AA', situada no plano do
papel e outra normal ao plano d pa A A
pel. No ponto B liga-se a coluna
somente a viga BB' situada no pla 35
ne ao papel. Pede-se determinar a
carga de flambagem_da coluna saben
do=se que Sua secgao transversal e
retangular (b = 10 em, h = 30 cm),
E =100 t/cn” e %1im = 60,

5m

SN\
30

Considerando-se a flamba %
gem no plano dao papel tem-se: A

c —
/7 YA
a) Trecho AB: Figura 84
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Qf = 3 m (articulada em A e em B)
b) Trecho ‘BC:

£f=0,'7xbms=3,5m

Consideranuo-se a t'lambagem no plano normal ao do pa-
pel: ]

¢) Coluna AC:
Qf = 0,7 X 8m = 5,6'm
0 {ndice de esbeltez, no caso de secgao retangular, é:
P R T
i a
onde g'é o lado do reténgulo paralelo ao plano de flambagem.

Para os trés casos considerados, tem-se:

A% 300 _
a) A=346 10 = 403,8

B) i e 3500 =121,1

8) wah = 3461990 _cas
30

Nos trés casos é aplicdvel a fOrmula de Buler, pois:

.)'>>\lim

As cargas de flambagem correspondentes aos trés casos
em questao, sao:

2 3
a) Pﬂ___‘nEJ _ _10x100x30x 10" _ 5g¢

¥ 12x3x3x104

f}) P i 10!100* 30*103 bl ‘ZO‘E
8T T10,35.3,5x10%

Sl 0 0o PR Oy e
9% Po= —ioit e bkalOn T

Portanto, a carga de flambagem da coluna é 20 t.

£ interessante observar que se nao existisse em A a Vi~
za normal ao plano do papel, O caso g darias

Qg: 2«8=16 “m

FENDD, g L0 1§go 184.5 > Agym

-
¥

= -
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_ 10x100x87x10% _
Fee= 1216 « 16 « 104 sl

e a carga Ge flambagem cairfa de 20t para 8,8t.

. 5) Numa pega de mdquina de ago doce, com lm de
comprimento e secgao transversal circular vazada, com didmetro ex
terno D = Zcm e didmetro interno d = 1,6cm, engastada numa extre=-
midade e articulada na outra, deve-se aplicar a forga axial de caw
pressao P = 0,8t. Sabe-se que para O a¢go uoce:

)%wn= 100
E= 2100 t/om®
Ggp = 3100 — 11,4 A para  A<Ap.

Adotando-se o coeficiente de seguranga 4 quando A<A
e o coeficiente 5 quando 7\>Cx%im pergunta-se: 1) Pode-se empre-
as?

gar a pega nas condigoes descri
2) No caso da ne=

gativa, que soluqao se propSe para que sejam satisfeitas as condi
coes impostas?

De acdrdo com os dados do problema tem=se:
4
J=T0%d?) _ 5464 ome
64 '
ar 2 32

b, = 0,7% 100 = 70 om

&

L= = 0,64

SRR (o TN
>\_£ = 564 _..109,5

Aplicando a férmula de Euler vem:

TE 10 x 2100 2
gt A2 109,6 x 109,5 o o

garregando a pega com a carga P = 0,8%t, o coeficiente de

seguranca a flambagem sera:
-G, 8~ 175413 »
ﬂ-G;e P 1,‘75 0,8 — 2)5

em vez de n = 5. A pega nao pode, portanto, ser empregada nas con
digoes descritas.

2 Uma solquo ao problema seria fixar-se um ponto interme
didrio, tal como se inaica na figura8d,de mouo & introduzir,em B,
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1 uma artlculagao.

il p031qao mais favoravel para a in
* trodugao dessa artlculaqao sera aquela para
- 2 a qual os uois trechos AB e BC t€m mesmo ‘cow
primento de flambagem, isto e,

[}B‘__‘«,.- ; e 'Ef'%:'ez .—_-10,7,,.21 :

4 b : Mas:
donde: . :
C 4 iQ,7 ‘91 +'E1 gl £1=1OO om
7 7
Flgura 85 . 2= 4l om |

Nos dois trechos, o comprlmento de flambagem e.-"

: - 2e=2, = 41 v ,
donde: ? AL A R S
e £ - Q0,64 .6‘}

Como x<>\lim nao é aplicdvel a férmula de Buler.

Aplicando;é £érmula de Tetmayer vem:
Gpe =3100 — 11,4 x G4 = 3027 kg /o’

Carregando a pega com P = 0,8t o coeficiente de segu =~
ranga a flambagem é:

=5 yeigiz!l o~
‘ﬂ—Gé{-——-P —302'7 500 — 4.3
A soluqao é aceitdvel porque o coeficiente de seguranga
é maior do que 4.

40 = Influéncia da forqa cortante°- Na determinagao da carga de

flambagem, nao levamcs em con
ta o efelto da forga cortante. Esta hipdtese é aceitavel para a
maioria dos casos da pratica em -que se consideram colunas de alma
cheia. Todavia, no caso de colunas reticuladas, a influéncia da
férga cortante pode ser grande.

Ao tratarmos da influénecia da forca cortante na linha e
léstica de uma barra fletida, vimos que a- llnha elastlca v = v(x),

devida unicamente & forqa cortante Q, é tal cue: L
dv;_%
T PP .

dv __w  de et
dx? ~ G5 dwx '
-AM

YT < & h

Mas:

b
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d'™M _ de
dx? dx
Logo:
Qv _ w  dM

dxz = GS dx?
equaqgo igual a linha eldstica causada pelo momento fletor:

Me_ EJ  d™M
GS ax?

Chamandos
RRCI
GS

a equagao alferencial da linha elastica, produzida pelo momento
fletor M e pela forga cortante Q se escreve:

o Vit SRR 10 s M 51 d2
i > W A ey

No caso da coluna reta e prlsmatica da flgura 86 supos
ta numa posigao de equilfbrio instavel, onde também é possivel a
forma fletida, tem=se:

P
M=Py Ly
d2M _ 5 dy
dx"_p dlac 2
dondes _
d? Py d’}g
e ey ot 2
in CP% gt ’Pg 1
(1 <3P>olcc2 = EJ : xﬁ
Fazendo:
? N =
‘%‘\/EJ@-@P) P L
. g i“é— + \%ﬁa:O Figura 86

equaqao analoga &4 que se obteve na resolugao do problema da figu
ra 80. De acOrdo coem a soluqao af apresentada a carga de flamba-
gem é o valor de P para o qual:

'922:

No caso em questao, vem:

Pree tQ-:'W
\/ EJ(1-@Pgp)
mEJd
Pee=T’<1 - (P

Chamando B a carga de flambagem dada pela férmula d e
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Euler (sem levar em conta o efeito da farqa cortante) vem:
Pp=P (1-@ Ppp )

Re(1+¢P)=P

P = 'ﬁ%‘
No caso de uma secggo auplo T com:
Jmin = 163,8 cm 4
S= 97 em?
% = 3,23
E =2100 %/om?
G = 900 t/¢m?

= 3m '(comprimento da barra)
tem=-se:
o DL -6 )
T = i = 0,372 «10 '?i
=G5 " So0000.877 = K
— 2
p- TEJ _ 102100000 ~ 163,8 — 0038<10°
2 90000 Do %‘3
donde:

p5=qm4
Pﬂ’:ﬁ(ﬁ@f)g 0,98 P

0 que evidencia a pequena influéncia da forga cortante nas pecas
cheias,

41 - Columss reticuladas:« As pegas compostas submetidas a corpres
sao sao muito empregadas em esbruturas
de ago ou de madeira, Sua capacidade de r681stencla é sempre me-
nor que a de uma coluna cheia de mesma area de secqao transversal
e mesmo {ndice de flexibilidade e depende; em grande parte,do sig
tema de diagonais empregado.

Para determinar a carga de flambagem de uma coluna reti
culada, articulada nas duas extremidades, aplicaremos a formula:

¥ P
s

Ve jamos como se determina o valor de}3 para diversos cag

SOS que aparecem na praticae

»
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De acordo com © croquig da tigura 87, ondg -se apresen=

tam duas secgoes horizontais, infinitamente prd

e 1Y ximas de uma coluna vertigal, a distorgao § pro
—"fir“ duzida pela forqa cortante @ é&;

e 7
dx ?"'8 ?1”8 tcax————dx GS Q= (3@
;L donde
Q@
: 2 ¥
Figura 87 Fole

No caso da figura 88 a rorga de tragao em duas diagonais
paralelas, devida a fdrga cortante Q, produzida pela flexa,, &:

cos O lp
Chamando ¢ o compri- "
mento da diagonal tem=se: + 1

a P_: J_._ X &

sen © = N

Chamando Sy a érea da e

secgao transversal de duas dia T

gonais paralelas, o acréscimo | | B4
de comprimento AR se escreve T_

(Q é a £Oorga normal nas barras a a

le
1

horizontais):

A'2= Df = @Q.
£84 ES4cos® sen® @ et b
Mas: /

INERY cos @ 1

donde: P ‘ / 3 ‘
A A

$,« Al D Qa
8 cos® E 54 sen@cos’® ik 4

fose deslocamento Sl 'P

é o que se verifica_quando 8@
de5preza a deformagac total &g
das barras horizontais (de com
primento b). Levando em conta
essa defo“magao ter-se=a ... N

§ = &1+ 62 (em lugar de & na
figura 88) e ¥= ¥i+ &2 (em lu
gar de 91 na figura 88), Figura 88

Mas: ,;S i ad
“3) ‘ESp

sendo Sy a adrea da secqao transversal de duas barras de comprimen
to b, g

A aistorgao y serd, entao:

3 ch+52 L. Q £ Q¥
o -~ senDcos*@ESy ES,a
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Portanto:

_____K_= 1i &
@ Q sen(Pcosth.ESd ! ESga

No caso da figura 89, onde nao eX1stem as barras hori-
zontais (de comprimento b) a formula a adotar &:

) i
P =
l @ ESgysen@ cos*®
, Nésses dois casos a carga de flam -
O bagem €: . g
W e 1 & T s
b 1+3P g i 2%
TI Pode-se, portanto, empregar a for
;&*__“¢ mula geral: !
I
MEJ ,
Fe= —5i— '
e
com; p~ EkI IL
€£~1/1+@P -Q\/1+Q w
As ligaqoes das pegas longitudi - f
nals que formam as colunas (figura 90)poaen
ser também feitas por meio de travessas uor
mais aos seus eixos e a elas "rig1damenh311
gadas", ficando os édngulos retos prat1caman
te indeformaveis,
o Havendo auas pecgas verticais a for

______ ¢a cortante em cada uma delas serd @/2. O
3 deslocamento dgssa forqa, en virtude da de=
formaqao, compoe=-se de Guas partes:

§, = deslocamento proveniente Ga Tlex&o
1
barra AB;

§ = deslocamento proveniente da derorma-
cao®de BC.

Figura 89

A

& &

Ja~

 ——

—— A Figura 90 /N
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| & barra AB est4 sujeita aos bindrios de efeitos contrd
rios Chxz ell suas cuas extremidades. A rotagao © produzida nos
" 4 - 2 - 2
apoios, por ésse binarios e, de acordo com O teorema de Mohr:

O - B O .%.2..1_'@..&.:..1)
<°“ Tl S o i

W) 2% 2 Bt
Qa.b
= ——
12EJy,
Portanto:
SR W 1T T S\ Lubiwvd
&= 05 =T5E g, B g i O
0 deslocamento &, serd: _
8 = PE? = Q 1 i Qa%
A DB, b2 D il e 48 E Ja
donde
& S P ik
YA T e AR,
Finalmente:
N _ Qab Qa?
§=¥1* §2=ToEJ, = 24Lda
@: X = QJET -+ 0_2 = 22 {’ -+ g
G 3 RS A, ¢ e - 20

. picD ¥ a
C=+ze '(Jg, 4 zdo_)

42 - Exercicio:- No croquis da figura 91 & apresentada a secgao
transversal de uma coluna reticulada composta ds
Gois perffs normais n® 20, Sabe- Y
do=ge que o comprimento da colu=

na é U= 8m e que a coluna € ar=- +— 120 —f— 12(ﬂ~l——+
ticulada nas duas extremidades ; =

pode-se dimensionar as diagonais Tr 7
de tal forma gue a_resisteéncia &
flambagem na direcao do eixo O0'X 10om
seja igual & rgsisténcia & flam-
bagem na diregao do sixo 0¥. De : G
andrdo com os dados do perfil n® 5 O 4
20, ten=-se para cada perfil: ,L——1o«m~mﬁ4—-10cﬂn-7k

- Je=1911 om? ioom

=770
J%= 148 omi gl o <l

4—25can“

& n 2P o 2 o St e

Figura 91
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Para a secqao composta (figura 91) tem-se, entao:

Jx=2x1911 =3822 omi
=2(148+4+32,2x10+10) = 6736 cm?

Como se torna necessidrio o emprégo de diagonais, para=-
lelas ao plano de trago OxX, vegamos qual o tipo de reticulaco qua
fornece a mesma reulstencla a flambagen nas duas dlregoe» consi-
deradas. . 1

Conm o retlculddo, a carga de flambagem (correspondente
4 flambagem na airecao 0X) passa a ser:

SIS M e s s By 2E Jv )
Bp=P 1+ @D ( e

40 passo que na ulregao 0Y a carga de flambagem. conserva=-se lgual
a4 que seria sem reticulado.

-~

Da fOrmula acima vem:

Pre -'(1 + @ﬁ) L

B Bt
e Pu

'P quEJX

Substituindo na igualdade acima resulta:

(3 ‘T[E(Jx JY)

Adotando o tipo de reticulado da figura 88 (com C? =
4b°) tem~se:

1 &
@-smﬂpmf@ESd T RES
a=b
e admitinaos
Sd_ =S&

resultas

@.. (’21/_‘+ 1)_ TEE <Jix _Ji)
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2

(24241 )JxJv _ 103,82x3822«6736 _ o 53 g

o B(3¢-Jx) =~ 640000(6736-3822) R

Se adotarmos o tipo de reticulado da figura 89 (com@=
45°) resultara; '

@= 1 =2ﬁ=ﬂz(1_1)
senPeer O BSLTAA & 54 | R ey, sy

o T2VT ey | _10:282:3822:6736 _ (3¢ 2
4= TR -J) | 640000(6736-3822) 3

Daf se conglgi que dos dois tipos de reticulados,o mais
econdmico, no caso, € eéste ultimo.




TABELA

1 -~ LINHAS

B LAiST ICAS DE

VIGAS PRISMATICAS

SIMPLESMENTE _APOIADAS.

a

x=2%(2c+?¥)
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a b

e o - ——

‘ o ,l" c—
TR oy
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P

BRESHANZENERENR
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D
Ry=wW,+We
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P
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5 360EJ?
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360 EJHL
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A
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|

‘P
M"W _Px_ [ope_a2(10 8- 3
| 4" 360EIC ['72 =*({10 x>]
o Y il - 3% -
G b GEJ’COCC <)
@ b O
ya=+ (22-x)- 30’

y= GSJE x(f-x)(22 -x)

5
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p'= SR x (t-x)

=-—i—-—_ 5 At 23 3 { 5_ c
s e R G AR Rl 8]

S,

‘P

x

p'=Frx(28 -x)

= % 5_ 5 g
|y et (0 et 15

10‘= W -%'x @t —x)

v 56é>pgijtz (55— 15 €% + 15 82~ 6 A+ ,xs)
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TABELA 2 - LINHAS _ELASTICAS DE
VIGAS PRISMATICAS EM BALANCO.

-

2 N |
\ l
\
\
Al LI il T LLLL § B
As /”g"’—"‘ §
x
a o] \
[TIIITL? \ Yo x4 4 (6= 8 4 (3040 ~43t) |
N o
o o e -Qzﬁj[r‘—(x-0)1*4(&3-23)x+(3e4+f;4- 4&3{)]
§ == AN
JEIRRRRNNRREENN \ 4=5%5 -(x4—483x+3ﬁ4)
N\
a N N
s 5
[ P 3 § 13‘-—?———12OEJ0, (x +/5,5C +/52 )
©, ®
/b,=5['&3(%+4a)—{4] Ya= ?(;EE):_JT;. [x5-5a(oc—a)4- (c—a ) +m,c +oz] !
= A[(2-69)-580 ] :
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1]

nq =5 (b4304)-4 (2%

)

[

13: ?2—0‘%12—(5910“ —x5- 1684 -1-1125)
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P
N
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X
: N\ At
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