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§0. Introducdo: De origem um tanto incerta, o problema que abordamos nesta nota
mereceu a aten¢do de vdrios pesquisadores nos ultimos 30 anos.

Para cada nimero natural n > 0 considere f(n) = 3,sen € par e f(n) = 3—"21'—' caso
contrdrio. A questdo em que estamos interessados € estudar as 6rbitas determinadas por
f.

Por exemplo, a érbita de 1 é (1, 2, 1, 2, ...),ade3é (3, 5, 8, 4, 2, 1,...), o leitor
pode fazer por si mesmo algumas experiéncias (por exemplo, pode analisar a érbita de 27)
e perceber que, ao que parece, apds vagar um pouco por N cada érbita acaba por recair
no ciclo da drbita de 1.

A conjectura de Collatz afirma que esse comportamento verifica-se para todo natural
n > 1, mais precisamente, para todo n > 1 existe algum £ tal que f*(n) = 1.

Apesar da ingenuidade do enunciado este problema resiste as tentativas de resolvé-lo
nas dltimas décadas. Trabalhos interessantes relativos a este assunto sio [1], [2] e [3].

Para estudar este assunto é qtil considerar a nogdo de densidade de um sub-conjunto
de N. Se 4 € N diz-se que A tem densidade quando existir o limite

e Ak <
- #{Leik_n}_

Neste caso diz-se que este limite é p(A), a densidade de A.
Observagao: Note que, se para algum par de naturais p, s, com s # 0 tivermos que
k k<
lim #{kec A _p+5n}=
n—oo p+sn

entdo p(A) = o.

Em (1] Everett demonstra que {n € N*:3k, f¥(n) < n} tem densidade 1, o que ndo
prova a conjectura, apesar de reforgar a crenga na sua validade. Para obter esse resultado,
Everett introduz uma dinimica simbdlica associada a f com a qual vamos trabalhar no
texto.

O artigo de Hepner, [2], que trata de uma classe de problemas mais ampla do que o
de Collatz, obtem resultados que generalizam ¢s de Everett e tém semethanca com os que
obtemos aqui. No parigrafo 2, fazemos uma comparagdo entre nosso trabalho e [2].

Em [3] é apresentada uma boa resenha deste problema e faz-se um tratamento “es-
tocdstico” do mesmo.

O objetivo central deste trabalho é provar duas proposi¢des que refor¢am, mais uma
vez, a idéia de que a conjectura é verdadeira.
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A primeira delas demonstra que para todo natural n, a érbita O(n) = { f¥(n): k € N}
tem densidade nula. A segunda estabelece que, num sentido bastante razodvel, o conjunto
de todas as Orbitas “distintas” (aquelas que ndo coincidem apés um nimero finito de
etapas) também tem densidade nula.

Estes resultados apoiam-se em um resultado auxiliar (Proposigdo 0) cuja demonstra-
¢ao fica simplificada com o uso de uma conveniente dindmica s +h6lica, introduzida por
Everett, associada a fungado f.

Na seccdo 1 é apresentada esta dinamica simbdlica e sio obtidos alguns resultados
basicos acerca da mesma. O leitor familiarizado com o trabalho de Everett, [1], pode
dispensar a leitura desse pardgrafo.

O enunciado e a demonstracio da Proposicio 0 encontram-se na sec¢io 2. Também
nessa seccio usamos a Proposi¢ao 0 para generalizar o resultado de Everett, mencionado
acima, mostrando que para todo real 0 < u < 1, a densidade de {n € N:3k, f*(n) < pn}
é1.

Na sec¢ao 3 enunciamos e provamos os dois resultados centrais do trabalho, supra
mencionados.

§1. Dinadmica Simbdlica e Resultados Auxiliares: Esta sec¢io destina-se precipua-
mente a demonstracio de alguns resultados de cardter essencialmente técnico, que serdo
usados no resto do trabalho.

Comecemos por introduzir uma dindmica simbdlica associada a f.

Para cada n considere a segiiéncia (s )k>0, onde s = P, se f*(n) é par e s} = I caso
contrario.

Assim para cada natural n associamos duas seqiiéncias, uma numérica, a érbita de
n, O(n) = (n;f(n);...;fP(n);...), e a érbita simbélica de n, S{n) = (s} )i0.

Estaremos também interessados nas seqiiéncias finitas truncadas de S(n), ou seja,
S(n;k) = (sg;...:5%).

Lema 0: Sejamn € N, k€ {0,...,2" =1} ep € {0,...,n}.

Entdo existe um natural impar r, tal que fP(k +2") — fP(k) = r2"~P,
Dem.: Se n = 0 nada hd a demonstrar.

Suponhamos entdo » > 1. Vamos provar o lema através de inducéo finita em p.

Isto é claramente verdadeiro para p = 0.

Admita agora, por hipdtese de indugéo, que f?(k+2")— fP(k) = r2"~P, com r impar,
para algum p € {0,...,n — 1}, entdo n — p > 1 e portanto fP(k +2") e fP(k) tem mesma
paridade.

Assim, se fP(k) é par, tem-se que fPt!(k 4 2") — fPtI(k) = r2"~P~!, E, quando
fP(k) é impar, fP¥1(k+2m) — fPHi(k) = 3r2n-Pl,

Isto mostra que o resultado vale para p+ 1 e encerra a prova. [ |
Fato 0: Sejam (e N ek € {0,1,.. e 1}. Entio as seqiiéncias S(k;€) e S(k +2¢+1;6)
coincidem nos ¢ primeiros elementos sendo diferentes no ultimo.

Dem.: Aplicando o Lema 0 para n = £ vem que, para 0 < p < ¢, fP(k) e fP(k +2!) tem
a mesma paridade. Portanto S(k;€) e S(k + 2¢¥1;¢) coincidem nos ¢ primeiros termos.
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Além disso, 0 mesmo Lema 0 mostra que f+H(k 4 20+1) — f&+1(k) = r, onde r é
impar, de onde segue imediatamente a parte final do resultado. ]

Fato 1: Seja £ um natural. Entio existe uma bijegio entre {0,1,...,2¢+! — 1} e o conjunto
{S(n;€):0 < n <2041 —1},
Dem.: Far-se-4 uma inducao em 4.

Para £ = 0 o resultado é de verificagdo imediata.

Suponha, por hipétese de indugdo, que isto é verdadeiro para £ = k—1. Vamos provar
que o resultado também vale para £ = k.

Para isso basta mostrar que, se n e m estdo em {0,...,2**! — 1} e S(n;k) = S(m;k),
entdo n = m.

Para isto, notemos que, pela hipétese de indugio, existe um tnico j € {0,...,2%¥ — 1}
tal que S(j;k — 1) = S(n;k — 1) = S(m;k — 1).

Como, pelo Fato 0, para todo p € {0,...,2* —1}, S(p;k) e S(p+ 2¥;k) coincidem nos
primeiros k£ — 1 termos e sdo diferentes no utimo, resulta que, se u € {0,... 2"*!' —1} e
S(usk — 1) = S(j;k — 1), entdo ou p = j ou p = 2F + j e, além disso, S(j;k) # S(j + 2%;k).

Logo {m,n} C {jj +2*} e como S(m;k) = S(n;k) temos m = n. |

Observagao: Notemos que o resultado acima mostra que {S(n;€):0 < n < 24+ — 1} coin-
cide com o conjunto de todas as seqiiéncias de P's e I's de comprimento £+1 (basta aplicar
um argumento sobre a cardinalidade destes conjuntos).

Corolario 1.0: Se S(k) e S(r) satisfazem S(k;€) = S(r;€), para algum € € N” (isto é, o
segmento inicial de comprimento € de S(k) e S(r) sdo iguais), entdo existe um natural p
tal que |k — r| = p2¢*!.
Dem.: Considere o (tinico) natural j, 0 < j < 2¢+! — 1 associado pelo Fato 1 a S(k;¢).
Pelo Fato 0 vem que

k=74 po2tt! 4+ p 12072 4. 4 p,20te

r =g 4 g2t 4 q 2042 L 4 g, 200,
onde os nimeros p; e g; sdo elementos de {0,1}.

L]
Assim, segue-se k — r = 2¢+! ( 2 (pm - qm)z"‘)- -
\m=0

Assim, se C¢ é uma seqiiéncia finita de ¢ elementos e m(C¢) é o tinico natural entre
0 e 2° — 1 que tem C; como prefixo, segue-se diretamente dos resultados anteriores que o
conjunto

M(Cp) = {n € N:n =m(Cy) + 2 (im?k) » P €{0,1}, s€ N}
k=0

é exatamente o conjunto dos naturais n tais que S(n;f) = C,.
Com isto mostramos que na verdade vale também a reciproca do Coroldrio 1.0, qual
seja,
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Corolario 1.1: Se k e r sdo dois naturais tais que |k — r| = p2*t! entdo S(k;€) = S(p;f).
Dem.: Feita acima.

Um fato interessante de ser notado é que, conquanto qualquer seqiiéncia finita de
comprimento £ seja prefixo de um conjunto infinito de nimeros, uma seqiiéncia infinita
pode representar, no mdzime, um niimero natural.

Para perceber a unicidade da representacdo, tome dois naturais ¥ < r e considere
€ = |log, r]. Segue-se imediatamente do item (i) do Fato 0 que S(k;€) # S(r;€).

Quanto a existéncia de seqiiéncias infinitas que nao representam naturais, veja que N
é enumeravel € o conjunto das seqiiéncias de dois elementos tem a cardinalidade de R.

Um exemplo de seqiiéncia infinita que nao representa nenhum nimero obtem-se
precedendo-se S(27) de um I, ou seja, a seqiiéncia (I;5(27)) ndo é a érbita de nenhum
natural (na verdade poder-se-ia trocar 27 por qualquer natural p congruo a 0 ou 1 médulo
3, pois é fdcil ver que o 1nico r tal que f(r) = p é r = 2p).

Consideremos agora o conjunto Ve = {S{n;¢):0 < n < 2+! — 1}, que conforme o Fato
1, é o conjunto de todas as seqiiéncias de comprimento £ de P's e I's. Para s € V;
denotaremos por i(s) o nimero de elemntos iguais a I em s. Evidentemente 0 < i(s) < £.
Um resultado que serd 1til no futuro é a seguinte proposicéo cldssica de combinatéria,
cuja demonstragio o leitor pode encontrar em [0].
Fato 2: Seja um real p € (3;1). Entdo

. EVei(s) 2 u(f+1
,_rh_.'f,’o#{s tlg(fll K( )}

=0.

Corolario 2.0: Sejam os reais p € (%;1] ee > 0. Entdo existe ng € N tal que, sen > ng
tem-se que

p({k € N:i(S(ksn)) 2 u(n +1)}) <e.
Dem.: Usando a observagao que segue a defini¢io de densidade basta. calcular, parap € N,

#{0 < k< p2:i(S(kin)) 2 p(n + 1)}
p2n+l !

Como, pelo Fato 0,

#{0 <k <p2mtii(S(kin)) 2 pn +1)} = p# {0 < k < 27+1:4(S(kin)) 2 p(n +1)},
segue-se que

#{0 <k < p2"t:i(S(kin)) 2 u(n+1)}  #{0 <k <2":4(S(kn)) > u(n + 1)}

p2ntl gn+1 =

_ #{s € Vniils) 2 p(n + 1)}
- on+1 *

O resultado segue agora diretamente do Fato 2. [ ]
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§2. “Principios de Contagem”: O cobjetivo desta secgdo é provar a seguinte proposicio.
Proposigao 0: Dados €, ¢, reais estritamente positivos existe ng € N tal que, para todo
£ > ng o conjunto

{m € N: fO(m) > exm}

tem densidade menor ou igual a e,.

Em (2], Hepner mostra um resultado que, no caso particular da funcio f, é semelhante
a esta proposigdo. Mais precisamente é provado que dados ¢, e ¢ reais em (0;1) e z € N,
. tlogz =
tomando N = [ 285 ] entdo

#{n <z:fN(n) > e1n} = O(z'~*2).

Observe que no resultado de Hepner N = N(z) e lim N(z) = oo, enquanto na nossa
r—0Cc
Proposigio 0, no depende apenas de ¢; e €.
E esta uniformidade que nos permitird obter os resultados da préxima seccdo.
Param € N, m > 1, definimos a fun¢io z,: N — N como

zm(q) = i(S(gsm —1)) = #{ j €N, 0< j <m: fi(g) 6 impar. }

Fato 3: Sejam k, n e p naturaiscomn > 1 e ¢ = k2™ + p. Entdo f"(f) = f"(p) + k3*=(P),
Dem.: A demosntragiio serd feita por indugio finita em n.

Para n =1 o resultado é de verificacdo imediata.

Admita o fato verdadeiro para n — 1.

Como £ = (2k)2"~! + p resulta da hipStese de inducio que

f""l(f) = fn—l(p) Es (2k)3:“"(p).

H4 agora duas possibilidades:
e f"~!(p) é par. Neste caso, por defini¢io, z,—1(p) = z.(p) e, além disso, f*~*(¢) é par.

Portanto - e
f"(f) — f 2( ) = f 2(]3) + k3_-,,_1(p) - fn(P) +k3:,.(p)’

0 que encerra a prova neste caso.
oo f71(p) ¢ impar. Aqui tem- se z,(p) = z.—1(p) + 1 e f"~1(¢) impar. Portanto

n—1 n—1
fn(e) = 3f ‘EZ) +1 - 3f ‘Ep) +1 + k3:,,_,(p)+l — fn(p) +k3:“(p)_
Isto estabelece o resultado também neste caso e encerra a prova. |

Observagao: Pelo Coroldrio 1.1, como a diferenga entre p e £ é um muiltiplo de 27 vem
que 2n(p) = 2z.(€), dessa forma resulta provado o coroldrio abaixo.
Corolario: Sejam k, n e p naturaiscomn > 1 e£ = k2"+p. Entdo f*(€) = f*(p)+k3-0,
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Fato 4: Sejam n e p naturais tal que p < 2" entio f"(p) < 3% (P),
Dem.: Imediata. u

Vamos agora provar a Proposigio 0.
Proposicao 0: Sejam ¢; e g2 reais estritamente positivos. Existe ng = no(€13€2) € N tal
que, para todon € N, n > ng, tem-se

p({k € N: f"(k) > e1F}) < e2.

Dem.: Como log,(1.9) > }, o Coroldrio 2.0 acarreta a existéncia de um natural n; tal
que, para todo natural n > n; tem-se

p({k € N:z,(k) > nlog,(1.9)}) < €.

E claro que lim L2 0.

Seja entao na tal que, para todo n > n; tem-se 1 2,. < .

Tome agora ng = max {n;;nz}, e considere um natural € tal que (k — 1)2" < € < k2",
onde n > ng e k > 2 é um natural.

Entdo £ = (k —1)2" 4+ p, onde p € N* e, pelo coroldrio que segue o Fato 3 resulta que
f1(0) = f7(p) + (k = 1)371(0

Por outro lado, tem-se que p < 2" e portanto, pelo Fato 4 e de z,(p) = z.({), vem
que f*(p) < 35(P) = 33(0 de onde resulta que f(€) < k30,

Suponhamos agora que f"(€) > ¢, L.

Segue-se das desigualdades anteriores que

ek —1)2" <18 < fr(0) < k3O,

Afirmamos agora que, nestas condigdes, zn(¢) > nlog;(1.9).

De fato, se por absurdo, z,(¢) < nlogs(1.9), resultaria e;(k —1)2" < k(1.9)", contrar-
iando o fato de n > ng > na.

Dessa foruia vemos que, para n > n,,

{C € N: f(£) > €10} C B, = { € N:z,(¢) > nlog,(1.9)} .

Portanto, como escolhemos também n > n;, vemos que p(B,) < €2, e dessa forma
estabelece-se a tese. [ ]

Como conseqiiéncia praticamente imediata deste resultado vamos mostrar que se
0 < g < 1, praticamente todo natural n possui um nimero menor do que un, mais
precisamente, vamos mostrar que:
Proposigao 1: Sejam p mimero real em (0;1] e A, = {n € N: O(n) N [0;un[+ 0}. Entdo
pldu) =1
Dem.: Tomemos na Proposi¢do 0 €; = p e gz = % e escolhamos N; dado por aquela
proposigao.
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Entdo, como evidentemente, N\ A, C {m € N: f¥*(m) > um} resulta que

1
p(N\ 4,) < p ({m € N: M (m) > pm})) < 1.
Portanto p(4,) 2 1 — } e o resultado ao fazer k — co. u

Observagao: A Proposigio 1 acima também pode ser facilmente obtida do trabatho [2]
de Hepner, comentado e enunciado no inicio deste pardgrafo. E claro que quandou=1a
Proposigéo 1 é o resultado de Everett sobre densidade citado na introdugdo desta nota.

§3. Dois resultados: Nesta sec¢do vamos estabelecer os resultados centrais desta nota.
Por questdes técnicas serd conveniente colocar aqui a defini¢io de densidade superior
e densidade inferior de um subconjunto A de N. '
Seja A C N, definimos a densidade superior de A como

7(A) =lim sup #ikeAik<n} Sn}.

n—oo n

Analogamente definimos a densidade inferior de A como

p(A) = lim inf €Ak S}
S n—oo n
Observe que, embora possa nio existir a densidade de A, sempre existem 5 (4) e p(4).
Além disso é claro que 0 < p(A) < 7(A4) <1 e que A tem densidade se, e s6 se, vale
a igualdade. -
Portanto se p(A) = 0 resulta que A tem densidade e esta é igual a zero.

Proposicio 2: Para todon € N a drbita de n por f tem densidade nula.
Dem.: Para provar isto, vamos mostrar que a drbita de n tem densidade superior nula.
Suponhamos, por contradigio, que a afirmacao da proposigao é falsa. Tomemos k € N
tal que p (O(k)) =¢ > 0.
Consideremos €; = §, €2 = £ e tomemos ng = no(€1;¢2) dado pela Proposigéo 0.
Seja C = {n € O(k): f*(n) > e1n}.
Da Proposicao 0, vem que 5 (C) < &2 e portanto, como C é um subconjunto da orbita
de k, cuja densidade superior é ¢, resulta que

p(O(K)\ C) > £ — €.

Logo, pela defini¢io de densidade superior existe um M € N tal que

#(Or\ )N {0, ...,

(0)

Por outro lado, para todo m € OQ(k) \ C temos que f"°(m) < ¢;, portanto se u €
(©(k)\ C)N{0,...,M}) temos fo(u) < e, M.



Usando (0) e fazendo uma aplicacio simples do principio da casa do pombo, vem que
existem pelo menos
£E—E&2
€}

elementos diferentes, r e s, em ((O(k) \ C) N {0,...,M}) tais que fm°(r) = fm(s).

Como r e s estdo na Srbita de k e sdo diferentes, resulta imediatamente que O(k) é
periédica ¢ portanto é um conjunto finito, contrariando a hip6tese de ter densidade superior
positiva.

Logo p(O(k)) = 0 e o resultado segue. L

=2

Para o préximo resultado serd necessario considerar em N a relacao
n~me Ik ff(n) = fH(m).

Veja que esta relagdo identifica elementos cuja érbita coincide, a partir de um certo
k. Por exemplo, se a drbita de » acaba por atingir o ciclo 1, 2, 1, 2, ... entdo existe k tal
que ff’(n) =1, entdo ou n ~ 1, caso k seja impar, ou n ~ 2 caso k seja par.

E claro que ~ define uma relagao de equivaléncia em N e pode-se assim considerar
um conjunto completo de representantes determinado por ~.

E imediato ver que a conjectura de Collatz é equivalente a afirmar que N/ ~= {0,1,2}.

O que provamos a seguir é que, embora néo consigamos dizer que P = N/ ~ resume-
se a esses trés elementos, quando consideramos P como subconjunto de N este é pequeno,
no sentido que tem densidade nula.

Proposigao 3: Se P C N € um conjunto completo de representantes de ~ entdo p(P) = 0.
Dem.: E aniloga a da Proposigao 2.

Outra vez vai ser mostrado que a densidade superior de P ¢ zero.

Isto é feito por reducdo absurdo e esta parte da demonstragio é totalmente igual &
parte correspondente da Proposi¢ao 2 até o momento em que se encontram ng € N e um
par de elementos r e s de P tais que f"°(r) = f"o(s).

Agora veja que isto também aqui leva a uma contradicio, pois como P é um conjunto
completo de representantes de ~ ndo se poderia ter esta igualdade. |

REFERENCIAS
[0] Feller, W. - An Introduction to Probability Theory and Its Applications - 3t Edition
- J. Wiley & Sons, 1968, vol. 1.

[1) Everett, C. J., - Iteration of the number-theoretic function ... - Advances in Math. -
vol. 25(1) 1977, pg. 42-45.

[2] Hepner, E., - Eine Bemerkung zum Hasse-Syracusse Algorithmus - Archiv der Math. -
vol. 31(3), 1978, pg. 317-320.

[3] Crandall, R. E., - On the 3z + 1 Problem - Math. Comput. - vol. 32(4), 1978, pg.
1281-1292.

946



