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Resumo

Neste trabalho considera-se o apregamento de uma, classe de deriva-
tivos de volatilidade, os swaps de varidncia. O valor justo de um
swap de varidncia é igual ao valor esperado da variancia realizada
a termo. O valor esperado é calculado a partir do payoff de uma
opgio com perfil logaritmico. Mostra-se como replicar estaticamente
o payoff logarftmico em termos de opgdes de compra e venda. Usando
pregos reais de mercado para as opg¢des dos ativos TNLP4 e PETR4 da
BOVESPA, mostra-se como construir uma carteira sintética com ex-
posigiio pura & volatilidade. Consideragdes para o mercado brasileiro
sao feitas ao fim do trabalho.
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1 Introducao

Este trabalho versa sobre o aprecamento de uma classe particular de
derivativos de volatilidade, os chamados swaps de varidncia. Swaps de
varidncia séo os instrumentos mais simples para permitir a negociacio de
pura volatilidade, uma tarefa bastante complexa e nio contemplada nem por
posigdes delta-gamma neutras com exposi¢ao apenas & vega. N&o mencio-
nando os efeitos de ordem superior e ¢ o efeito dos termos cruzados, posi¢des
neutras com relagao aos demais parfiunetros e expostas apenas & vega nao
permitem diretamente o apregamento do risco de volatilidade, entendido
como o risco de mudanga de nivel de volatilidade. A protegio contra o risco
de volatilidade consiste em obter um valor justo de mercado para a volatil-
idade que seré realizada a termo, um benchmark. O desenvolvimento de
uma inddstria de trading puro de volatilidade estd precisamente alicercada
na defini¢do de um benchmark que permita a estimativa ndio-ambigua para
a varidncia realizada, quer dizer, de uma estimativa que seja unanime para
todos os participantes do mercado. Neste trabalho, analisamos os conceitos
tedricos por trds da construgio de um tal benchmark e os problemas de
natureza prética que surgem em umn mercado com baixa liquidez como o
brasileiro . Uma vez compreendido o papel deste benchmark, a avaliacio
dos contratos de volatilidade é imediata, sendo igual ao preco de referéncia
de um swap de variincia.

Além do aprecamento imediato de contratos de variincia, este bench-
mark oferece uma série de outras fungGes interessantes. Em primeiro lugar
pode atuar como um termémetro de risco de mercado, exibindo de maneira
consolidada em uma inica grandeza, o consenso da volatilidade a termo do
mercado. Além disto, oferece para a industria de risco a possibilidade do
surgimento no Brasil de uma segunda geragdo de produtos de controle de
risco, substituindo os cédlculos das volatilidades histéricas pelas volatilidades
antecipadas pelo mercado. Desta forma a aceitagiio desta grandeza como
um consenso da volatilidade a termo viabilizaria a implantacio no Brasil
de produtos orientados ao puro trading de volatilidade através de contratos
futuros, opgdes ou swaps de variancia. Por ser a melhor aposta da volatili-
dade realizada que o mercado pode fazer usando apenas informagdo piiblica,

'Na verdade, a implementagio desta metodologia foi efetuada no Brasil pela QctaPlus
Financial Analytics para um horizonte padrio de 21 dias 1iteis e consolidada em um fndice
de volatilidade implicita com marca registrada denominado IVOL . Calculado através
das volatilidades implfcitas de todas as opgbes de compra e venda liquidas disponiveis
no instante do célculo, sintetiza em um dnico niimero, as expectativas do mercado com
relagiio & volatilidade a termo para o horizonte de 21 dias tteis.



acreditamos que seja um candidato natural a desempenhar o papel de um
benchmark de volatilidade em mercados cmergentes com alta volatilidade
como é o caso do mercado brasileiro.

1.1 Negociando a Volatilidade: Swaps de Variancia

Uma das principais razdes para a existéncia de mercados de capitais é
de permitir a transferéncia e diluicio do risco financeiro através da nego-
ciagdo de contratos estruturados de compra ou venda de ativos. Por risco
entendemos, neste contexto, a volatilidade dos retornos dos pregos dos ativos
mobilidrios. Um dos mecanismos mais eficientes de transferéncia e diluigiio
do risco financeiro ¢ feito pelo uso de derivativos. Derivativos permitem aos
agentes financeiros tomar posicoes de acordo com suas proéprias percepgoes
de eventos futuros ¢ refletem apostas direcionais no movimento de um ativo.
‘Tomando posi¢des em derivativos, é possivel para os participantes do mer-
cado estarem comprados ou vendidos em volatilidade. Em geral, uma em
uma posigo direcional de prego do ativo. Isto fica evidente quando se cal-
cula a variagéio do prego de uma, opgéo com relagdo & flutuagio de preco do
ativo subjacente. Desprezando efeitos de ordem superior?, podemos calcular
o impacto no prego de uma opgéo dos diversos fatores de risco:

AC =0At+VAs+A-AS + -;—I‘(AS)Z (1)

Assim, uma posi¢iio sobre uma tnica, op¢do implica uma exposicio a
fatores econdmicos que ndo somente a volatilidade. Através de posicbes em
carteiras de opg¢des pode-se construir padrdes de retornos que premiam ape-
nas exposiciio a volatilidade. Por exemplo, tomando uma posicio em um
straddle vemos que flutuagdes de pregos com mesma amplitude podem pro-
duzir efeitos completamente diferentes no P&L de uma carteira de opcoes.

Posigdes mais complexas como um straddle ou um butterfly séo ten-
tativas para se tomar uma posi¢do em pura volatilidade, mas continuam
sofrendo da limitagéo intrinseca de ainda refletirem efeitos dirccionais. Sio
portanto instrumentos impuros do ponto de vista de volatilidade.

Como uma tentativa de resolver este impasse, foram desenvolvidos no
final dos anos oitenta nos mercados de balciio norte-americanos produtos
com 8 finalidade de trocar volatilidade pura. S&o os chamados swaps de
varidncia. Imaginemos um contrato estruturado a partir dos pregos de

20bservar que estamos desprezando exatamente os termos que sio usados para fazer
trading de volatilidade, que é calcular as gregas de segunda geragiio, como, volga, vanna
, epsilon e kappa.
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fechamento de um ativo com risco. Um swap de variancia prevé uma troca
de fluxos de caixa baseada na diferenca entre a varidncia didria realizada
do ativo durante um determinado perfodo de tempo e uma aposta feita no
momento da emissdo do contrato. Se n denota o nimero de dias tteis até
o vencimento do contrato de varidncia, estamos interessados em estimar, no
momento da emissao do swap, o valor da varidncia que serd realizada nos
préximos n dias tteis, isto é, a expressdo:

n--1 .2
_ 1 Siy1 — S
o=y izzg ( S; )

Os valores, S; , para i = 0,1,...,n, denotam os valores didrios de
fechamento de um determinado ativo com risco. Se K > 0 é o valor do
exercicio do contrato, no vencimento 7' = n, o contrato pagars ao emissor
(Va — K)) vezes o notional. Normalmente, nos mercados de balcio, o valor
de K ¢é escolhido de forma a zerar o fluxo financeiro, isto é, escolhe-se o valor
K = Kgwap de forma que:

I{SWAP = E[Vn]

O valor do swap ¢ exatamente igual ao valor esperado , segundo uma me-
dida de probabilidade que quantifica a dispersio das virias realizagoes dos
retornos do ativo base, da varidncia realizada. Assim, se estes contratos
fossem negociados no mercado, terfamos uma familia de instrumentos que
poderia ser usada diretamente para se fazer o hedge do risco de volatilidade.

Uma das primeiras questdes que devem ser abordadas no tratamento da
volatilidade a termo e no apregamento de contratos derivativos de volatili-
dade ¢ a dependéncia no modo como os precos siio cotados em volatilidade,
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isto €, no preco de mercado para se expor 4 uma unidade de volatilidade do
ativo subjacente. A pratica universalmente difundida nas mesas de trading é
a de cotar pregos em volatilidades usando o modelo de Black-Scholes®. Ape-
sar dos pregos de mercado violarem explicitamente as hipéteses do modelo
de Black-Scholes, o mercado segue adotando esta pratica, nos remetendo a
uma considerag@o mais aprofundada sobre a verdadeira origem e definicio
da estrutura de volatilidade do ativo com risco. Esta questdo, de funda-
mental importéncia, nos remete por sua vez & modelagem matematica dos
processos responsaveis pelas flutuagdes alcatérias dos retornos dos ativos fi-
nanceiros com risco. Em outras palavras, devemos considerar modelos onde
a volatilidade é volatil. Assumindo que o processo de pregos segue, uma
dindmica com volatilidade estocdstica do tipo log-normal:
ds;

Ts,—t- = tht + dtth

Nesta classe de modelos, a volatilidade o, é um processo estocistico néo-
observével diretamente no mercado e csté sujeito & uma dindmica prépria,
também com pardmetros ndo-observaveis, impossivel de ser calibrada em
mercados incompletos, com prémios de risco de volatilidade desconheci-
dos. Devido & sua relativa complexidade, os modelos de volatilidade es-
tocdstica foram inicialmente preteridos pelos modelos de volatilidade lo-
cal, parametrizados por uma fungio de duas varidveis o(t,S) chamada de
volatilidade local. A fungéio de volatilidade local o(,5) deve ser entendida
como o valor esperado da volatilidade a termo, relativo & uma medida de
probabilidade definida sobre as possiveis realizacoes estocésticas do processo
nao-observével da volatilidade, quer dizer:

o(t,S) = Eloy(-)|St = 5] )

Em outras palavras, a volatilidade local é o valor esperado condicional da
volatilidade, condicionado ao fato que no tempo ¢, o nivel de mercado é igual
a S;. S#o sutilezas como esta, versando sobre esperancas condicionals, que
estéio na raiz do chamado paradoxo de Taleb, visto mais adiante. Assim,
passaremos adiante a considerar apenas modelos de retornos de ativos da
forma:

ds:

5 = pedt + o (¢, Sp)dW,
¢

3Semelhantemente, para o modelo de Black nos mercados de renda fixa e para o modelo
de Garman-Kohlhagen nos mercados de cimbio.Todos estes modelos sio modelos com

volatilidade local constante. Em termos praticos, travestem apenas uma questio semantica

de indicar que prémios de op¢des tenham aumentado ou diminuido conforme a volatilidade
tenha aumentado ou diminufdo de forma correspondente.




parametrizados por uma estrutura de volatilidade local o(t,S) , que, depen-
dendo do tempo e do nivel do mercado, origina a variancia dos retornos in-
finitesimais de pregos e sintetiza o valor esperado de todos os possiveis valores
do real processo de volatilidade. Neste caso, toda a teoria de apregamento
e hedge de opgdes se transforma, pelo menos do ponto de vista pratico,
em uma pergunta sobre a natureza e os modos de vibragio da fungio de
volatilidade local.

Um dos principais obstdculos ao trading de volatilidade é a auséncia de
uma teoria consistente de volatilidade de um ativo com risco que seja con-
sagrada pelo mercado como um benchmark e disponha de uma aceitacio
semelhante & teoria de Black-Scholes para o aprecamento de opgoes. No
mundo Black-Scholes, a estrutura de volatilidade é a mais simples possivel,
que é exatamente uma estrutura plana sem curvatura, exibindo a inde-
pendéncia da volatilidade implicita no preco de exercicio da opc¢do e no
vencimento, igual ao valor constante ¢ da volatilidade dos retornos normais
do ativo subjacente. Esta simplicidade consolida este modelo como o bench-
mark universalmente usado pelos agentes econdmicos para cotar os pregos
em termos de suas volatilidades implicitas.

Uma prética largamentc adotada pelos traders para extrair uma estima-
tiva da volatilidade do ativo subjacente para o perfodo de vida da opgéo é
usar as volatilidades implicitas at-the-money-forward (ATMF) quer dizer,
as volatilidades calculadas para um prego de exercicio hipotético K = Se™T
igual ao valor a termo do prego do ativo subjacente na data de vencimento
da scrie de opgbes. Apesar de comum e francamente adotado como prética
de mercado, este procedimento nio é exato por vérias razdes e constitui
uma das possiveis fontes de erro no controle de risco e no aprecamento de
ativos. A razio mais contundente para se negar tal pritica é que tal proced-
imento sé faria sentido se a volatilidade do ativo subjacente se mantivesse
constante até o tempo de exercicio da opgaio, assumindo vélidas as hipéteses
do mundo Black-Scholes com volatilidade constante. Mas é exatamente em
razio do mercado violar as hipéteses do modelo de Black-Scholes que se usa
a volatilidade ATMF e portanto percebemos um circulo vicioso de idéias e
hipéteses erréneas embutidas nesta pratica. Na verdade: Sdo ezatamente
estes efeitos de heteroscedasticidade do processo de pregos que devemos cap-
turar.  Um outro problema que surge diz respeito & obter a volatilidade
ATMF por interpolagdes pontuais do smile de volatilidade. Sabe-se que
interpolagoes pontuais do smile de volatilidade conduzem 3 instabilidades
numeéricas, produzindo um valor de volatilidade viesado e com tendéncia &
subestimar a volatilidade realizada.

Na préxima se¢iio, veremos como organismos e bolsas internacionais



tentaram resolver este impasse, estabelecendo benchraarks de volatilidade
implicita.

1.2 Benchmarks de Volatilidade

O pioneiro na introdugdo de benchmarks de volatilidade foi o Chicago
Board of Options Exchange (CBOE) com a introdugéo do {ndice VIX em
1993 . Este indice, diferentemente da metodologia proposta neste artigo para
uso no Brasil, ¢ construido a partir de uma interpolacio de pregos de oito
opgoes liquidas préximas ao dinheiro, sintetizando a volatilidade implicita
de uma opgio at-the-money ficticia com vencimento em 30 dias. Propostas
semelhantes foram introduzidas em outros mercados, tendo como exemplos o
indice VDAX de Frankfurt, introduzido em 5 de dezembro de 1994 e medindo
a volatilidade para 45 dias e os indices VX1 e VX6 do MONEP, em Paris,
introduzidos em 8 de outubro de 1997, medindo volatilidades para um e
seis meses respectivamente. Também o fndice de agdes NASDAQ-100 possui
seu {ndice de volatilidade VXN e recentemente, em 23 de janeiro de 2001,
foi introduzido pelo American Stock Exchange (AMEX) de Nova lorque o
indice de volatilidade QQV para o indice de agdes de tecnologia NASDAQ-
100 Unit Trust. Para maiores detalhes, o leitor deve consultar o artigo de
Fleming-Whaley [FOW)]. Recentemente no Brasil, a Bolsa de Mercadorias
e Futuros (BMF) iniciou a introducgiio de contratos de volatilidade para o
indice IBOVESPA, denominados de (VOI), ainda em fase de divulgagéo no
mercado brasileiro.

Em mercados pouco liquidos, como é o caso do mercado brasileiro, as
propostas de indices como o indice VIX sdo francamente impossiveis de
serem implementadas, face a0 nimero muito elevado de opgdes liquidas que
a sua alta volatilidade. Para estes mercados uma metodologia alternativa
que lide com o problema da baixa liquidez se faz necessiria. A metodologia
deve ser robusta o suficiente para assegurar a qualidade ¢ o poder preditivo
do indice, bem como substituir estimativas pontuais do smile de volatilidade
por uma estimativa global, isto ¢, uma estimativa que faga uso de toda a
estrutura de volatilidade observada no mercado.

A solugiio para este problema foi dada por Neuberger [N]e por Carr-
Madan [CM), através da observagio que um cstimador da varidncia realizada
pode ser obtido pelo cdlculo de uma opgiio exdtica com perfil logaritmico e
pela observagio que esta 1iltima pode ser replicada estaticamente por uma
carteira de opgdes de compra e venda ponderada pelo quadrado do inverso
do preco de exercicio.

Como apenas alguns exercicios possuem opgdes liquidas, se faz necessério



um procedimento sintético para se criar os pregos das opgdes européias de
compra ¢ venda. Isto é feito respeitando as volatilidades negociadas e inter-
polando o smile de volatilidade para a criagdo de uma carteira de opgbes com
pregos sintéticos calculados pela férmula de Black-Scholes. O estimador de
volatilidade emerge através da integracdo destes pregos sintéticos, tomando
integralmente o smile de volatilidade como base, um procedimento consid-
eravelmente mais estdvel, do ponto de vista numérico, que a interpolagio
pontual usada para calcular a volatilidade ATMFE.
A introdugiio do conceito de estimador da variincia realizada permite
a solugdo do chamado Paradozo de Taleb em financas (termo cunhado por
Marco Avellaneda em [A]). Este paradoxo se manifestaria em uma hipotética
conversa entre dois traders de opgdes. Se um benchmark de volatilidade fosse
adotado pelo mercado, poderfamos ouvir a seguinte conversa sobre pregos
de opgdes expirando em exatamente 21 dias:

Trader A:“Qual a volatilidade implicita ATMF hoje para PETR4 7”
Trader B:“25.0% para compra e 25.8% para venda”

Trader A: “E qual a sua aposta para a volatilidade daqui a 21 dias 1iteis?”
Trader B: “Minha aposta é de 27.00% ”

Os mimeros acima nfio sio inconsistentes entre si, face ao exposto anteri-
ormente sobre a natureza da volatilidade local, enquanto que a volatilidade
ATMF ¢ um valor condicionado ao prego “forward”do ativo subjacente. O
suposto paradoxo se desfaz exatamente quando entendemos a diferenca entre
uma esperanga condicional e uma esperanca incondicional.






tempo a varincia é um melhor objeto para descrever variagdes de prego ao
longo do tempo.

Vamos considerar um mercado liquido, com risco de volatilidade en-
capsulado em uma funcio de volatilidade local ¢ : R x R — R, onde séo
negociadas op¢es de compra e de venda para qualquer prego de exercicio e
vencimento. Em um mundo ajustado ao risco, o processo de retornos é :
%2 = rdt + o(t,S)dW

O resultado provado por Dupire [D] em 1994 estabelece que o mercado se
completa com os pregos dos derivativos e que apenas uma Gnica estrutura de
volatilidade o(t,.5) é compativel com estes pregos, isto é, os pregos tedricos
produzidos com aquela estrutura de volatilidade para qualquer preco de
exercicio e qualquer vencimento coincide com os pregos de mercado. Mais
ainda, esta estrutura ¢ dada explicitamente pela célebre formula:

a¢ 4 .y 90
o(T,z) = | LIk 3)

Esta fé6rmula é bastante interessante do ponto de vista tedrico, pois prati-
camente define a volatilidade em termos de um consenso de pregos de mer-
cado. Na prédtica, é de uso bastante dificil, devido & instabilidade das in-
terpolagdes numéricas usadas para calcular as derivadas dos pregos. Para
opc¢oes de curto prazo, ou muito fora do dinheiro, chega inclusive a produzir
resultados anémalos devido & valores negativos dentro da raiz quadrada ou
divisdo por valores préximos de zero. Em resposta 3 estes efeitos, Derman-
Kani introduziram as drvores de volatilidade, que sido nada mais nada menos
que o andlogo discreto, no mundo real, do resulatdo de Dupire. Estas drvores
tém grande utilidade no aprecamento de opgdes pouco liquidas ou exéticas.

Por outro lado seria interessante a utilizagiio de pregos do mercado de
derivativos para inferir o valor da volatilidade do ativo objeto destas opgdes.
Vamos assumir que todas as opcdes vencem no mesmo vencimento 1. A
pergunta fundamental consiste em calcular o valor da esperanga condicional
da variéncia realizada do ativo com risco para um perfodo de tempo igual
a 7', condicionada a0 fato que seu preco S é conhecido hoje. Quer dizer,
vamos calcular o valor da quantidade:

1 /T /dS\?
2 Sp=9]= = (J> 4
a°[So<i<r|So = 8] 7} \5 (4)
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O melhor preditor desta varidncia serd obviamente o valor esperado in-

condicional:
Tiermo = Elo?[Soct<r|So = S]] (5)

Observa-se que tanto as variéncias quanto os valores esperados usados
nas férmulas acima dizem respeito & uma medida de probabilidade ja ajus-
tada ao risco, chamada de medida de Arrow-Debreu, que ajusta os valores
dos precos dos ativos aos prémios de risco pagos no mercado. E impor-
tante notar aqui o resultado devido a Breeden-Litzenberger relativo a recu-
peracio da medida de Arrow-Debreu pelos pregos de opgoes em um mercado
de derivativos liquido, com o mesmo vencimento em 7'. Apresentamos este
resultado no apéndice A.1.

A observacio chave deve ser creditada & Neuberger [N], que, em 1990, ob-
servou que o payoff de uma opgio com perfil logaritmico poderia reproduzir
a variancia realizada. Aliado & observacio de Carr-Madan sobre replicagéo
estatica de opgdes exéticas, isto permitiu a construgio de um estimador
de volatilidade baseado apenas em volatilidades implicitas. Este preditor
da varidncia realizada a termo do ativo base pode ser interpretado como
o custo para montar uma posi¢do sintética de opgdes de compra e venda

exposta apenas a volatilidade, quer dizer:

*

2 S S
U}orecast 71 [TT ( . 7'7 ) log( )
+c>o 1

‘slt
+eT /O —I—{-P(K)dK+e’"T /S  73C(K)dK]

O ponto chave para o cdlculo do preditor de varidncia é a construcdo
de uma carteira de opgdes de compra e de venda com pregos sintéticos,
calculados por meio de uma estrutura de volatilidade igualmente sintética
levantada a partir do smile de volatilidade do mercado. O preditor de volatil-
idade usado aqui é um avanco crucial sobre o resultado de 1994 devido a
Dupire, bem como as drvores implicitas de Derman-Kani, inferindo direta-
mente dos pregos das opgdes o valor esperado da varidncia realizada a termo
do ativo objeto. Com isso, néo somente obtém-se um estimador nao-ambiguo
e ndo-enviesado, mas também evita-se interpolacgdes locais, numericamente
instédveis, da estrutura de volatilidade.

Na férmula acima S* denota um valor intermedidrio entre o prego a vista
e o prego futuro, escolhido através de critérios de liquidez ¢ P(K) e C(K)

denotam precos de opgdes de venda e compra, respectivamente, calculadas

(6)
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por meio da estrutura sintética de volatilidade. £ possivel mostrar que esta
carteira de opgdes, composta por opgdes com exercicio K na proporgio 1/K?
representa uma posicdo em pura volatilidade cuja medida de sensibilidade
Vega é insensfvel as flutuagdes do prego de mercado do ativo base.

Alguns pontos ligados & sua implementacio prética se fazem necessdrios.
Como se percebe pelas integrais definidas contendo singularidades e limites
de integracdo impréprios, uma implementagio pratica cxige uma série de
cuidados.

A demonstragiio da férmula acima pode ser feita em vérias etapas. O
ponto fundamental para a construgéo da carteira sintética de opgdes consiste
em usar o lema de 1t6 e mostrar que o cilculo da variincia é equivalente
ao prego de um contrato com perfil logar{tmico no prego do ativo base. De
fato, considerando a fungéo logaritmica log(S), podemos usar o lema de It6
para obter:

d0g8) = %5 ~ 2(%) = rdi+odW — zo%d

Isolando o termo com a varifincia estocdstica e integrando até o vencimento
T, temos que:

1 (T /dS,\?
Ug[sosthIS():S] = & A (_gti)

T
- 2 / rdt + 0,dW; — d(log St)
T Jy

2 [T 2. 8
= 2r+(T/O Utth)—TIOg(:S%)

Tomando valores esperados e usando o fato que a integral de Itd é um
martingal, em relagio & medida de Arrow-Debreu, com média nula, obtemos
o seguinte estimador da varifncia realizada:

7t = 7T ~ Ellog(3D)) (7

O célculo do valor esperado consiste assim no célculo do valor de uma
ope¢io exdtica, com perfil logaritmico. Isto pode ser feito através de um
resultado matemético sobre replicagdo estatica de opgdes, devido & Carr ¢

Madan ( [CM]), usando a seguinte identidade para funcoes f(z):

f(8)=£(8") + f(8*)(S - 8*)+
S* )
+ [ FIER)E ~ )t + S+ FUE)S - K)HK
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A prova deste resultado pode ser encontrada no apéndice A.3.

A férmula acima, uma generalizacio do principio de paridade put-call,
afirma que uma posigdo exética com perfil f(S) pode ser replicada estati-
camente, quer dizer, sem necessidade de hedge dindmico, através de uma
posicio em numerdrio, no ativo base e numa carteira de opgdes européias
de compra e venda, com quantidades apropriadas f”(K) de cada opcéo
necessdrias para gerar a curvatura do perfil f(S). Escolhendo um valor
apropriado de S* e tomando § = St, podemos agora calcular o valor da
opgao com payoff logarftmico, usando a funcgio f(K) = log K:

log S =log S* + 5
S*

+o00
+ [ & —sorac+ [ - KK

Tomando valores esperados segundo a medida de Arrow-Debreu e usando
o fato que relativo & esta medida temos que E[Sr] = Spe'T , entio podemos
estimar o valor esperado do pay-off logarftmico como segue:

St
So

*(ST S*)

——)] = logSy—logS* — —1—(E[ST] -5)
S* 1

K?
= log Sp— log S* — —S—;(SOCTT - 5%

E[~log(—%-

—B[(K — Sp)dK + / E[(Sr — K)*]dK

S“‘
|
+ / — e EBle™(K - Sp)TldK
0 K2 [ ( T)]

oo T T KV
+ e Ele™™ (S 1dK
0 K2 [ T — ) ]
¥ 1 rT *
= log Sp—logS* — —S-;(Sge - 8*)
S* T +oo 1 T
+ ok P(K)dK + g ek C(K)dK
—_ S* SO 'rT 5 1 rT
= log(-——) ~(5e - 1)+ A T3¢ P(K)dK
+ / m—l— "TO(K)dK 8)
. K¢ ) (

Dali segue claramente o valor do estimador de varidncia.
Observe que a carteira sintética de opgdes envolve o cédlculo de duas
integrais impréprias: uma, envolvendo pregos de opgdes de venda e exibindo
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uma singularidade em zero e outra, envolvendo opg¢des de compra e exigindo
a integracio imprépria até o infinito. No caso de um mercado liquido isto
é um pequeno problema, mas no caso de uma implementacéo pratica como
no caso do mercado brasileiro, exige cuidados de natureza computacional.
A origem das dificuldades reside na quase inexisténcia de opgdes de venda
no mercado brasileiro e na inexpressiva quantidade de opgoes liquidas com
diferentes pregos de exercicio para o mesmo ativo. Isto torna a qualidade da
interpolagiio mais pobre na regiao de exercicios mais baixos, que é aquela
normalmente coberta no mercado por opgoes de venda. O valor de §* marca
a fronteira virtual entre opgdes de venda e de compra sintéticas e deve ser
escothido cuidadosamente no cdlculo das integrais mencionadas acima por

razbes também numéricas.

2.3 A Estrutura a termo da Volatilidade

Quando o mercado negocia opgdes em um tnico vencimento, vimos que o
preditor da varidncia realizada visto na segiio anterior faz o papel do bench-
mark de volatilidade. Neste caso, a melhor aposta para a volatilidade em
uma data qualquer é igual ao valor da volatilidade para o horizonte de tempo
dado pelo vencimento desta finica série de opges. O problema fundamen-
tal se d4 quando o mercado negocia opgdes para vérios vencimentos. Neste
caso, devemos adotar um horizonte padrdo na definigdo do benchmark de
volatilidade.

Como no mercado brasileiro hé falta de um nimero razodvel de venci-
m horizonte de 21 dias Gteis para lastrear o indice
preditor, praticamente o equivalentc a 30 dias corridos. Se o mercado ne-
gociar op¢des com vencimentos T, Ts,.- ., Tn, determina-se o par de venci-
< 91 < Tiy1 que abrange a data de 21 dias tteis, de modo a

mentos, foi escolhido u

mentos T;
definir o estimador por interpolagdo linear da varidncia:
ol — T})o?, ; + (Tiy1 — 21 o2
oLzt =4/ 2 2l _( qi“ Jo (9)
t+1 i

Quando duas ou mais séries de opgdes liquidas sio negociadas simul-
taneamente, escolhe-se as duas séries mais préximas da data de 21 dias.
A menos de 21 dias do vencimento da série curta a séric longa comega a
a interpolacdo é feita. O indice reflete desta maneira uma

tomar liquidez e
dimensdes de risco do mercado.

fotografia uni-dimensional das virias
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3 Implementagdo no Mercado Brasileiro

Vamos discutir aqui nesta segio alguns exemplos do comportamento do
preditor de volatilidade, exibindo seus valores para alguns ativos e para
alguns instantes de tempo. Usamos os valores do indice IVOL como base
para os registros qualitativos de mercado. O indice IVOL pode ser aplicado
A qualquer ativo com opgdes liquidas negociadas na BOVESPA. Vejamos
algumas fotografias do IVOL para o ativo TNLP4 em vérios instantes do
mercado intra-didrio.

Vejamos inicialmente os valores do indice IVOL no final de julho de
2002. As flutuacdes intradidrias sio compativeis com a liquidez das opgoes
de TNLP4, exibindo variages da ordem de até 20% em um tnico dia, como
mostra o gréifico da volatilidade intradiria para o dia 17 de julho de 2002.

Neste dia, s 10:00 da manhd, o mercado negociava 8 opgdes de compra
com exercicios variando de 24.00 a 40.00 ¢ faltando 23 dias iiteis para o
vencimento da série. No mercado & vista, o ativo TNLP4 era negociado a
um valor de 26.9 . No instante em que o {ndice foi calculado, com uma taxa
pré de 18.07%, observamos 0s pregos:

Tabela 1
Smile de volatilidade, Vol. ATMF e IVOL para TNLP4 no dia
17 de julho de 2002 as 10:00h.

Opgao | Prego | Strike | Smile (%) | Vol ATMF (%) | IVOL (%) |
call 4,025 24 66,3 41,0 45,8

call [ 2,005 | 26 10,2 1,0 15,8

call 1,025 28 41,5 41,0 45,8

call 0,16 32 41,0 41,0 45,8

call | 0,08 | 34 v 10 158

call 0,045 36 48,3 41,0 45,8

call 0,025 38 51,3 41,0 45,8

call | 0,015 | 40 54,2 1,0 15,8

Comparamos os valores do indice com as volatilidades Black-Scholes e
as volatilidades ATMF para uma melhor percepgdo de célculo do indice
IVOL. Quando comparamos o valor do IVOL com os valores Black-Scholes,
devemos sempre ter em mente o significado do indice. Lembramos que de
acordo com sua definicéio, o indice IVOL deve reproduzir, para um conjunto
de pregos Black-Scholes, a volatilidade do ativo subjacente.

O smile de volatilidade observado esté ilustrado abaixo, mostrando a
diferenca entre o valor da volatilidade ATMF e o valor do fndice IVOL
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calculando os efeitos de heterocedasticidade desprezados pelo valor ATMF.

Figura 1
Este exemplo sugere que a volatilidade ATMI, por néio levar em
conta os efeitos de heterocedasticidade da processo de volatili-
dade, tem o efeito de subestimar a volatilidade em reloagdo ao

IVOL.

Estrutura de Volatitidade - TNLPA (18/07/62 - 10:00)

68,0%

63,0%

68,0% 4

A [==vol. imiicite
] |mvel, ATME
oLzt

63,0%

48,0%

43,0%

38,0% # + 5 - f
24 28 28 32 34 36 38 40
Pregos de Exercicio

Nas préximas secdes, vamos investigar algumas situacdes contendo o
comportamento do indice de volatilidade implicita IVOL para vérias escalas
de tempo e para dois ativos com opgocs liquidas.
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3.1 Comportamento Didrio

Vamos examinar o comportamento de baixa-frequéncia do indice IVOL,

quer dizer, para observagoes das médias didrias.

3.1.1 Ativo: TNLP4

A Tabela 2 e Figura 2 apresentam a evolugio didria da volatilidade a
termo, ou seja, o valor esperado pelo mercado da volatilidade a ser realizada
até a data de vencimento da opgéo sobre & acdo da Telemar (TNLP4) entre
os dias 18/07/02 e 31/07/02. Nota-se claramente no grafico, uma acentuada
tendéncia de alta na volatilidade esperada. Este periodo coincide com o acir-

rida eleitoral, onde o candidato da oposicio registrava uma
No campo financeiro a volatili-

enquanto que o délar e o risco
dos a partir de médias dos

ramento da cor
larga vantagem sobre o segundo colocado.
dade dos ativos aumentava significativamente,
pafs disparavam. Os valores disrios sdo computa
valores intradiarios calculadas diariamente

Tabela 2
Médias didrias do IVOL para TNLP4.

Data | IVOL
T8jul | 38,7%
195ul | 43,3%
24-jul | 63,7%
25-ul | 73,9%
F6-jul | 86,5%
20-jul | 96,2%
30-jul 89,7%
3Tl | 90,6%
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Figura 2
Médias didrias do IVOL para TNLP4.

IvOL21 TNLP4 Dlarlo
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700%
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300%

200% . T . T T . e r . . y r

18jul 194ut 20Jul 214w 224l Tjul 24ul 23qut 26Jut 20l 284ul 20-Jul 304ul 314l
[=-voLz1]

3.1.2 Ativo: PETR4

Na Tabela 3 ¢ na Figura 3 apresentamos © comportamento didrio do
IVOL para o mesmo perfodo acima. Percebe-se claramente a mesma tendéncia
de alta na volatilidade esperada tipica do momento de incertezas.

Tabela 3
Médias digrias do IVOL para PETR4.
Data | IVOL

85ul | 37,1%
0-ul | 41,9%
3a-ul | 49,0%
35l | 45,9%
36-jul | 63,0%
29-5ul | 67,3%
30-ul | 102,7%
3ioul | 75,9%
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Figura 3

Médias digrias do IVOL para PETR4.

IVOL21 PETR4 Dlarlo
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3.2 Comportamento Intra-Didrio

Vamos agora examinar o comportamento do fndice em uma escala de
frequéncia maior, observando seu movimento dentro dos dias.

Apresentamos na Tabela e na Figura 4 e na Tabela e na Figura 5, &
titulo de ilustracéio, o comportamento intra-didrio da volatilidade a termo
do mercado, nos dias 24/07/02 e 31 /07/02, respectivamente, para as opgdes
de TNLP4. O célculo da volatilidade 2 termo (IVOL) é feito em intervalos
regulares de vinte minutos, utilizando-se informagdes de mercado geradas

por provedores de informagao eletronicos. Fica evidente dos gréficos acima,

que a volatilidade a termo oscila fortemente durante o pregdo, acompan-

hando os humores do mercado.

Tabela 4
Comportamento intra-didrio do fndice de volatilidade implicita

para o dia 24/7/2002 da opgdo de TNLP4.
Hora | IVOL
10:23 | 67,3%
11:03 | 66,9%
11:43 | 65,8%

12:43 | 62,9%
13:03 | 63,0%
13:23 | 61,0%
14:03 | 64,2%
14:23 | 62,3%

14:43 | 63,3%
15:23 | 62,2%
15:43 | 64,4%
16:43 | 62,8%
17:03 | 62,4% |
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Figura 4
Comportamento intra-didrio do indice de volatilidade implicita

para o dia 24/7/2002 da opgao de TNLP4.

70,0%
03,0%
66,0%
84,0%
82.0%
£0.0%
58,0%
88,0%

84,0%

92,0%

14:03 1423 1443 1523 4543 1643 T:03

50,0%
10.23 11:03 11:43 1243 13:08 1323

“e-IVOL21

RPN

Tabela 5
Comportamento intra-didrio do fndice de volatilidade implicita

para o dia 31/7/2002 da opgao de TNLP4.

Hora | IVOL |
11:03 | 94,0% |
1143 | 93,1%
19:43 | 94,5%
13:03 | 92,1% |
1323 | 9L,1% |
14:03 | 93,0%
14:23 | 88,5% ||
14:43 | 86,6%
15:43 | 86,1% |
16:03 | 86,9% |
16:23 | 89,8% |
16:43 | 90,7% |

I 91,4%

1723 | 95,5% |
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Figura 5
tamento intra-didrio do fndice de volatilidade implicita

Compor

para o dia 31/7/2002 da opgéo de TNLP4.
96,0%

$40% § - -

92,0%

90,0%

an0%

88,0%

84.0% T T v + y

14:03 1143 1243 13:03 13:23  14:03 1423 14:43 1543 16:03 1623 1643
~o~[VOL21

clas e graficos anteriores sao apresentadas

para as opgoes de Petrobrds nas Tabelas e Figuras 6 e 7. Uma inspego mais
scilagio da volatilidade a termo

detalhada do grifico demonstra uma menor o
da agiio da Petrobrés, como inicialmente suspeitarfamos, dada a natureza,

porte e mercado da empresa.

As mesmas informagdes das tab



Tabela 6
Comportamento intra-didrio do fndice de volatilidade implicita

para o dia 24/7/2002 da opgo de PETR4.

Hora | IVOL
10:23 | 56,9%
11:03 | 53,4%
11:43 | 50,0%
12:43 | 45,4%
13:03 | 45,6%
13:23 | 47,4%
14:03"| 48,6%
14:23 | 50,2%
14:43 | 48,6%
15:23 | 50,4%
15:43 | 49,3%
16:43 | 45,4%
17:03 | 45,6%

Figura 6
Comportamento intra-didrio do {ndice de volatilidade implicita

para o dia 24/7/2002 da opgao de PETRA.

60,0%

55,0%

50,0% 1
45,0%
40,0%
35,0% 1
Y A T T T T T t r T
300% 102 1103 1143 1243 1303 1323 40 J4:23 1443 19:23 1543 1643 1703
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Tabela 7
Comportamento intra-disrio do fndice de vol
para o dia 31/7/2002 da opgio de PETRA4.

Hora | IVOL
11:03 | 75,4%
11:43 | 76,0%
12:43 | 75,8%
13:03 | 76,3%
13:23 | 76,5%
14:03 | 71,7%
~14:23 | 71,9%
14:43 | 78,3%
1543 | 73,4%
16:03 | 73,5%
16:23 | 75,8%
16:43 | 74,2% |

| SR

atilidade implicita

Figura 7
ra-didrio do fndice de volatili
2 da opgio de PETRA.

Comportamento int dade implicita
para o dia 31/7/200

T
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T7.0%
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3.3 Smiles de Volatilidade Intra-Didrios

Continuando com o processo de descida das texturas da volatilidade
a mais alta de granularidade da volatilidade,

le de volatilidade e como seus movimentos
duzir o indice IVOL.

va )
Mos agora examinar a escal
u ’ - . .
3 ¢ é examinar o0 efeitos do smi
e vibragio se coordenam para pro

3.3.1 Ativo: TNLP4

" Nas Tabelas e Figuras a seguir
mento intra-didrio do smile de vo

(8, 9 e 10), apresentamos 0 COmpor-
latilidade das opgoes de TNLP4, junta-

mente com a volatilidade ATMF ¢ a volatilidade a termo, calculados em trés
2/06/02. Notamos 20 longo este dia

:lferentes momentos do pregdo do dia
seexecu(;ao de um movimento de curvatura do “smile’de volatilidade, que
acentua gradualmente, fazendo com que a volatilidade esperada (IVOL)

dz(?lStanme da volatilidade ATMF. A distancia absoluta entre a volatili-
s ¢a termo ¢ a volatilidade ATMF depende da curvatura ¢ assimetria do
mile”. Quanto maior 0 efeito de assimetria ou curvatura, maior serd, o

ef M . . . . - ,
eito indicativo desta distancla.

Tabela 8
Smile de Volatilidade [mplicita para 2 opcio de TNLP4,

2/6/2002 as 11:20h

Vol ATMF Iﬂm 10,22%
| Progo | Striko | smile ()
call a47 | 2018 52,80%
call 2,56 |
cal | L0

call 0,30

call | 0,07

call 0,02 |




Figura 8
Smile de Volatilidade Implicita para o ativo TNLP4, 2/6/2002
as 11:20h

Estrutura de Volatilidade - TNLP4 (02/06/2002, 11:20h, 8 dlas)

$5,0%
BOO% § < oo em e N et

45,0%

400% e A BE
BB0% § - vem e e
30,0% T v T ¥
27,48 2948 3,18 1,19 35,18
Prego de Exerciclo

e VoI ATMF ~SiSmila da Vol implicita *NOLZﬂ

Tabela 9 .
Smile de Volatilidade Implicita para a opgao de TNLP4,
2/6/2002 as 12:00h. - .

Vol ATMF | 37,25% | IVOL 39,22%
Opgao Preco | Strike | Smile (%)
call 2,38 29,18 38,12
call 0,96 31,18 37,28
call 0,25 33,18 37,02
call 0,06 35,18 39,68
call 0,02 37,18 43,89
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Figura 9
Smile de Volatilidade Implicita para o ativo TNLP4, 2/6/2002

4s 12:00h

Estrutura do Volatilidade - TNLP4 (02/06/2002, 12:00h, 8 dias)

48,0%

140,0%

35.0%

30,0%
2118 20,18 18 33,18 £ S 1] 7,48
Prago de Exerciclo
Vol ATMF ~#i=~Smite da Vol tmp e NOL2H |
Tabela 10

Smile de Volatilidade Implicita para a opgio de TNLP4,
2/6/2002 as 16:00h

Vol ATMF | 37,13% | IVOL 39,85%
Opgcao Prego | Strike | Smile (%)
call 6,58 25,18 54,45
call 164 | 27,18 54,14
call 2,711 29,18 40,06
call 1,17 31,18 37,38
call 0,32 33,18 36,52
call 0,07 35,18 37,89
call 0,02 37,18 41,35
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Figura 10
Smile de Volatilidade Implicita para a opcio de TNLP4,
2/6/2002 as 16:00h

Estrutura de Volatiiidade - TNLP4 (02/06/2002, 16:00h, 8 dias)

83,0%

80,0% -

A43,0%
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23,18 78 20,18 M8 33,18 3,18 18T
Prago de Exarciclo
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3.3.2 Ativo: PETR4

As Tabelas e Figuras 11, 12 e 13 apresentam a evolucdo intra-didria do
“smile”de volatilidade da opgdo de Petrobrés PETR4 conjuntamente com a
volatilidade ATMF e a volatilidade a termo para o pregéio do dia 14/06/02.
Percebemos na Figura 11, correspondente a “fotografia”de mercado das
11:10, uma. leve assimetria do “smile”, que se acentua claramente ao longo
do dia. As figuras seguintes caracterizam de forma inequivoca, a assimetria

e a curvatura dos “smiles”de volatilidade do mercado vespertino.
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Tabela 11
Smile de Volatilidade Implicita para a opgao de PETR4,
3/6/2002 as 11:10h

Vol ATMF | 27,75% | IVOL 26,16%
Opcao Prego | Strike | Smile (%)
call 5,26 50,00 34,56
call 3,35 52,00 27,66
call 1,65 53,87 20,40
call 1,64 54,00 22,74
call 0,60 56,00 22,76
call 0,27 57,87 26,71
call 0,27 58,00 27,69
call 0,06 62,00 34,36
Figura 11

Smile de Volatilidade Implicita para a opcdo de PETR4,
3/6/2002 as 11:10h

Estrutura de Volatllidade - PETR4 (03/06/2002, 11:10h, 10 Dias)
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Tabela 12
Smile de Volatilidade Implicita para a opgio de PETR4,
3/6/2002 as 15:10h

Vol ATMF | 21,75% | IVOL 25,60%
Opgao Prego | Strike | Smile (%)
call 5,66 50,00 48,57
call 3,41 52,00 24,26
call 1,78 53,87 20,46
call 1,70 54,00 20,97
call 0,67 56,00 22,19
call 0,28 57,87 24,94
call 0,27 58,00 25,53
call 0,07 62,00 33,11
Figura 12

Smile de Volatilidade Implicita para a opgdo de PETR4,
3/6/2002 as 15:10h

Estrutura de Volatilidade « PETR4 {03/06/2002, 15:10h, 10 Dlas)
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4 Conclusoes

Apresentarnos neste trabalho as bases tedricas para o aprecamento de
contratos de volatilidade do tipo swap de varidincia no mercado brasileiro.
Isto se traduz pela andlise dos valores de um indice de volatilidade implicita
que representa o valor justo, ou seja, o valor esperado da volatilidade a termo
que ird se realizar no mercado durante o tempo de vida da op¢do. A real-
izacio de um estudo econométrico aprofundado esbarra em alguns problemas
técnicos e praticos. Sao necessdrias séries temporais de pregos de mercado
absolutamente sincronos. Questdes ligadas & qualidade das informagdes de
taxas de juros e de prémios de opgdes efetivamente validos sdo fundamentais.
Traders e participantes de pregdo com conhecimento preciso das condigdes
de mercado teriam condigées de filtrar os dados, obtendo valores do indice
livres de quaisquer tipo de impurezas e imperfeigdes informacionais.
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A Apéndices

A.1 O Resultado de Breeden-Litzenberger: Probabilidades
Implicitas

Neste apéndice vamos apresentar o resultado devido & Breeden-Litzenberger
versando sobre a possibilidade de extrair dos pregos de opgoes liquidas ne-
gociadas pelo mercado em um instante de tempo a medida de probabilidade
ajustada, ao risco de Arrow-Debreu. Isto se torna importante para constru-
irmos um preditor de volatilidade puramente baseado em mercados liquidos
de opgdes.

O resultado de Breeden-Litzenberger considera apenas opgoes com um
vencimento fixo 7' > 0 e sintetiza, a partir dos pregos de um cspectro
continuo de opgdes liquidas, a medida de probabilidade de Arrow-Debreu
p(T,.), que, vigente na data futura T' > ¢, regula os possiveis pregos fu-
turos Sy do ativo base. Para determinarmos esta medida de probabilidade,
escrevemos o valor presente da opgio como um valor esperado, relativo &
medida de Arrow-Debreu, dos valores intrinsecos na data terminal:

c, T, K) = e " TDE[(Sr — K)*] (10)

Usando a densidade de probabilidade p(t, S, T, ) da medida de proba-
bilidade de Arrow-Debreu em relagio & medida de Lebesgue usual, podemos

€screver:

—+00
Ct, T, K) = T / (z — K)*p(t, 5, T, z)dz. (11)

—00
Usando o fato que somente os valores ¢ > K contribuem para a integral

acima, podemos derivar o valor da opgio em relagio & K e obter:

oc 0 [ _rr-p oo - K)p(t,S,T,x dm)
R Gy MR RS
-9 0 ([* K(tSf)d)
— —rid-t) - ’ :r7$ €T
= e K (/K (z )p

r(T-t) v ¢ — K)p(t,S, T, z)dz
1 9 e ¥
€ (/K 61(( ol 5,

!

(z — K)p(t,S,T, w)|m:K)

400
= —e (T / p(t,S, T, z)dx
K
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A.2 Reconstruindo a Volatilidade: A Férmula de Dupire

Apresentamos neste apéndice o resultado de 1994 devido a B. Dupire
(ID])versando sobre a reconstrugio da estrutura de volatilidade local a par-
tir dos precos de mercado de opgdes de compra e venda liquidas. Além
de clarificar a importancia da metodologia escolhida, permite também colo-
car em perspectiva o papel da liquidez na reconstrugao de um preditor de
variancia.

Vamos considerar um mercado mais rico em opgdes, que negocia opgoes
para qualquer vencimento 7' > 0 ¢ qualquer exercicio K. Neste caso, 0
resultado de Dupire afirma ser possivel determinar a estrutura completa de
volatilidade local que dé os pregos de mercado’as opgdes. A volatilidade
local ¢ a funcio o(t,S) que determina a dindmica de pregos do ativo base
de acordo com a férmula:

9 _ it +0(t,5)aW, o:RxR—R.

S
O resultado de Dupire afirma basicamente que existe apenas uma estrutura
de volatilidade local compativel com um mercado liquido de opcoes em todas
as maturidades e pregos de exercicio, quer dizer, a funcio de volatilidade
local em relagio a qual os pregos do modelo coincidem com 0S pregos de
mercado. Mais ainda, esta estrutura de volatilidade pode ser calculada
explicitamente a partir dos pregos das opgdes segundo a férmula:

ocC ac
T "T+TK?)7(

( ! ) 81K20?C |K=:x; (14)

Koggr

Observe que em um mercado sem oportunidades de arbitragem , os valores
de uma opgio de compra devem ser crescentes com relagio ao vencimento,
decrescentes em relagiio ao prego de exercicio e convexos nestes ltimos.
Isto significa que para opgdes com vencimento muito curto ou para opgoes
muito fora do dinheiro, a férmula acima exiba um comportamento andmalo.
Vamos derivar neste apéndice a férmula de Dupire. Procedendo como no
apéndice anterior, vamos escrever o prego da opgiio usando a medida de
Arrow-Debreu para tomarmos os valores esperados sobre os possiveis pregos
terminais do ativo base:

..'..
CUT,K) = eT-0 / P @—K)tp(t, S, T,z)ds  (15)
—00

00 :
= c-r(T—t)/ (113 - K)p(t,s, T, :I))d.’l? (16)
K
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O segundo termo é integrado semclhantemente ao primeiro:

[ e Ko @, optr, e =

K

_ /K e Oz(z — Ky (220 (T, 2)p(T, ))dz

+ (z - K)9,(z%a?p) :o
+00
- / 9,(2202(T, 2)p(T, x))dz

= —z%0*(T,2)p (T,a:)’;:oo
= K0T, K)p(T, K).

(20)

Subistituindo pelas equagdes (19) e (20) na férmula (18), obtemos final-
mente a seguinte expressio:

ac too
= - rC + -2-1{2 o AT, I{)g;g+r0+rl{e ’(T“)/ p(T,z)dz

-

348

1 8*C oC

— Tye.2
= KA K) g +h o

Isolando o termo com a estrutura de volatilidade, obtemos:

9 +rK %

2
o (T, .K) = -——-——5;5—‘ (21)
11{2()1(

Podemos finalmente enunciar o resultado de Dupire como segue:

Teorema A.1 (B. Dupire, 1994) Se um mercado sobre um ativo base
com dindmica de pregos do iipo:

51_35% — rdt +0(t,S)dW,, o:RXR-R
t

conseque encontrar pregos de equilibrio para quaisquer opgdes de compra
( ou venda ) para todo vencimento T e todo prego de exercicio K, entdo
existe wma dnica estrutura de volatilidade local compativel com o conjunto
de precos {C(K,T)} de opgdes negociados no mercado. Mais ainda, esta
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estrutura de volatilidade pode ser calculada explicitamente a partir dos pregos
das opgées segundo a férmula:

%%-i—rKg%

o(T,K) = T
§K2 g K=o
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A.3 Generalizando o Principio de Paridade Put-Call: Repli-
cagao Estatica de Opcoes

Vamos exibir neste apéndice uma relacio de natureza matematica que,
no contexto de derivativos, permite-nos generalizar o principio de paridade
entre opgdes de compra e venda ( put-call parity). Podemos entender esta
tltima relacio como a possibilidade de replicarmos uma posi¢io linear em
um ativo com prego S por uma carteira sintética consistindo de duas opgoes,
uma de compra e uma de venda. Mais geralmente, pode-se mostrar que
qualquer perfil ndo-linear pode ser replicado em um instante de tempo, dai o
nome de replicagao estética, por uma carteira sintética de opgdes de compra
e de venda e uma posi¢iio em numergrio.

Se f : R — R denota uma funcio real de classe C2, entdo para todo
nimero real S ¢ para todo valor §*, podemos escrever:

.
[8) = 8+ F(S)S -8+ /0 P - Sy K

400
+ f(K)K ~ SYtdK
S#

Quando imaginamos a fung¢do f como um pay-off terminal de uma opgao,
a férmula acima permite mostrar que uma posi¢do na opgio exdtica com
perfil £ pode ser replicada por meio de uma posigio em numerério (cash),
igual & f(S*), uma posicéo no ativo objeto S, representado pelo termo com
a derivada f/(S*) e por uma posicio em uma carteira de opgdes européias
com preco de exercicio z variando em um continuo de pregos de exercicio
[0,+00) hipotéticos. Estes ultimos termos reproduzem a convexidade do
perfil f através da quantidade f”(z) de opgbes com prego de exercicio  em
[0, +00).

A prova deste resultado é feita diretamente através de integragdes por
partes. De fato, usando o teorema fundamental do célculo, podemos escr-
ever, uma das duas seguintes f6rmulas para quaiquer valores de S ¢ S§™:

_[r8n =[5 f(z)ds, S< S
&)= {f(S*) + fg‘ f(z)dz, S>8*

Escrevendo de maneira unificada estas duas relagdes, temos que:

S S
F8) = 18" + Lisssny [ ['odo=lises [ e
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Usando novamente o teorema fundamental do cdlculo em cada uma das

integrais, temos que:

* s ] “ "
1(8) = 1(8")+ oo L S<.x) + [ 1K
~lses [ M@= [ )aK)an
Rearranjando os termos, obtemos: |
s s
f(8) = f(5")+ 1{S>S*}f/(5*)/s‘ dr - 1{s<s'}f'(5*)L* dz

S rz St pS*
+ Lgsose) /g /5 () dKdz + 1gsse) /S / UK dKdz
- »* x

J(S*) + Lisss1 S (S)S = §°) = Lis<s1 f'(S7)(S" = 5)
8 rx ‘ s+ p5
+ 1{S>S.}/ F/(K)dKdz + 1{S<S‘}/ / fY(K)dKdz
S+ JS* s Jz

’ S rz

= S8+ 1SN =8 FLiss [ [ )R
s s
+ 1{S<S‘}/ / f”(I()dI(d.’L‘
5 x
Trocando a ordem das integrais e integrando sobre a varidvel z:
S rz
1(8) = £(8") + F'(S*)(S - §*) + Lisss+) /S ’ /S (KK

S pS*
+ Ligese) /S (KK dz
x

Usando a definigéio da fungdio indicadora, obtemos finalmente a expresséo
descjada. Quando a fungdo f niio é duas vezes diferencidvel, como no caso de
um perfil de uma opgio curopéia de compra ou venda, é possivel mostrar que
a férmula continua vélida neste caso. Obtem-se assim a relacdo de paridade

put-call.
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