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RESUMO 

Este trabalho apresenta a solução das equações que regem o escoamento unidimensional não 
permanente em dutos sob pressão por meio do esquema numérico de McCormack. Este é um 
esquema amplamente empregado nos escoamentos transientes erh condutos livres. Os resultados 
obtidos com a aplicação do esquema de McCormack são comparados aos obtidos através do 
método das características. É verificada a adequação do esquema de McCormack na solução de 
transientes hidráulicos em condutos forçados. 

ABSTRACf 

This paper introduces the McCormack numerical scheme for the solution of the one­
dimensional unsteady pressurized flow equations. This is a scheme widely employed for solving 
open-channel transient flows.The results obtained with the application of the McCormack scheme 
are compared with those by the method of characteristics. Adequacy of the McCormack scheme in 
the solution of pressurized hydraulic transients is verified. 
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INTRODUÇÃO 

O método das características é a técnica mais difundida e empregada para a solução das 
equações que governam o escoamento unidimensional não permanente em dutos sob pressão. 
Estas equações formam um sistema de equações diferenciais parciais hiperbólicas quasi-lineares. 
Algumas razões da popularidade do método das características são (Almeida & Koelle, 1992): 

- a sua conceituação e fundamentação exprimem bem a natureza física real do escoamento 
transiente sob pressão; 
- facilidade de escrever e implementar um programa de computador por meio do uso de um 
esquema explícito; 
- historicamente é a técnica mais utilizada pelos usuários. 

Por outro lado, as equações que governam o escoamento unidimensional não permanente 
em condutos livres possuem a mesma natureza matemática das referentes aos condutos 
pressurizados. Na última década, alguns pesquizadores (Fennema & Chaudhry, 1986 ; Bhallarnudi 
& Chaudhry, 1991 ; Garcia-Navarro & Savirón, 1992; Garcia-Navarro et al., 1992) utilizaram o 
esquema explícito de McCormack para a solução numérica de transientes em canais. As principais 
características do esquema são: 

- acuracidade (espaço e tempo) de 2a ordem; 
- habilidade de manipular simultâneamente cálculos de escoamentos gradualmente variados bem 
como os rapidamente variados, contendo choques ou descontinuidades; 
-esquema do tipo preditor-corretor, de fácil utilização; 
-esquema cnnsistente e estável se a condição de Courant-Friendrich-Lewy (CFL) for satisfeita; 
- produz oscilações numéricas próximo às frentes de onda mais fugremes, como é comum aos 
esquemas de' ordem elevada, podendo ser atenuadas pela introdução de viscosidade artificial ou 
refinamento da malha x-t 

Este tnr.abalho trata da aplicação do esquema de McCormack na solução numérica das 
equações qllllie regem o escoamento não permanente em condutos forçados, e comparação dos 
resultados cr01m os obtidos pelo método clássico das características. 

EQUAÇÕlES BÁSICAS 

As equações simplificadas da continuidade e quantidade de movimento aplicáveis a 
escoamentos não permanentes são (Wylie & Streeter, 1978): 

v I + g H % + ( f I 2 D ) v IV I= o ( 2 ) 
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onde, H(x,t) é a carga piezométrica, V(x,t) é a velocidade media, g é a aceleração da gravidade, a 
é a celeridade, D é o diâmetro da tubulação, e f é o coeficiente de atrito de Darcy-Weisbach. É 
assumido que o termo de atrito pode ser aproximado pela fórmula de Darcy-Weisbach para regime 
permanente. 

Obs: Os têrmos que incluem um subscrito x ou t significam derivada parcial da variável H ou V em 
relação a x ou t. 

MÉTODO DAS CARACTERÍSTICAS 

Neste método, o par de equações diferenciais parciais é transformado em quatro equações 
diferenciais ordinárias, e em seguida discretizadas por um esquema explícito de diferenças finitas. 
Foi utilizada wna malha de discretização com intervalo de tempo especificado e possibilidade de 
interpolação espacial (ver Figura 1). Para a integração numérica do termo de fricção foi utilizado 
um esquema de 1 a ordem. 

t 

n+l 

n 

Ax 

p 

I\ y 1\" y 
A R c s B 

o L 

Figura 1. Rede computacional para o método das características com 
intervalo de tempo especificado. 

Por tratar-se de um método bastante conhecido, não serão aqm apresentadas as suas 
equações. Caso necessário, consultar Wylie & Streeter (1978). 

ESQUEMA DE McCORMACK 

Utilizou-se de uma expressão compacta do sistema formado pelas equações (1) e (2), da 
forma: 



" 

onde, 

au aF 
a-t+ ax= G 

Discretiza-se o domínio de integração, utilizando-se: 

e t"=nôt 

( 3 ) 

O esquema é baseado no seguinte procedimento de dois passos (McCormack, 1971 apud 
García-Navarro et. al., 1992): 

u p = u~ -À (F~ I - Fn) + ôt G ~ '1 ~ j ' ~ NS -1 
.1 J )+ J J 

(4) 

U~=U~-À(Ff-Ff_1 )+ôtGj .2~j~NS-1 (5) 

onde, p e c indicam, respectivamente, os passos preditor e correto~ 

1. = & I ô.x; 

Fj = F(U i); 

NS : seção situada na extremidade de jusante da tubulação . 

A solt1çi01 no próximo nível de tempo será 

u ~+l = !.cu p + u ~) 
J 2 J J 

(6) 

De forma explícita, teremos: 
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Desta forma, as variáveis calculadas são então modificadas segundo: 

a i = E i+0/2l ( U i+l - U i) - E i-OI2l ( U i - U i-l) ( 15) 

U;=U;+a; (16) 

Desde que os termos de viscosidade artificial são mais elevados que 2a ordem, a sua adição 
não reduz a ordem de acuracidade do esquema numérico. 

CONDIÇÕES DE CONTORNO 

O esquema de McCormack pode ser usado para avançar a solução numérica de um passo de 
tempo em relação ao tempo anterior para todos os pontos computacionais da malha, exceto para o 
primeiro e o último. Se uma das variáveis do escoamento é prescrita em uma dessas seções 
(contornos), a solução para a outra variável dependente é ainda necessária. Uma técnica disponível 
para a solução desse problema é o uso do método das características. 

A acurácia global do esquema de McCormack não é prejudicada se a ordem de acurácia das 
condições de contorno é uma a menos que a dos nós interiores (Chaudhry & Hussaini, 1987 apud 
Gharangik & Chaudhry, 1991). 

Neste trabalho, foram adotados dois contornos simples: escoamento por gravidade com 
resen atório de nível d'água constante à montante e válvula reguladora de vazão à jusante. Na 
válvula, a vazão é obtida através da equação de orifício. Definiu-se uma abertura adimensional da 
vá1vlllla como a razão entre a abertura em qualquer tempo e a abertura inicial (regime permanente). 
A lei. de fechamento da válvula é dada por (Wylie & Streeter, 1978): 

t = (1 - _r_) E .. 

te 
(17 ) 

onde~ te é o tempo de fechamento e Em é o expoente que traduz a taxa de fechamento da válvula 
em relação ao tempo. Para Em= 1, tem-se uma lei de manobra linear. 

CRff~:RIO DE ESTABILIDADE 

A condição imposta para estabilidade numérica é: 

Llx 
At=C-

n a (18) 

onde, Cn é o número de Courant e varia entre zero e um; 
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Para Cn = 1, não há interpolação espacial nas equações características, e, para Cn < 1, 
torna-se necessária a interpolação. 

Numa rede de tubulações, é necessário que o incremento de tempo seja igual para todos os 
tubos. Há três maneiras de satisfazer esta condição: forçar um pequeno ajuste nas celeridades 
calculadas, alterar os comprimentos dos tubos, ou utilizar o esquema com interpolações. No 
método das características, a interpolação espacial poderá introduzir um forte amortecimento 
numérico se Cn for muito inferior à unidade. De acordo com Almeida & Koelle (1992), o 
amortecimento numérico é uma função de Llx I L e Cn, e cada onda de pressão tenderá a viajar 
mais rápido com uma celeridade numérica a·= a I C

11
• Wylie e Streeter (1978) aconselham evitar 

interpolações sempre que possível. Se for indispensável, deverá ser usado um número elevado de 
trechos, de forma que o efeito das interpolações seja mínimo (Cn menor, mas próximo à unidade). 
O esquema de McCormack, por outro lado, utiliza da interpolação linear apenas nas equações 
características aplicadas aos contornos. Isto possibilita um amortecimento numérico da onda de 
pressão inferior àquele verificado no método das características. 

APLICAÇÕES 

EXEMPLO 1. Foi selecionado o sistema reservatório-válvula ensaiado por Lessa (1990). Este 
sistema é composto por um reservatório com nível constante à montante, uma tubulação em aço 
costurado (DN 4") e uma válvula de esfera à jusante. O regime transiente foi provocado pelo 
fechamento brusco da válvula. Alguns dados do sistema são: 

-comprimento da tubulação = 163,20 m; 
- vazão em regime permanente (medida) = 0,37 1/s; 
-diâmetro interno= 105,30 mm; 
-celeridade (medida)= 1306,00 m/s; 
- tempo de fechamento da válvula = 0,05 s; 
- desnível geométrico = 17,50 m; 
-lei linear de manobra da válvula; 
- posição inicial da esfera = 22,90. Esta posição, de acordo com a curva t x ~ levantada por Lessa 
(1990) e ap-resentada na Figura 2, corresponde a uma abertura inicial de 53,8 %. 
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Figura 2. Curva característica da válvula de esfera. Fonte: Lessa (1990) 
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- vazão em regime permanente = 112,32 1/s: 
- diâmetro nominal = 500 mm; 
-celeridade= 1154 m/s; 
-tempo de fechamento da válvula= 2,1 s; 
- desnível geométrico = 7 ,O m; 
-expoente da função de fechamento da válvula CEm)= 1,5; 
- abertura inicial da válvula = 100 %; 
- 2L/a = 1,04 s. 

Na ausência de interpolações, ou seja, Cn=1, os resultados obtidos pelos dois métodos 
foram praticamente idênticos. Ao decrescer o valor de Cn, ocorre um amortecimento numérico da 
onda, o que não corresponde à realidade física. Quanto maior for a interpolação, maior será o 
amortecimento numérico, que cresce com o tempo. A Figura 5 apresenta a variação de pressão na 
válvula para três valores do número de Courant. Verifica-se que o amortecimento numérico é bem 
maior para o método das características do que para o esquema de McCormack. Isto é devido ao 
fato do método das características requerer interpolações em todas as seções, internas e de 
contorno, enquanto que o esquema de McCormack, válido para as seções internas, não utiliza 
interpolações; estas são empregadas apenas nas equações características aplicadas às seções de 
contorno. 
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EXEMPLO 3. O esquema de McCormack produz oscilações numéricas próximo às frentes de 
onda mais íngremes. Estas oscilações crescem com o decorrer do transiente e podem ser 
atenuadas por meio da introdução de viscosidade artificial ou refmamento da malha x-t através do 
aumento do número de seções. 

Com o intuito de forçar a aparição das oscilações numéricas na solução obtida através do 
esquema de McCormack, adotou-se o sistema reservatório-válvula do exemplo anterior com as 
seguintes modificações: 

- comprimento da tubulação = 6000 m; 
-desnível geométrico= 50 m; 
- vazão em regime permanente = 254, 37 Vs; 
-tempo de fechamento da válvula= ls; 
- 2L/a = 10,38 s. 

A Figura 6 apresenta a variação da carga de pressão na válvula durante o transiente para 
ÂX = 1200m. O fechamento quase instantâneo da válvula fez aparecer oscilações na solução 
obtida pelo esquema de McCormack. Estas oscilações não aparecem na solução obtida pelo 
método das características. A introdução da viscosidade artificial suaviza as oscilações e conserva 
os valores máximos e mínimos próximos aos obtidos pelo método das características; entretanto, 
não preserva a forma original da onda. A utilização de um número maior de seções praticamente 
eliminou as oscilações, conforme mostra a Figura 7. A diferença entre os resultados provenientes 
dos dois métodos é quase imperceptível, tanto para a variação de pressão na válvula quanto para a 
envoltória de pressões. O refmamento da malha x-t aumenta o armazenamento e tempo de cálculo, 
além de mudar a localização da frente de onda. Esta mudança ocorre igualmente nas soluções 
obtidas pelos dois métodos numéricos utilizados. 

70 

350.00 

300 .00 

""'250 .00 

E 
..... 200.00 
11 
~ l$0 .00 
11 
o 100.00 

50.00 

0.00 

0 .00 5 .00 

Pressão na vólvula (O x= 1200 m ) 

10.00 

M c C orm ack a/viac . 
art. 

15 .00 20 .00 

Tempo(s) 

C aracteríaticaa 

25 .00 30 .00 

Figura 6. Ocorrência de oscilações numéricas (Llx = 1200m) 

35 .00 40.00 



350.00 

300.00 

Ê 250.00 

..... ll 200,00 

~ 150.00 

~ 100.00 

50,00 

350 

300 

30 

5.00 

Pressão na válvula ( Dx=315,8 m) 

10.00 15.00 20.00 25.00 30.00 Jli .OO 

Tempo (a) 

1--McCormock • • • • • Coroclerls ftcas 

E nvolt6rla de Pressões ( t= 10,38 s ) 

o ~--------~--------~--------~---------+---------+--------~ 
0,00 1000.00 2000.00 3000.00 

Dls!Oncla (m) 
4000.00 

1---McCormock • • • • • Corocferís ftcas 

5000.00 

Figura 7. Pressão na válvula e envoltória de pressões (& = 315,8m) 

CONOLOSÕES 

6000.00 

A adequação do método das características e esquema de McCormack usados na solução 
das equações unidimensionais do escoamento não permanente sob pressão foi estudada através de 
experimeintação numérica. Como contornos simples, foram utilizados um reservatório com nível 
constante à montante e uma válvula reguladora de vazão à jusante. Algumas conclusões tiradas 
deste experimento são listadas abaixo: 

- para transientes lentos, ou seja, com tempo de fechamento da válvula superior a 2L/a, as 
soluções provenientes dos dois métodos são praticamente idênticas; 
- para transientes muito rápidos, o esquema de McCormack produz oscilações numéricas na 
solução. Estas oscilações podem ser atenuadas pela introdução de viscosidade artificial ou pelo 
refmemento da malha x-t, que, para o exemplo estudado, mostrou-se mais eficiente; 
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- na presença de interpolações espaciais lineares ocorre uma atenuação da onda que não 
corresponde à realidade física. Esta atenuação é bem maior na solução por meio do método das 
características do que na solução pelo esquema de McCorrnack; 
- no que diz respeito ao tempo computacional, o esquema de McCorrnack requereu 18 % a mais 
do tempo necessário para processar o método das características. Quando utilizou-se da 
viscosidade artificial, esta percentagem aumentou para 37,5 %. 
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