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RESUMO

Este trabalho apresenta a solugdo das equagGes que regem o escoamento unidimensional ndo
permanente em dutos sob pressdo por meio do esquema numérico de McCormack. Este é um
esquema amplamente empregado nos escoamentos transientes ern condutos livres. Os resultados
obtidos com a aplicagdo do esquema de McCormack sdo comparados aos obtidos através do
método das caracterfsticas. E verificada a adequagio do esquema de McCormack na solugdo de
transientes hidrdulicos em condutos forgados.

ABSTRACT

This paper introduces the McCormack numerical scheme for the solution of the one-
dimensional unsteady pressurized flow equations. This is a scheme widely employed for solving
open-channel transient flows.The results obtained with the application of the McCormack scheme
are compared with those by the method of characteristics. Adequacy of the McCormack scheme in
the solution of pressurized hydraulic transients is verified.
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INTRODUCAO

O método das caracteristicas € a técnica mais difundida e empregada para a solugdo das
equagdes que governam o escoamento unidimensional ndo permanente em dutos sob pressio.
Estas equagdes formam um sistema de equagdes diferenciais parciais hiperbélicas quasi-lineares.
Algumas razdes da popularidade do método das caracteristicas sdo (Almeida & Koelle, 1992):

- a sua conceituagdo e fundamentagdo exprimem bem a natureza fisica real do escoamento
transiente sob pressao;

- facilidade de escrever e implementar um programa de computador por meio do uso de um
esquema explicito;
- historicamente € a técnica mais utilizada pelos usuérios.

Por outro lado, as equagdes que governam o escoamento unidimensional ndo permanente
em condutos livres possuem a mesma natureza matemdtica das referentes aos condutos
pressurizados. Na dltima década, alguns pesquizadores (Fennema & Chaudhry, 1986 ; Bhallamudi
& Chaudhry, 1991 ; Garcia-Navarro & Savirén, 1992 ; Garcia-Navarro et al., 1992) utilizaram o
esquema explicito de McCormack para a solugdo numérica de transientes em canais. As principais
caracteristicas do esquema sdo:

- acuracidade (espago e tempo) de 22 ordem;

- habilidade de manipular simultineamente célculos de escoamentos gradualmente variados bem
como os rapidamente variados, contendo choques ou descontinuidades;

- esquema do tipo preditor-corretor, de facil utilizagdo;

- esquema consistente e estdvel se a condi¢do de Courant-Friendrich-Lewy (CFL) for satisfeita;

- produz oscilagGes numéricas préximo as frentes de onda mais ingremes, como € comum aos
esquemas de ordem elevada, podendo ser atenuadas pela introdugdo de viscosidade artificial ou
refinamento da matha x-t.

Este trabalho trata da aplicagdo do esquema de McCormack na solugdo numérica das
equacOes que regem o escoamento ndo permanente em condutos forgcados, € comparagdo dos
resultados com os obtidos pelo método cldssico das caracteristicas.

EQUACOIES BASICAS

As eqguagdes simplificadas da continuidade e quantidade de movimento aplicdveis a
escoamentos nido permanentes s3o (Wylie & Streeter, 1978):

H,+(a*>/g)v,=0 (1)

V.+* g8 +(f 12D)YY ¥V ]l= 0 (2)
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onde, H(x,t) € a carga piezométrica, V(x,t) € a velocidade média, g € a aceleragio da gravidade, a
€ a celeridade, D € o didmetro da tubulagdo, e f € o coeficiente de atrito de Darcy-Weisbach. E

assumido que o termo de atrito pode ser aproximado pela férmula de Darcy-Weisbach para regime
permanente.

Obs: Os térmos que incluem um subscrito x ou t significam derivada parcial da varidvel H ou V em
relagdoaxout.

METODO DAS CARACTERISTICAS

Neste método, o par de equagGes diferenciais parciais € transformado em quatro equagdes
diferenciais ordindrias, e em seguida discretizadas por um esquema explicito de diferengas finitas.
Foi utilizada uma malha de discretizagdo com intervalo de tempo especificado e possibilidade de
interpolagdo espacial (ver Figura 1). Para a integra¢gdo numérica do termo de fric¢do foi utilizado
um esquema de 12 ordem.

t
‘;Ax a
n+1 ' s
o c' c G
n i
Al C s |B
JM
0 e L o

Figura 1. Rede computacional para o método das caracteristicas com
intervalo de tempo especificado.

Por tratar-se de um método bastante conhecido, ndo serdo aqui apresentadas as suas
equagdes. Caso necessario, consultar Wylie & Streeter (1978).

ESQUEMA DE McCORMACK

Utilizou-se de uma expressdo compacta do sistema formado pelas equagdes (1) e (2), da
forma:
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d U JdF
'_t'+ W:G (3)
onde, U=[v] : F:[(azg/Hg)V]

i, 0
G = [—fV|V|/2D ]
Discretiza-se o dominio de integragdo, utilizando-se:
x; = jAx e t" = nAt

O esquema € baseado no seguinte procedimento de dois passos (McCormack, 1971 apud
Garcia-Navarro et. al., 1992) :

JP=Ut -\ (F, ~F)+ArG" 1S jSNS-1  (4)

Us=U"-A(F' ~F2)+ArG? 2<j<NS-1 (5

F

onde, pe cindicam, respectivamente, os passos preditor e corretor,
k=At]Ax;
F, =F(U )

INS : se¢do situada na exiremidade de jusante da tubulagdo .

A soluga@o no préximo nivel de tempo serd

U}*‘=%(U}’+U§) (6)

De forma explicita, teremos:
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Hi=H,~L{a*lg)(V: -V (7)

J Jj+l J

O s R S E R O e (8)
S S e P ) (9)

Ve SV = R CHf = L = A 20D e W o (10 )
H!""=05(H!+H?) Vit =05 +V ) (11)

Viscosidade Artificial

Nos casos de simulagio de transientes onde ocorreram oscilagdes numéricas produzidas pelo
esquema, foi introduzida uma viscosidade artificial. Para este propdsito foi adotado o
procedimento desenvolvido por Jameson et al. (1981), e apresentado por Gharangik & Chaudhry
(1991). :

Os valores das varidveis no final do passo de tempo calculados pelo esquema de
McCormack sdo modificados de acordo com o seguinte algoritmo:

oo EH S S ) o
" VH L+ 12H 1+1H |

At
ej_“,z)=k-5—x—ma.x (vi_,,vj) (13)

Ar
€ iias2y) = k —— mdx (vj“,vj) (14 )

Ax

onde , ké o coeficiente de dissipagdo

O coeficiente k ¢ usado para regular a quantidade de dissipagdo, e deve ser escolhido o -
menor valor possivel, mas que aplaine as oscilagdes de alta frequéncia.
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Desta forma, as varidveis calculadas sdo entido modificadas segundo:

a;= Emuz)(U;‘H ‘Ui)'ej-um(Uj ‘Uj—l) (15)
U,=U;+aqa; (16)

Desde que os termos de viscosidade artificial sdo mais elevados que 22 ordem, a sua adi¢do
ndo reduz a ordem de acuracidade do esquema numérico.

CONDICOES DE CONTORNO

O esquema de McCormack pode ser usado para avangar a solugdo numérica de um passo de
tempo em relagio ao tempo anterior para todos os pontos computacionais da malha, exceto para o
primeiro € o dltimo. Se uma das varidveis do escoamento é prescrita em uma dessas segdes
(contornos), a solugdo para a outra varidvel dependente € ainda necessdria. Uma técnica disponivel
para a solugao desse problema € o uso do método das caracteristicas.

A acurdcia global do esquema de McCormack ndo € prejudicada se a ordem de acurdcia das

condigdes de contorno € uma a menos que a dos nds interiores (Chaudhry & Hussaini, 1987 apud
Gharangik & Chaudhry, 1991).

Neste trabalho, foram adotados dois contornos simples: escoamento por gravidade com
reservatério de nivel d'dgua constante 3 montante e vélvula reguladora de vazdo a jusante. Na
vélvula, a vazdo € obtida através da equagdo de orificio. Definiu-se uma abertura adimensional da
vélvula como a razio entre a abertura em qualquer tempo e a abertura inicial (regime permanente).
A lei de fechamento da vélvula é dada por (Wylie & Streeter, 1978):

Tz“‘:_)E" (17 )

c

onde, t; € o tempo de fechamento e E, € 0 expoente que traduz a taxa de fechamento da vélvula
em relagdo ao tempo. Para Eqy = 1, tem-se uma lei de manobra linear.

CRITERIO DE ESTABILIDADE

A condig¢do imposta para estabilidade numérica é:

dr=C (18)
a -

onde, Cp, € o niimero de Courant e varia entre zero e um;
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Para C;; = 1, ndo hd interpolagdo espacial nas equagdes caracterfsticas, e, para C, < 1,
torna-se necesséria a interpolagdo.

Numa rede de tubulages, € necessdrio que o incremento de tempo seja igual para todos os
tubos. H4 trés maneiras de satisfazer esta condigdo: forgar um pequeno ajuste nas celeridades
calculadas, alterar os comprimentos dos tubos, ou utilizar o esquema com interpolagdes. No
método das caracteristicas, a interpolagdo espacial poderd introduzir um forte amortecimento
numérico se Cp for muito inferior & unidade. De acordo com Almeida & Koelle (1992), o
amortecimento numérico € uma fungdo de Ax/L e Cp, e cada onda de pressdo tenderd a viajar
mais rdpido com uma celeridade numérica a’ =a/ C,. Wylie e Streeter (1978) aconselham evitar
interpolagdes sempre que possivel. Se for indispensdvel, deverd ser usado um nimero elevado de
trechos, de forma que o efeito das interpolagdes seja minimo (C, menor, mas préximo a unidade).
O esquema de McCormack, por outro lado, utiliza da interpolagdo linear apenas nas equagoes

caracteristicas aplicadas aos contornos. Isto possibilita um amortecimento numérico da onda de
pressdo inferior aquele verificado no método das caracteristicas.

APLICACOES

EXEMPLO 1. Foi selecionado o sistema reservatério-vdlvula ensaiado por Lessa (1990). Este
sistema é composto por um reservatério com nivel constante a3 montante, uma tubulagdo em ago

costurado (DN 4") e uma vélvula de esfera 2 jusante. O regime transiente foi provocado pelo
fechamento brusco da vdlvula. Alguns dados do sistema sdo:

- comprimento da tubulagdo = 163,20 m;

- vazdo em regime permanente (medida) = 0,37 I/s;
- didmetro interno = 105,30 mm;

- celeridade (medida) = 1306,00 m/s;

- tempo de fechamento da vdlvula = 0,05 s;

- desnivel geométrico = 17,50 m;

- lei linear de manobra da vélvula;

- posigio inicial da esfera = 22,99. Esta posigdo, de acordo com a curva T [} levantada por Lessa
(1990) e apresentada na Figura 2, corresponde a uma abertura inicial de 53,8 %.

1D dg = = & = & = = @ @ = @ @ @ B & @ @ @ = o @ @ @ « « @ - e - e .= ==
I

0 [
OB 4 = = «a N\ = = = = © = =« =« @a = =« =« = « = = = = = = =« « = =« © = = = = & = = = =

020 4 = = = = = = = | R RS St o R TRT| SCR R T LT A T R

0.00 20.00 40.00 60.00 80.00 100.00
BET A (graus)

Figura 2. Curva caracteristica da vélvula de esfera. Fonte: Lessa (1990)
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A Figura 3 mostra os valores experimentais e simulados obtidos por Lessa (1990). A
simulagdo foi efetuada através do método das caracteristicas, que forneceu uma boa concordéncia
entre os resultados numéricos e experimentais.

30.00

BS00 o arin

2000l ...} .47

15.001..

Carga de pressdo (mca)

10.00 i e ¥
0.0 0.4 0.7 1.1 14 1.8
Tempo (s)
— Simulado <. Experimental

Figura 3. Histdrico de carga de pressdo simulada e registrada. Fonte: Lessa (1990)

O sistema reservatério-vdlvula acima descrito foi simulado por meio do esquema de
McCormack. As diferengas entre os resultados obtidos através do método das caracteristicas e do
esquema de McCormack sio despreziveis, conforme ilustra a Figura 4.

Corga na vaivula

SONE ISsise s S s = (s e e R s B e R Grill=- e (= T L e i
gL S ik s ST A el B S E RO
E | — ! : R
= / ' ' ' ' 3 ]
Al it e
e 1 [ ! [ [} 0 [
015 ....... .. _i _____ \TI e ! b o ey _;_ abia s _\_ = = e
s Vel Hp T T P o :

10 + ¢ - + 4
000 0.40 0.80 1,20 1.60 2.00

¥ empo (s)

Figura 4. Simulagdes do sistema reservatorio-valvula ensaiado por
Lessa (1990)

EXEMPLO 2. Esta aplica¢io tem o propésito de verificar o comportamento do método das
caracteristicas e esquema de McCormack na presenga de interpolagdes. Foi utilizado um sistema
reservatdrio-vélvula com as seguintes caracteristicas:

- comprimento da tubulagio = 600,00 m;
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- vazdo em regime permanente = 112,32 I/s;

- didmetro nominal = 500 mm;

- celeridade = 1154 my/s;

- tempo de fechamento da vélvula = 2,1 s;

- desnivel geométrico = 7,0 m;

- expoente da fung¢do de fechamento da vélvula (E) = 1,5;
- abertura inicial da vélvula = 100 %;

-2L/a=1,04s.

Na aus€ncia de interpolagdes, ou seja, Cn=1, os resultados obtidos pelos dois métodos

foram praticamente idénticos. Ao decrescer o valor de Cn, ocorre um amortecimento numérico da

onda, o que ndo corresponde a realidade fisica. Quanto maior for a interpolagdo, maior serd o
amortecimento numérico, que cresce com o tempo. A Figura 5 apresenta a variagdo de pressdo na

vélvula para trés valores do nimero de Courant. Verifica-se que o amortecimento numérico € bem

maior para o método das caracteristicas do que para o esquema de McCormack. Isto € devido ao
fato do método das caracteristicas requerer interpolagdes em todas as segdes, internas e de

contorno, enquanto que o esquema de McCormack, vdlido para as se¢des internas, ndo utiliza

interpolagdes; estas sdo empregadas apenas nas equagdes caracteristicas aplicadas as segOes de

contorno.
Método das Caracteristicas
Cn = 1,00
185.000 Cn =075
175.000
~ o
168.000
g § ok ‘
g 155.000 - 7 N W A '
g S A N N
§ 145000 1 3t o 4 ) \
o 135.000 4 Nk
‘ Cn = 0,50
125.000 4
115.000 ; + + + + 4
000 200 400 6.00 8.00 10.00 12.00 14.00 16.00
T empo (s)
E squema de McCormack
Cn = 1,00
185.000 + f\ / Cn =075
175.000 + i & \
-~ . [ 2 i
165000 + \ 3 s
£
P 155.000 +
o v
B 145000 +
v 135000 +
125.000 + \e
115.000

0.00 2,00 400 6.00 8.00 10.00 12,00 14.00 16.00
T empo (s)

Figura 5. Verificacdo da Influéncia da interpolacao
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EXEMPLO 3. O esquema de McCormack produz oscilagdes numéricas préximo as frentes de
onda mais ingremes. Estas oscilagdes crescem com o decorrer do transiente e podem ser

atenuadas por meio da introdugdo de viscosidade artificial ou refinamento da malha x-t através do
aumento do nimero de segdes.

Com o intuito de forgar a apari¢do das oscilagdes numéricas na solugdo obtida através do

esquema de McCormack, adotou-se o sistema reservat6rio-védlvula do exemplo anterior com as
seguintes modificagdes:

- comprimento da tubulagdo = 6000 m;

- desnivel geométrico = 50 m;

- vazdo em regime permanente = 254, 37 I/s;
- tempo de fechamento da vélvula = 1s;
-2L/a=10,38s.

A Figura 6 apresenta a variagdo da carga de pressdo na vélvula durante o transiente para
Ax=1200m. O fechamento quase instantineo da vélvula fez aparecer oscilagdes na solugio
obtida pelo esquema de McCormack. Estas oscilagdes ndo aparecem na solugdo obtida pelo
método das caracteristicas. A introdugdo da viscosidade artificial suaviza as oscilagGes € conserva
os valores mdximos e minimos préximos aos obtidos pelo método das caracteristicas; entretanto,
ndo preserva a forma original da onda. A utilizagdo de um nimero maior de se¢des praticamente
eliminou as oscilagdes, conforme mostra a Figura 7. A diferenga entre os resultados provenientes
dos dois métodos € quase imperceptivel, tanto para a variagdo de pressdo na vdlvula quanto para a
envoltéria de pressdes. O refinamento da malha x-t aumenta o armazenamento ¢ tempo de cdlculo,
além de mudar a localizagdo da frente de onda. Esta mudanga ocorre igualmente nas solugdes
obtidas pelos dois métodos numéricos utilizados.

Pressdo na vdlvula (Dx=1200 m )

350.00 T

McCormack s/visc. Caracteristicas
art.
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Figura 6. Ocorréncia de oscilagdes numéricas (Ax =1200m)
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Pressdo na va@lvula (Dx=315,8 m )
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Figura 7. Pressao na vélvula e envoltdria de pressoes (Ax =315,8m)

CONCILUSOES

A adequacdo do método das caracteristicas e esquema de McCormack usados na solugdo
das equagdes unidimensionais do escoamento ndo permanente sob pressdo foi estudada através de
experimentagdo numérica. Como contornos simples, foram utilizados um reservatério com nivel

constante 2 montante e uma vélvula reguladora de vazdo a jusante. Algumas conclusOes tiradas
deste experimento sdo listadas abaixo:

- para transientes lentos, ou seja, com tempo de fechamento da vélvula supcrior a 2L/a, as
solugdes provenientes dos dois métodos sdo praticamente idénticas;

- para transientes muito rdpidos, o esquema de McCormack produz oscilagdbes numéricas na
solugd@o. Estas oscilagdes podem ser atenuadas pela introdug@o de viscosidade artificial ou pelo
refinemento da malha x-t, que, para o exemplo estudado, mostrou-se mais eficiente;
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- na presenga de interpolagbes espaciais lineares ocorre uma atenuagdo da onda que ndo
corresponde a realidade fisica. Esta atenuagdo é bem maior na solugdo por meio do método das
caracteristicas do que na solugdo pelo esquema de McCormack;

- no que diz respeito ao tempo computacional, o esquema de McCormack requereu 18 % a mais

do tempo necessdrio para processar o método das caracteristicas. Quando utilizou-se da
viscosidade artificial, esta percentagem aumentou para 37,5 %.
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