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Capitulo 1

Construcoes Elementares

1.1 Introducao

Citando a introducao do Livro Construgoes Geométricas do Prof. Eduardo Wagner (Proj. IMPA /VITAE),
as construcoes geométricas ja haviam sido consideradas no século V a.C. .

A palavra nidmero era usada somente para os inteiros e uma fragao (ou nimero racional) era vista
como a razao entre dois nimeros inteiros.

A nogao de nimero real estava ainda longe de ser concebida.

Nos problemas, as grandezas que apareciam, em vez de serem associadas a numeros, eram vistas
como medidas de segmentos de reta.

Com isto, muitos problemas poderiam ser resolvidos geometricamente (mesmo que nao se conhece
o valor do mesmo do ponto de vista numérico), ou seja, resolver uma equacao poderia estar associada
a idéia de construir a solucao.

Como motivagao o autor considera o seguinte exemplo:

Exemplo 1.1.1 Encontrar uma solugao x da equagao ax = be, onde a,b, c sao valores conhecidos (ou
seja, medidas de segmentos de retas dados, com a # 0).

Resolucgao:

Um modo como essa equagao poderia ser resolvida era encara-la da seguinte forma: tentar encontrar
a altura, de comprimento x, de um retangulo de base de comprimento a que tivesse a mesma area de
um retangulo com altura de comprimento b e base de comprimento c.

Para tanto agia-se da seguinte forma:

1°: Constroi-se, geometricamente, o retangulo JOBDA (veja figura abaixo) de tal modo que

OA=a e OB=hb.

2°: Sobre o lado OA encontra-se o ponto C' de tal modo que (veja figura abaixo)

oC =c.



3°:

4.

5.
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Observemos que caso ¢ > a entdo o ponto C' estard no prolongamento do lado OA .

Traga-se a reta paralela a reta que contém lado OB que passa pelo ponto C.

Esta reta encontrard a diagonal (ou o prolongamento da mesma) OD do retangulo JOBDA
no ponto P e também encontrard o lado BD do retangulo JOBDA no ponto E (veja figura
abaixo).

Traca-se por P a reta paralela a reta que contém o lado OA.

Esta encontrara os lados OB e AD, do retangulo JOADB, nos pontos X e Y, respectivamente
(veja figura abaixo).

B D
P

X 4o R Y

o A
c

A solucao da nossa equacao sera
x=0X.

Para demonstrar isso observemos que:

1.

— > > > >

Como, por construgao, as retas OA e XY, OB e CE, CE e AD sao paralelas segue que os
triangulos AODA, AOBD sao congruentes (caso LL L comum); os tridngulos AOPC, AOX P
sao congruentes (caso LL L comum) e os triangulos APDY, APED também sao congruentes
(caso LL L comum).

Portanto, dois a dois, eles tém mesma area.
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2. Temos que
Area(AOBD) = Area(AODA).

Assim
Area(AOBD) = Area(AOX P) + Area(0X BEP) + Area(APED)
Area(AODA) = Area(AOPC) + Area(OCPY A) + Area(APDY).
Mas
Area(AOPC) = Area(AOXP);
Area(APDY) = Area(APED)
logo

Area(0XBEP) = Area(CPY A).
Logo os retangulos [IXBEP e JCPY A tém mesma area.

3. Temos também que

Area(JOBEC) = Area(AOPC) 4 Area(AOX P) + Area(JX BEP)

Areal AOPE)ZAreal A0XP)] 2Area(AOPC) + Area(0X BEP)

[Area(XBEP)=Area(HOPY 4) 2Area(AOCP) + Area(DC’PYA)

i =il Area(AOCP) + Area(AOX P) + Area(JCPY A)

= Area(JOXY A).
Logo os retangulos HOBEC e JOXY A tém mesma area, ou seja,

OC.OB =0A.0X istoé, bc=ax.

Assim encontramos, geometricamente, a solugao x para nossa equacao!

1.2 Perpendiculares

Problema 1.2.1 Dados uma reta r e um ponto P encontrar, geometricamente, a reta perpendicular
a reta r que contém pelo ponto P.

1.2.1 O ponto P nao pertence a reta r:

Como encontrar, geometricamente, a reta perpendicular a uma reta r dada por um ponto P que nao
pertence a reta r?
Uma construcao possivel seria:

1. Centrando o compasso no ponto P, com uma abertura maior que a distancia do ponto P a reta
r, tracemos uma circunferéncia, C;, que interceptard a reta r nos pontos, distintos, A e B (ver
figura abaixo);
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2. Centrando o compasso no ponto A, com a abertura AP, tracemos a circunferéncias, Cy e cen-
trando o compasso no ponto B, com a abertura AP, tracemos a circunferéncias Cs.

Com isto temos que as circunferéncias Co e C3 se interceptam nos pontos P e @ (ver figura
abaixo);

3. A reta que contém os pontos P e @) é a reta perpendicular a reta r e que contém o ponto P (ver
figura abaixo).

Para mostrar que isto é verdade, seja C' o ponto de interseccao da reta r com a reta que contém
Peq.
Observemos que (veja figura abaixo):
APBQ = APQA (LLL comum) = CPB = APC.
AAPC = ACPB (LAL comum) = AC =CB e PCA = BCP.

PCA=BCP
=

Como@—l—ﬁ:w P/C?l:g
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Portanto a retas r e a reta que contém os pontos P e () sao perpendiculares, como queriamos
mostrar.

Observagao 1.2.1 Na verdade acabamos de provar que as diagonais do losango QAPBQ cruzam-se

perpendicularmente, pois
7r

5= PCA=BCP=ACQ = QCB,
e nos seus respectivos pontos médios, pois ,

AC=CB e CP=QC.

1.2.2 O ponto P pertence a reta r:

Como encontrar, geometricamente, a reta perpendicular a uma reta r dada por um ponto P que
pertence a reta r?
Uma construcao possivel seria:

1. Centrando o compasso no ponto P, com uma abertura qualquer tracemos uma circunferéncia,
C1, que intercepta a reta r nos pontos A e B;

2. Centrando o compasso no ponto A, com a abertura AB (poderiamos ter escolhido qualquer
abertura maior que AP), tracemos a circunferéncia Cy e centrando o compasso no ponto B, com
a abertura AB (ou a mesma escolhida anteriormente), tracemos a circunferéncia Cs.

Com isto temos que as circunferéncia Co e Cs3 se interceptam no ponto @ (e no ponto R);
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3. A reta que contém os pontos P e () é a reta perpendicular a reta r e que passa pelo ponto P
(veja figura abaixo).

Para mostrarmos que isto é verdade, observemos que o quadrildtero 0 AQBR é um losango (pois
seus lados tém mesma medida que é igual ao raio da circunferéncia Cy ou Cs - ver figura abaixo).

Logo suas diagonais cruzam-se perpendicularmente, isto é, a reta r e a reta que contém os pontos
Q e R sdo perpendiculares e a segunda contém o ponto P (que serd o ponto médio do segmento AB
e do segmento RQ).

1.3 Mediatriz

Definigao 1.3.1 Se A e B sao pontos distintos.
A Mediatriz do segmento AB € o lugar geométrico dos pontos do plano que sdo equidistantes do
ponto A e do pomto B.
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Problema 1.3.1 Encontrar, geometricamente, a mediatriz do segmento AB.

Resolugao:
Uma construcgao possivel seria:

1. Centrando o compasso nos pontos A, com a abertura AB, tracemos a circunferéncia Cy e cen-

trando o compasso nos pontos B, com a abertura AB (bastaria ser maior que 7), tracemos a

circunferéncia Cs.

As circunferéncias C; e Ca se interceptarao nos pontos P e ) (ver figura abaixo);

2. Afirmamos que a reta que contém P e @ é a mediatriz do segmento AB.

Mostremos que a afirmacado acima é verdadeira.

Para isto observemos que o quadrilatero 0 APB(@ é um losango (pois seus lados tém mesma medida
que ¢é igual ao raio da circunferéncia C; ou Co, a saber AP - veja figura abaixo).

Logo suas diagonais cruzam-se perpendicularmente nos seus pontos médios, isto é, os pontos P e
() estao na mediatriz.

Falta mostrar que todo ponto da reta que contém os pontos P e @) sdo equidistantes dos pontos A
e B.

Isso sera deixado como exercicio para o leitor (a seguir)

Exercicio 1.3.1 Mostrar a afirmacgao acima.
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1.4 Paralelas

Problema 1.4.1 Encontrar, geometricamente, a reta paralela a uma reta r dada que passa pelo ponto

P, que nao pertence a reta r.

Resolugao:
Daremos trés possibilidades para a construgao:

1.4.1 1.a construcao da paralela

1. Centrando o compasso no ponto P escolha uma abertura PA de tal modo que a circunferéncia
C1 obtida intercepte a reta r em um ponto A (no caso de obter dois pontos; escolha um deles);

S

\\/A
2. Centrando o compasso no ponto A, com a abertura anterior, tracemos a circunferéncia Cy que
intercepterd a reta r em um ponto B (na verdade obteremos dois pontos; escolha um deles);

3. Centrando o compasso no ponto B, com a abertura anterior, tracemos a circunferéncia C3 que
intercepterd a circunferéncia C; em um ponto ) que estd no mesmo semi-plano determinado pela
reta r que contém o ponto P (na verdade também interceptard a reta r no ponto A);
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4. Afirmamos que a reta que contém os pontos P e () é uma reta paralela a reta r (e contém o
ponto P).

S

A Y )

Mostremos que a afirmacao acima é verdadeira.

Para isto, observemos que quadrildtero Q PABQ é um losango (pois seus lados tém mesma medida
que ¢ igual ao raio da circunferéncia - ver figura abaixo).

Logo seus lados adjacentes sao paralelos o que mostra que a reta r e a reta que contém os pontos
P e () sao paralelas.

Observagao 1.4.1 Uma outra demonstragdo seria:
Consideremos D o outro de intersecgcao da reta r com a circunferéncia Co (veja figura abaixo).

Observemos que o triangulo APAB € iséceles (pois os lados PA e AB tém mesma medida e sdo
iguais a medida do raio da circunferéncia Ca).
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Assim BPA = ABP. -
Os triangulos APAB e APBQ sdo congruentes (LL L comum) logo BPA = QPB.
Do triangulo APAB, temos que

BPA+ABP+PAB =« PSP 2 EPA L PAB -1 (1.1)
Por outro lado,
() [BPA=t QPB]

DAP+PAB=r '= DAP=2BPA BPA+ QPB = QPA.

Conclusio: DAP = @
Portanto as retas r e que contém os pontos P e @ sdo paralelas (pois a reta que contém os pontos
A e P tem dngulos alternos internos iguais).

1.4.2 2.a construcao da paralela

1. Escolha um ponto O sobre a reta r que nao esteja na reta perpendicular a reta r que contém o
ponto P (veja figura abaixo);

2. Centrando o compasso no ponto O tracemos a semi-circunferéncia, C1, que passa pelo ponto P
(ou seja seu raio serd OP) e estd contida no semi-plano determinado pela reta r que contém P.

Ela intercepta a reta r nos pontos A e B (ver figura abixo);

3. Centrando o compasso no ponto B tracemos a circunferéncia, Co, com abertuta igual a AP, que
intercepterd a semi-circunferéncia C; em um ponto @ (figura abaixo);
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4. A reta que contém os pontos P e () é uma reta paralela a reta r (e contém o ponto P) (figura

abaixo).

Mostremos que realmente a reta encontrada é a reta paralela a reta r que contém o ponto P.
Observemos que os triangulos AOAP, AOQB e AOPQ sao iséceles logo (figura abaixo)

OAP = APO, QBO=0QB e OPQ=PQO.

Além disso os triangulos AOAP, AOQB sao congruentes (caso LLL), logo POA = B/O\Q
Do triangulo AOPQ temos

7 =O0PQ + QOP + PQO = 20PQ + QOP.

Mas
7 = POA +QOP + BOQ = 2POA + QOP.
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Logo POA = @, mostrando que as retas r e a que contém os pontos P e ) sdo paralelas (sao

angulos alternos internos).
O

1.4.3 3.a construcao da paralela
1. Tracemos a reta perpendicular, s, a reta r que contém o ponto P (como na se¢ao (1.2));
2. Tracemos a reta perpendicular, ¢, a reta s que contém o ponto P (como na sec¢ao (1.2));

4. A reta t que contém os pontos P é a reta paralela a reta r (e contém o ponto P).

A figura abaixo ilustra a situagao.

A demonstracao, neste caso, é muito simples visto que a reta ¢ (que contém o ponto P) e a reta r
sao perpendiculares a reta s logo devem ser paralelas.

1.5 Bissetriz

Lembremos que a Bissetriz de um angulo BOA ¢ o lugar geométrico dos pontos do plano que sao
equidistantes dos lados OA e OB do angulo dado.

Como tragar a reta bissetriz do angulo BOA?

Uma construgao possivel seria:

1. Centrando o compasso no ponto O, com uma abertura qualquer, tracemos uma circunferéncia
que intercepta os lados OA e OB do angulo nos pontos X e Y (figura abaixo);

2. Centrando o compasso nos pontos X e Y, com abertura anterior, tracemos as circunferéncias
que se interceptam no ponto C' (e no ponto O) (figura abaixo);
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Vay,

3. A semi-reta que contém O e C é a bissetriz do angulo BOA (figura abaixo).

A seguir exibiremos a demonstragao que a construcao acima nos fornece, realmente, a bissetriz do
angulo BOA. -

Observemos que os triangulos AOXC' e AOCY sao congruentes (LLL comum) assim COX = COY
(figura abaixo).




18 CAPITULO 1. CONSTRUCOES ELEMENTARES

Consideremos as retas perpendiculares aos lados OA e OB que passam pelo ponto C, que inter-
ceptardo os mesmos nos pontos D e F, respectivamente (figura abaixo).

Os triangulos AODC e AOCE sao congruentes (L comum AA oposto ao lado comum, que é reto))

logo CD = CE mostrando que o ponto C esta na bissetriz do angulo BOA.
Falta mostrar quw) ponto da semi-reta que contém os pontos O e C é equidistante dos lados
OA e OB do angulo BOA. Isso serd deixado como exercicio (a seguir) para o leitor.
O

— e
Exercicio 1.5.1 Mostre que a semi-reta OC € a bissetriz do angulo BOA.

1.6 Arco Capaz

Consideremos os pontos A e B, distintos, de uma circunferéncia C de centro no ponto O.

M

Afirmamos que para todo ponto M sobre um dos arcos da circunferéncia C determinados pelos
pontos A e B o angulo § = AM B é constante.
De fato, observemos que (veja figura abaixo):

AOAM é um triangulo iséceles = a = OAM = AMO
AAOB é um triangulo iséceles = g = BAO = OBA
ABOM é um tridngulo iséceles = v = MBO = OMB.

Notemos que o
0 =AMO +OMB = a+7.
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M
A B
Do triangulo AAOB temos que
7= BAO + AOB + OBA = 23 + AOB (1.2)

Do triangulo AAM B temos que

m=AMB+ MBA+ BAM = (a+7) + (v + 8) + (B + @)

=2[(a+~)+ 4] 2= 99 4 98 (1.3)

Comparando () com (I3) teremos que

28+ AOB = 7 = 20 + 28,

. —_ . . 7’
ou seja, 20 = AOB o que implicara
—_—
AOB
= 72 B
, ou seja, o angulo # sera constante, como queriamos demonstrar.

0

Definigao 1.6.1 O arco AMB serd demominado arco capaz do angulo 0 = AMB sobre o seg-
mento AB.

Observagao 1.6.1

1. Podemos concluir que um observador que anda sobre o arco determinado pelos pontos A e B da
circunferéncia C (o arco capaz) vé o segmento AB sempre sob um mesmo angulo (o angulo 0).

2. Se um ponto N/e(ici sobre o outro arco da circunferéncia C determinado pelos pontos A e B
entdo o angulo BN A também serd constante e, além disso, serd igual a m — 6.

M

De fato, sabemos que o angulo A0B = 20 ¢ que o angulo 2BNA ¢ igual ao suplementar do

angulo AOB (pelo arco capaz ANB), ou seja,

21?]\?1:%—29, ou ainde BNA=rm—0.
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3. Um caso particular importante € quando o segmento AB € o diametro da circunferéncia. Neste

— T
caso temos que o angulo AMB = 5 OU seja, o triangulo AAM B € retingulo no vértice M.

Com isto acabamos de demonstrar que uma triangulo que tenha como um de seus lados o diagmetro
de uma circunferéncia e o outro vértice sobre um dos arcos da semi-circunferéncia deverd ser
um triangulo retangulo e o angulo reto corresponderd ao oposto ao lado que é o diametro da
circinferéncia (na figura abaizo o angulo M ).

. . . ~ P A ™
4. Devido ao fato acima, uma semi-circunferéncia serd chamada de arco capaz do angulo 5"

Nosso objetivo é construir, geometricamente, o arco capaz de um angulo dado.
Para isto precisamos saber como transportar, geometricamente, angulos.

1.6.1 Transporte de angulos

Consideremos um angulo 8 com vértice em V e dois pontﬁﬂstintos A, B dados.
Queremos encontrar um ponto X de tal modo que o BAX = 6.

Neste caso agiremos da seguinte forma:

1. Tragcamos uma circunferéncia C centrada no ponto V com raio qualquer, que determinard os
pontos P e @ sobre os lados do angulo € (figura abaixo);
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2. Tragamos uma circunferéncia C’ centrada no ponto A com o mesmo raio da circunferéncia C do
item 1., que determinard o ponto P’ sobre a semi-reta determinada pelos pontos A e B que tem
como extremo o ponto A (figura abaixo);

3. Tragamos por B uma circunferéncia centrada no ponto P’ com o raio igual a PQ que interceptara
a circunferéncia C’ do item 2. no ponto @’ (na verdade temos um outro ponto que poderia ser
escolhido) (figura abaixo).

0.

Para mostrar isto, observemos que, por construcao, os triangulos APV Q e AP’ AQ' sao conguentes
(caso LLL), em particular, teremos P’AQ’ = PV @, com queriamos demonstrar.
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1.6.2 Construcao do arco capaz

A seguir faremos a construcao do arco capaz do angulo 6 associado ao segmento AB dados.

1. Suponhamos que o ponto X seja de tal modo que XAB =0 (aqui usamos o transporte do angulo
0 - veja figura abaixo).

A B

2. Tracemos a mediatriz do segmento AB que encontra o segmento AB no seu ponto médio C' (veja

figura abaixo).
\ u

3. Tracemos a reta perpendicular a reta que contém os pontos A e X pelo ponto A.

Esta encontrara a mediatriz do item 2. no ponto O que afirmamos ser o centro do arco capaz
do segmento AB (veja figura abaixo).
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4. O arco capaz do angulo 6 associado ao segmento AB sera o arco da circunferéncia de centro

em O e raio OA situado no semi-plano oposto ao ponto X relativamente & reta que contém os
pontos A e B (isto é. a = 6 - veia fieura abaixo).

Mostremos que realmente o = 6, ou seja, o arco de circunferéncia obtido acima é o arco capaz do
angulo 0 associado ao segmento AB.

Para isto, observemos que os triangulos AAOC e ABCO sao congruentes (caso LL L comum -
veja figura abaixo).

Logo

— — — 1/‘\ arco capaz| —+—— ——
A0C =COB,  ouseja, AOC = ;AOB farco capa) 20T B (1.4)

Do triangulo AAOC temos que

m=0CA+CAO + AOC = 5 +CAO + AOC,
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isto é,
A0c="_cA0 (1.5)
No ponto A temos que
W:g—FCTA\O—I—)TA\C[XA:C:g}g+C/’A\O+0, isto é, g—@zﬁ. (1.6)

Logo de (I@A) e (M) temos que A0C = 0.
/_a\ —_— ~—~
Portanto AM B AOC = 0, ou seja, a = 0, ou ainda, AM B arco capaz do angulo 6 sobre o

segmente AB, como queriamos demonstrar.

@

1.7 Divisao de um Segmento em Partes Iguais

Sejam A, B dois pontos distintos.

Apresentaremos, a seguir, um método muito simples de dividir um segmento AB dado em n partes
iguais, onde n € N.

Para ilustrar, consideraremos o caso em que n = 5, ou seja, dividiremos o segmento AB em 5
segmentos justapostos onde todos estes tém mesmo comprimento.

Agimos da seguinte forma:

1. Tracemos uma semireta qualquer com extremo no ponto A, distinta da que contém o ponto B
(veja figura abaixo);

2. Sobre esta semireta construimos, com uso do compasso, 5 segmentos justapostos, de mesmo
comprimento, que denominaremos por: AAy, Aj Ay, AsAs, AsAy, AgAs (veja figura abaixo);

A B
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3. Tracemos as retas paralelas a reta que contém os pontos B e As pelos pontos Ay, As, Az e Ay,
que encontrarao o segmento de reta AB nos pontos Py, P», P, Py (veja figura abaixo);

SRR

4. Afirmamos que os segmentos APy, P P>, PoP3, P3P, e P4B tém mesmo comprimento e assim
dividem o segmento AB em 5 partes iguais.

Mostremos que isto realmente é verdade.

Para isto, observemos que os triangulos AAP;A; e AAP>As sdo semelhantes, pois & reta que
contém os pontos P, e A; é paralela a reta que contém os pontos Py e Ag (caso AAA - veja figura
abaixo).

A
Ag
As
Ay

As

Logo, pelo Teorema de Thales, temos que a razao entre os comprimentos de lados correspondentes
dos triangulos acima deverao ser iguais, em particular, teremos:

APy AA) Aas,=—2.44, AA 1
—_— = = = — AP, =2AP PP, =AP, — AP, =2AP; — AP, = AP,
AP, A, 2.AA; 2=> 2 1= 1117 2 1 1 1 15

portanto
PP =AP. (1.7)



26 CAPITULO 1. CONSTRUCOES ELEMENTARES

De modo semelhante, os triangulos AAP; A1 e AAP3As sdo semelhantes, pois a reta que contém
os pontos P; e Aj é paralela a reta que contém os pontos P3 e Az (caso AAA).
Novamente, pelo Teorema de Thales, teremos que a razao entre o comprimento de lados corres-
pondentes dos triangulos acima deverao ser iguais, em particular, teremos:
APl o AAI AA3=_3.AA1 AAI o 1

TPP’_AA?) 3AA1 —g = AP3:3AP1

= P2P3 = APg — AP1 — PPy

=) 34p, — AP, — AP, = AP,

logo
PoP; = AP
e assim por diante.

Com isto obtemos a divisao do semgento AB em 5 segmentos justapostos, sendo que todos estes
tém o mesmo comprimento.

1.8 Tracado de Tangentes a uma Circunferéncia

1.8.1 Reta tangente a uma circunferéncia por um ponto da mesma

A primeira situacdo que consideraremos é de encontrar, geometricamente, a reta tangente a uma
circunferéncia C, de centro em O. aue contém um ponto P (distinto do ponto O - veja figura abaixo).

/// ] ) ‘\

7N

L]
\ 0 Ip

\ /
\\ /
— /

Para este fim agiremos da seguinte forma:

1. Tracemos uma circunferéncia C’, de centro no ponto P e raio PO que encontrard a reta que
contém os pontos O e P no ponto O, diferente do ponto O (veja figura abaixo);
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2. Tracemos a mediatriz do segmento OO’ (que, por construgao, tem o ponto P como seu ponto

médio) (figura abaixo);

3. Afirmamos que a mediatriz obtida no item 2. é a reta tangente t a circunferéncia C pelo ponto

P (figura abaixo).

Mostremos que isto é realmente verdade.

Para isto, observemos que como a mediatriz obtida no item 2. acima é perpendicular ao segmento
OP (e contém o ponto P) segue que ela deverd ser, necessariamente, a reta tangente & circunferéncia
C que contém o ponto P (veja figura abaixo).

1.8.2 Reta tangente a uma circunferéncia por um ponto exterior a mesma

A segunda situacao que consideraremos é de encontrar, geometricamente, a reta tangente a uma
circunferéncia C, de centro em O, que contenha um ponto P que esta no exterior do circulo determinado

pela circunferéncia C (figura abaixo).
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Para este fim agiremos da seguinte forma:

1. Por meio da construcao da mediatriz do segmento OP, encontremos o ponto médio, M, do
segmento OP (figura abaixo):

2. Tracemos a circunferéncia, C’, de centro em M e raio MO (que é igual a M P).

Esta circunferéncia intercepta a circunferéncia inicial no ponto A (e um outro ponto B) (figura
abaixo);

3. Afirmamos que a reta t que contém os pontos A e P é uma reta tangente a circunferéncia C no
ponto A (a outra reta tangente serd a que contém o ponto P e o ponto B) (figuras abaixo).
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N
J

Notemos que teremos uma outra reta tangente que serda a que contém o ponto P e o ponto B
(figura abaixo).

),
7

N 5 . T . ;2 . ;A .
De fato, o angulo OAP é 3’ isto é, é reto pois ele é o angulo do arco capaz associado ao segmento

PO que é diametro da circunferéncia de centro em M e raio M P, logo o angulo OMP = r (figura
abaixo).

M

Portanto a reta que contém os pontos P e A é uma reta tangente a circunferéncia C no ponto A
(pois o segmento OA que é raio da circunferéncia C é perpendicular o segmento AP).
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De modo semelhante obtemos que a reta que contém os pontos B e P também sera uma reta
tangente a circunferéncia C no ponto B.

1.9 Exemplos

Lembremos que a expressao lugar geométrico no plano corresponde ao conjunto formado pelos
pontosdo plano que satisfazem a uma determinada propriedade.

Por exemplo, a mediatriz é o lugar geométrico dos pontos do plano que sao equidistantes de dois
pontos distintos fixados (figura abaixo);

De modo semelhante a circunferéncia ¢é o lugar geométrico dos pontos do plano que estao a uma
distancia fixada de um ponto fixado (figura abaixo).

Ao dizermos que uma figura geométrica F é o lugar geométrico dos pontos que possuem uma
determinada propriedade P, queremos dizer que todos os pontos do conjunto F possuim a propriedade
P e nenhum ponto fora do conjunto F tem a propriedade P.

Por exemplo, nos dois exemplos acima, a mediatriz de um segmento e a circunferéncia de centro em
um ponto e raio fixados, geometricamente, as figuras acima representam os inicos conjuntos dos pontos
do plano geométrico que satisfazem as correspondentes propriedades que determinam a mediatriz de
um segmento e a circunferéncia de centro em um ponto e raio fixados, respectivamente.

A seguir consideraremos alguns exemplos relacionados com a situagao acima.
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Exemplo 1.9.1 Construir um triangulo AABC' conhecendo-se o comprimento dos lados AB = c,
BC =a e o angulo A = 0 dados, geometricamente, como na figura abaizo.

Resolucgao:

Temos varias possibilidade para a constru¢ao de um triangulo AABC com as trés propriedades
acima.

Vamos apresentar uma das possiveis construgoes:

1. Escolha uma reta e um ponto da mesma que chamaremos de A (figura abaixo);

A

2. Tracando uma circunferéncia de centro em A e raio AB = ¢ obteremos o ponto B na interseccao
desta circunferéncia com a reta.

Notemos que teremos um outro ponto com a mesma propriedade que dard origem a um outro
triangulo congruente ao que iremos construir (figura abaixo).

3. Encontremos um ponto X de tal modo que BAX = 0 (transporte do dngulo A) (figura abaixo).
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4. Tracemos a circunferéncia de centro em B e raio BC' = a que interceptard a semireta que contém
o ponto A (como extremo) e o ponto X no ponto C' (figura abaixo);

Cc

5. A, B e C sao os vértices do tridngulo procurado. (figura abaixo);

Na verdade ha uma infinidade de triangulos que podem ser construidos com as trés propriedades
acima.

Deixaremos como exercicio para o leitor a construcao de outros casos.

Observacgao 1.9.1

1. Observemos que se fixarmos os lados do angulo A e c sen(f) < a < ¢ entdo teremos apenas
duas solugoes para o nosso problema.

De fato, o valor ¢ sen(0) deve ser o valor minimo para o raio a, para que a circunferéncia
centrada em B com esse raio intercepte a reta que contém A e X, pois sabemos que

BD BD
sen(f) = B o logo  BD = c sen(f).
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Portanto, se c sen(f) < a < c, poderemos construir dois triangulos com as propriedades
requeridas (na figura abaizo: AABC e AABC').

2. Se a > c entdo a solugcao serd unica, pois neste caso a circunferéncia centrada em B e raio
a s interceptard a semireta que cotém o ponto A em um unico ponto (figura abairo: s
teremos o triangulo AABC' como solu¢do para o problema,).

C

\ 0

3. A construgao acima mostra porque as trés propriedade (dados: dangulo A\, lados AB e BC')
acima nao necessariamente implicam em congruéncia de triangulos jd que os triangulos
AACB e AAC'B do item 1. possuem as trés propriedades e mas NaAo sio congruentes.

4. Acrescentando uma propriedade adicional as trés acima poderemos ter um movo caso de
congruéncia, a saber:
Se dois triangulos AABC e AA'B'C’ tem as sequintes propriedades:

A=A, AB=AB, BC=BC ¢ BC>AB

entao os triangulos sao, necessariamente, congruentes.

Para provar isto basta notar que na Observacao acima item 2. que a circunferéncia centrada
no ponto B e raio a = BC s6 encontra a semireta em um unico ponto, no caso o ponto C.
Logo sé podemos construir um, e somente um, triingulo (ou seja, wm iunico) com as pro-
priedade requeridas se fizarmos o angulo A e os comprimentos BC =a e AB = c.
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Exemplo 1.9.2 Conﬁtmir um triangulo AABC' sendo dados o lado BC = a, a altura h, relativa a
esse lado e o angulo A = 46.

\ 0

Resolugao:
Vamos a uma possui construgao:

1. Escolhamos uma semireta com extremo no ponto B e encontremos o ponto C' sobre a mesma
de tal modo que BC = a (utilizando o compasso para transportar a medida do segmento BC' -
figura abaixo)).

2. Encontremos uma reta paralela a semireta do item 1. que dista da mesma h,,.

Podemos fazer isto construindo-se, por exemplo, a reta perpendicular ¢ a semireta do item 1.
pelo ponto C e, com ajuda do compasso, encontramos o ponto C’ sobre essa perpendicular de
tal modo que CC’ = h, (na verdade existem dois pontos sobre a perpendicular que distam h 4
do ponto C).

Depois tragamos a reta perpendicular a reta ¢ pelo ponto C’ (figura abaixo).

a0
BN
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3. Transportemos o angulo A para o angulo B de tal modo que um lado do angulo seja o segmento
BC' e o outro esteja contido no semiplano determinado pela reta que contém os pontos B e C' e

nao contenha o ponto C’ (figura abaixo).
o
J
4. Tracemos o arco capaz do angulo B baseado no segmento BC que interceptard a reta paralela
do item 2. em A (e possivelmente em outro ponto A’).

-
v

5. O triangulo AAC B satisfaz as condigoes requeridas.

-

@
@
©
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Observagao 1.9.2
1. No exemplo acima, fizado o lado BC' e um dos semiplanos determinado pela reta que contém os
pontos B e C, temos duas solugdes possiveis, a saber os triangulos AACB e AA'CB (como na

figura acima).

Vale observar que eles sao congruentes (caso LAL) (um € imagem do outro por uma reflexao em
rela¢ao a mediatriz do segmento BC').

Por abuso de notagao, diremos que a solug¢do € unica (pois todas as solugdoes sio congruentes
duas a duas).

Na verdade poderemos ter 4 solugées, todas congruentes duas a duas (na figura abaixo temos os

triangulos AACB, AACB, AA"CB ¢ AA"CB).

2. Dependendo das escolhas dos wvalores de a, hy € A podemos nao ter necessariamente solu¢ao
para o problema.

Por exemplo, se hg for muito grande a reta paralela a semireta que contém os pontos B e C
que dista hy da mesma nao interceptard o arco capaz do angulo A associado ao segmento BC.
Nestes caso nao existird nenhum triaingulo com as propriedades requeridas (figura abaizo).

>
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Exercicio 1.9.1 Mais precisamente, na situacdo acima se

a< 1 1 )
ha>* = + ——=
2 \senA  tgA

nao existird tal triangulo.
Antes de exibirmos o préximo exemplo iremos estabelecer as seguintes notacoes:
Notagao 1.9.1 Consideremos o triangulo AABC, onde sdo dados:
AB=¢, AC=b e BC=au.

Seja M € o ponto médio do lado BC.
A mediana relativa ao lado BC serd o segmento de reta AM.
Denotaremos o comprimento da mediana relativa ao lado BC por mg (figura abaizo), isto é,

me = AM.

Seja D o ponto de intersec¢io da reta perpendicular ao lado BC que contém o ponto A com o

segmento BC. L
O segmento AD serd denominado altura do tridangulo AABC relativamente ao lado BC.

Denotaremos por h, o comprimento da altura relativa ao lado BC (figura abaizo), isto ¢,

he = AD.

C

De modo semelhante denotamos os comprimentos das medianas relativas aos lados AB e AC por
me e my,
respectivamente, e os comprimentos das alturas relativas aos lados AB e AC por
he e hy,
respectivamente.
Para o préximo exemplo precisaremos do

Exercicio 1.9.2 Mostre que num triangulo qualquer, as medianas interceptam-se em um mesmo ponto
(denominado baricentro) e além disso, dividem cada uma delas na razao 2 : 1, ou se, na figura abaizo:

1
BMy = MMy = MaM = gBM.
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Exemplo 1.9.3 Construir um triangulo AABC sendo dados 0s comprimentos das medianas, mg, myp
e a medida da altura h,.

mq my hq

Resolugao:
Para ajudar a entendermos o problema fagcamos uma ilustracao dos elementos dados pelo problema
na figura abaixo.

Do exercicio acima temos num triangulo qualquer, as medianas cortam-se em um mesmo ponto e
dividem cada uma delas na razao 2 : 1.
Como conhecemos AM = m, podemos determinar o ponto G (baricentro do triangulo AACB)

sobre o semgmento AM, pois

2 2

Para isto agiremos da seguinte forma:

1. Escolhamos sobre uma reta o segmento AD tal que AD = h, (figura abaixo).
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2. Tracemos a reta t, perpendicular a reta que contém os pontos A e D pelo ponto D (figura
abaixo).

Observemos que os vértices B e C' deverao pertencer a reta t obtida acima (pois o triangulo
deverd ter altura relativa ao lado BC igual a hy).

3. Como conhecemos AM = m,, utilizando o compasso, podemos encontrar um ponto M sobre a
reta t obtida no item 2. (este pode nao ser unico - figura abaixo).

t

4. Como AM = m, podemos determinar o ponto G (interseccao das medianas) sobre o segmento
AM , pois
2

2
AG =AM = —m,.
G 3 3m

Para isto precisamos dividir o segmento AM em trés partes iguais, ou seja, utilizaremos o
processo desenvolvido na secao 1.2.
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M

’ AAL = A1 As = AsAs ‘

Deste modo encontramos o ponto G sobre o segmento AM (com o uso do compasso).

t

5. Sabemos que (ver figura do inicio da resolucao)

2 2
BG = BN = Zm,.
3 3"

Por um processo andlogo ao do item 4. podemos encontrar o comprimento BG (figura abaixo).

’ BB) = BBy = B3B3 ‘

6. O vértice B é obtido da intersecgao da reta que contém D e M (isto é, a reta t) com a circun-
feréncia de centro em G e raio GB = BG obtido no item 5. acima (podemos ter dois pontos de
intersecgao, escolhamos um deles - figura abaixo).
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7. O vértice C esta sobre a reta que contém os pontos D e M e é obtido usando-se o fato que
BM = MC (pois o ponto M deverd ser o ponto médio do segmento BC' - figura abaixo).

B
Ve
C
N
Observagao 1.9.3 Dd construcdo acima podemos observar que o triangulo obtido poderd nao ser
unico.

As relagoes entre os dados do exemplo que tornam a construgao possivel, e/ou unica, pode ser um
exercicio interessante mas trabalhoso.

N

Exemplo 1.9.4 Dados uma circunferéncia C, de centro no ponto O e raio v > 0, um ponto P no
exterior da circunferéncia e um segmento de comprimento a tracar pelo ponto P um reta que determine
na circunferéncia uma corda de comprimento exatamente igual a a.

Resolugao:
Observemos que em uma dada circunferéncia todas as cordas de mesmo comprimento sao tangentes
a uma outra circunferéncia de mesmo centro que a primeira.
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Figura 1.1: AB=CD = EF

De fato, para quaisquer cordas AB e A’B’ de mesmo comprimento na circunferéncia de centro no
ponto O, os tridngulos AAOB e AA’'B’'O siao congruentes pois OA, OB, OA’ e OB’ sao raios, AB e
A’B’ sao os comprimentos das cordas (que estamos supondo serem iguais, assim teremos o caso LLL
de congruéncia).

Logo suas alturas relativas ao lado AB, A’B’ terdo mesmos comprimentos e se denotarmos ”pé”
destas alturas por M e M’, respectivamente, entao eles pertecerao a uma mesma circunferéncia de
centro em O, mostrando a afirmacao.
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Observemos que neste caso os pontos M e M’ serdo os pontos médios dos segmentos AB e A’B’,
respectivamente, pois os triangulos AAOM e AOBM sao congruentes (eles tém dois lados de mesmo
comprimento e dois angulos iguais).

Notemos também que se a reta que contém os pontos P e B é tal que o segmento AB tem
comprimento a e é secante a circunferéncia C e M é o ponto médio do segmento AB entdo o segmento
OM dever4 ser perpendicular ao segmento PB.

De fato, pois os triangulos AAMO e AOM B sao congruentes (pelo caso LLL), assim

AMO = OMB, mas AMO +OMB =,

implicando que AMB = g

o

. . ~ 7T . oY .
Assim o ponto M devera pertencer ao arco capaz do angulo 5 associado ao segmento PO, pois

—_— i

PMO = —, ou seja, devera estar inscrito na semi-circunferéncia de didmentro PO.

Podemos agora fazer a construgao, como veremos a seguir:
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1. Tragamos na circunferéncia C uma corda AB qualquer de comprimento a (usamos o compasso
para tanto - figura abaixo).

2. A seguir tracamos uma circunferéncia C’ de centro em O tangente & corda AB do item 1. (figura
abaixo).

3. Construimos a circunferéncia C” de diamentro PO que interceptara a circunferéncia C no ponto
M (e em outro ponto - figura abaixo).
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4. A reta que contém os pontos P e M é a reta procurada (ficura abaixo).

A

Observagao 1.9.4 Na resolugao do exemplo acima descobrimos dois lugares geométricos interessan-

tes, a saber:

1. O lugar geométrico das cordas de uma circunferéncia de centro no ponto O que possuem o
mesmo comprimento sGo os segmentos de reta que tem extremos na circunferéncia dada e que
sdo tangentes a uma circunferéncia de centro mo ponto O e tangente a uma das cordas de

comprimento igual ao comprimento dado (figura abaixo).

2. Na situagcdo do exemplo acima, o lugar geométrico dos pontos médios das cordas da circun-
feréncia C cujas retas que as contém passam pelo ponto P estard contido na circunferéncia de

centro no ponto O, ponto médio do segmento PO, e raio - (figura abaizo).
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3. O ponto P poderia ser dado no interior da crcunferéncia de centro em O.

A andlise € semelhante a que tratamos acima e serd deixada como exercicio.

Exercicio 1.9.3 Faca o mesmo estudo que fizemos acima para o caso em que o ponto P estd no
interior da circunferéncia C.

Observacgao 1.9.5 Vale observar que o comprimento da corda AB ndo pode ser qualquer.
Mais precisamente, a distincia da corda AB até o centro O da circunferéncia C ndo pode ser maior
que a distancia do ponto P ao ponto O.

Por exemplo, na figura abaixo, nao existe nenhuma corda da circunferéncia C que tenha compri-
mento AB cuja reta que a contenha passe pelo ponto P (tente fazer a constru¢ao para este caso e
verifique que ndo € possivel!)

_—

Exemplo 1.9.5 Dados uma circunferéncia C, uma reta r e um ponto A sobre a reta r construir uma
circunferéncia C', tangente, exteriormente, a circunferéncia C e tangente a reta r no ponto A.

Resolugao:
Suponhamos que o problema estd resolvido, ou seja, tenhamos obtido a figura abaixo.

Sejam C' a circunferéncia procurada, de centro em O’, e T o ponto de tangéncia das circunferéncias

CeC'.
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A T

Sabemos que o segmento OO’ contém o ponto T (pois as circunferéncias sdo tangentes no ponto
T).
Além disso, o segmento O’ A é perpendicular a reta r, pois a circunferéncia C’ é tangente a reta r
no ponto A.

Baseado nesses fatos agiremos da seguinte forma:

1. Tracemos pelo ponto O a reta perpendicular a reta r, que interceptard a circunferéncia C nos
pontos N e S (figura abaixo)

+

2. Tracemos o segmento AN que interceptard a circunferéncia C no ponto T (figura abaixo).

A

N
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3. Tracemos a perpendicular a reta r pelo ponto A que encontrard a reta que contém os pontos O
e T no ponto O (figura abaixo).

Para provar isto observemos que:

i. Os angulos TON e TO'A sio iguais pois sao angulos alternos internos das retas paralelas que
contém os pontos N, O e os pontos O, A, respectivamente (figura abaixo).
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ii. De modo andlogo, os angulos ONT e O'AT sao iguais pois também s@o alternos internos das
retas paralelas que contém os pontos IV, O e os pontos O', A, respectivamente.

iii. Logo, pelo caso AAA, segue os triangulos ANTO e ATO’ A sao semelhantes.

iv. Da semelhancga acima, segue que

O'T _ OT [0o1=0N]
O'A~ ON

1, istoé, O'T=O0'A.

Assim T e A estao sobre a circunferéncia de centro em O e raio O'T = O’ A.

v. Além disso a circunferéncia C’, de centro em O’ e raio O'T, serd tangente & reta r, pois o
segmento O’A é perpendicular a reta r no ponto A, e também serd tangente a circunferéncia
C, pois o ponto T, ponto de interseccao das circunferéncias, estd sobre o segmento que une
os centros, O e O, das circunferéncias o que implicard que elas sao tangentes, completando a
demonstracao da afirmacao.

Observagao 1.9.6

1. Vale observar que na situag¢do acima, ou seja, se r nao intercepta a circunferéncia C, o problema
terd sempre solugao para qualquer ponto A escolhido sobre a reta r.

De fato, se o ponto A for, por exemplo, o "pé” da reta perpendicular a reta r pelos pontos N e
O entao o ponto O" serd o ponto médio do segmento SA (figura abaizo).
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Em qualquer outra posicao que se encontre o ponto A sobre a reta r a construcdo serd a que
apresentamos anteriormente.

2. Se a reta r for secante o circunferéncia C e o ponto A for exterior a circunferéncia C teremos
quatro possiveis solugoes (figura abaizo).

Isto serd deizado como exercicio (a sequir) para o leitor.

3. O item 2. nos sugere um outro problema: construir uma circunferéncia C"” que seja tangente,
interiormente a circunferéncia C, ou seja, C esteja contida no interior de C”, e também tangente
a reta v no ponto A (figura abaixo).

Q

A resolugao serd deizada como exercicio (a sequir) para o leitor.

4. Uma dltima possibilidade seria a circunferéncia C ser tangente a reta r (figura abaizo).
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A situagdo é semelhante aos casos anteriores e sua andlise serd deizada como exercicio (a sequir)
para o leitor.

Exercicio 1.9.4 Fuazer as construgoes do item 2. da observacdo acima.

Exercicio 1.9.5 Fazer as construcdes do item 3. da observag¢do acima.
Sugestao: considere o ponto S no lugar do ponto N na construgdo feita anteriormente.

Exercicio 1.9.6 Fuzer as construgoes do item 4. da observacdo acima.

Exemplo 1.9.6 Dado um triangulo AABC, tracar uma reta paralela ao lado BC que deverd inter-
ceptar o lado AB num ponto M e o o lado AC num ponto N de forma que AN = MB.

Resolucgao:
A situagao que se apresenta é ilustrada na figura abaixo (onde a reta que contém os pontos M,N
é paralela a reta que contém os pontos B, C):

M N

Supondo que ja tenhamos feito a construcao.

1. Encontremos o ponto D de tal modo que a reta que contém os pontos N, D seja paralela a reta
que contém os pontos M, B (figura abaixo);
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A
M /\\N

B b C

2. O quadrilatero M N DB é um paralelogramo, pois os segmentos M N, BD e o segmentos BM,
DN sao paralelos, respectivamente.

Logo AN = ND, pois ND = MB e, por hipdtese, AN = M B (figura acima).

3. Logo o triangulo AAN D é iséceles, pois NA = ND, e assim NDA = DAN (figura abaixo);

A
%v\
D C

4. @@ as retas que contém os pontos IV, D e os pontos A e B sao paralelas temos que NDA =
BAD (pois sao angulos alternos internos relativos a reta que contém os pontos A, D).

B

—_—
Logo segue que a reta que contém os pontos A, D é bissetriz do angulo BAC.
Com isto podemos estamos prontos para fazer a construgao, como veremos seguir:

i. Tracemos a bissetriz do angulo BAC que intercepta o lado BC no ponto D (figura abaixo);

/T\
8 D c
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ii. Tracemos a reta paralela a reta que contém os pontos A, B pelo ponto D que intercepta o lado
AC no ponto N (figura abaixo);

@
El
o

iii. Tracando a reta paralela a reta que contém os pontos B, C' pelo ponto N obtemos o ponto M
na intersec¢ao da mesma com o lado AB, terminando a construgao (figura abaixo).

Observemos que, os pontos M e N encontrados acima satisfazem as propriedades requeridas no
exemplo. -
~_De fat&\pois como a reta que contém os pontos A e D é a bissetriz do angulo BAC entao
NAD = MAD.

Além disso a reta que contém os pontos IV e D é paralela a reta que contém os pontos M e A

segue que NDA = MAD ) Jm, ou seja, o triangulo AAND é um triangulo iséceles.

Em particular, AN = ND.
Como os segmentos BM, DN sao paralelos e os segmentos M N, BD também sao paralelos segue
que BMND é um paralelogramo logo

MB = DN = AN,

como pedido no exemplo.
A seguir exibiremos a resolucao de vérios exercicios utilizando as técnicas desenvolvidas neste
capiulo.

1.10 Exercicios resolvidos e propostos

Exercicio 1.10.1 Construir um quadrado JABCD conhecendo-se o comprimento de sua diagonal

AC.

Resolugao:
Observemos a figura abaixo:
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Sabemos que as digonais de um quadrado interceptam-se perpendicularmente nos seus pontos
médios (pois é um caso particular de losango).

Logo, se E é o ponto médio do segmento AC entdo os outros dois vértices, B e D, estardo na
interseccao da circunferéncia de centro no ponto E e raio AE = EC com a reta mediatriz do segmento
AC (que tem E como intersec¢ao com a reta que contém os pontos A e C - figura acima).

mediatriz

Mostremos que isto é realmente verdade.
Para isto observemos que o triangulo AAED sera isoceles, pois FA = ED, assim

EAD = ADE. (1.8)
Mas, no triangulo AAED temos
77 S _
w=DEA+ FAD + ADE 277 ® +FAD + ADE = > +2FAD.

ou seja,
EAD — ADE = Z.

Utilizando-se o mesmo raciocinio para o triangulo AAFEB segue que

@:@:%.

Portanto

@:@Jr@:%jt 3

N
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De modo andlogo (utilizando-se os triangulos AAEB, ABEC e ACED) podemos mostrar que
(serd deixado como exercicio para o leitor)

s

@:@:@?:5,

isto é, o quadrilatero ABCD é um paralelogramo.

Além disso, os triangulos , AAEB, ABEC e ACED sao triangulos congruentes (caso LAL)
mostrando com isto que o quadrilatero ABC'D é um quadrado.

Vamos obté-lo geometricamente.

1. Encontremos a mediatriz do segmento AC que intercepta o segmento AC no ponto E (seu ponto
médio - figura abaixo);

2. Tracemos a circunferéncia centrada no ponto E de raio EA que encontra a mediatriz obtida no
item 1. nos pontos B e D (figura abaixo);

3. Os pontos A, B, C' e D formam um quadrado cuja diagonal é o segmento AC dado (figura
abaixo).

mmmmmm
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Exercicio 1.10.2 Construir um quadrado conhecendo-se 0s pontos médios de dois lados adjacentes.

Resolugao:
Para ilustrar o problema consideremos a figura abaixo:

D C

Suponhamos que sejam dados os pontos médios, E e F, dos lados AB e BC, respectivamente.

1. Comegaremos tragando a mediatriz do segmento E'F' (figura abaixo);

mediatriz

Observemos que os vértices B e D do quadrado JABCD estao sobre esta mediatriz.

De fato, se G é o ponto de interseccio do segmento de reta BD com o segmento de reta EF entdo
os triangulos ABEG e AFBG sao congruentes (caso LLL, pois, por hipétese temos EB = F B,
GB é um lado comum aos dois triangulos e G é ponto médio do segmento EF’).

Em particular, o
EGB = BGF (1.9)
e no vértice G temos

EGB + BGF = m, assim, () implicara EGB = BGF = g

mostrando que o segmento de reta BD é perpendicular ao segmento EF', ou seja, deverd estar
contido na mediatriz do segmento E'F'.
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2. A semi-circunferéncia de centro em G e raio EG = GF interceptard a mediatriz do item 1. no
ponto B (na verdade encontra em outro ponto que nao serd usado - figura abaixo);

O ponto B é um dos vértices do quadrado JABC'D (o angulo EBF = g pois o triangulo AEBF

estd inscrito na semi-circunferéncia de centro em G e diametro E'F).

3. A circunferéncia centrada em F e raio BF encontrard a reta que contém os pontos F' e B no
ponto C' (e no ponto B) que serd o outro vértice do quadrado JABCD (figura abaixo);

4. Pelo ponto C tracemos a reta perpendicular a reta que contém o segmento BC' (figura abaixo);
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5. A mediatriz do segmento FF' encontrara a reta perpendicular obtida no item 4. no ponto D
que esta no mesmo semi-plano determinado pela reta que passa pelos pontos B e C' e contém o
ponto E (figura abaixo);

mediatriz

O ponto D é outro vértice do quadrado JABCD, pois os segmentos BC e CD sao perpendicu-
lares e CD = BC por construcgao.

6. Pelo ponto D tracemos a reta perpendicular a reta que contém o segmento C'D.
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7. A circunferéncia de centro em D e raio BC = CD encontrard a reta perpendicular obtida no
item 6. no ponto A que estd no mesmo semi-plano determinado pela reta que passa pelos pontos
C e D e contém o ponto F.

O ponto A é o 1ltimo vértice do quadrado JABCD, pois os segmentos de reta AD e DC sdo
perpendiculares, AB = AD = DC = BC e portanto os lados do quadrilatero ABC D sao dois
a dois paralelos, de mesmo comprimento e os pontos E e F sdao pontos médios dos lados AB e
BC, respectivamente, completando a construcao do quadrado JABCD.

Exercicio 1.10.3 Dado um triangulo AABC construir uma circunferéncia circunscrita ao mesmo.

Resolugao:
Basta encontrar a intersecgao das mediatrizes dos lados AB e BC do triangulo AABC' (que
coincidirad com a intersecgao da mediatriz do segmento AC' como veremos na observagao a seguir).
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Mostremos que isto é realmente é verdade.

Para isto precisamos mostrar que OA = OB = OC, onde o ponto O é o ponto de intersegao
das mediatriz relativas aos lados do triangulo AABC (as trés mediatrizes encontram-se em um tnico
ponto!).

Sejam D, E e F os pontos médios dos lados AB, BC e CD, respectivamente e O o ponto de
intersecdo das mediatrizes relativas aos lados AB e BC (figura abaixo).

C

Pelo caso LAL comum, os triangulos AAOD e ABDQO sao congruentes (pois AD = DB, ODA =

BDO = g).
Logo
AO = OB.
De modo andlogo, os triangulos ABOE e ACEO sao congruentes (pois BE = EC, OFEB =
CEO = g).
Logo
OB =0C.

Logo podemos concluir que

OA=0B=0C.
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Portanto o tridngulo AABC estara circunscrito na circunferéncia de centro no ponto O e raio OA.
Geometricamente procedemos da seguinte forma:

1. Tracemos a mediatriz pelo lado AB (figura abaixo);
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Observacgao 1.10.1 Como conseqiiéncia temos que o ponto de interseccdo das mediatrizes pelos lado
AB e AC também serd o ponto O.

De fato, os triangulos AAFO e ACOF sao congruentes (caso LLL comum) assim AFO = OFC.

Mas -

A/F\O—l—@:ﬂ, logo m:O/F\C:§
mostrando que o ponto O estd sobre a mediatriz relativamente ao lado AC.

Exercicio 1.10.4 Dado um triangulo construir wma circunferéncia inscrita ao mesmo.

C

Resolugao:
Basta encontrar a interseccao das bissetrizes dos angulos CBA e BAC do triangulo AABC' (que
coincidird com a intersecgao da bissetriz do angulo AC' B como veremos na observagao a seguir).
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Seja o ponto O de intersecgao das bissetriz dos angulos do triangulo AABC (que estamos supondo
que seja Unico, como serd visto na observagao a seguir).

Consideremos os pontos D, E e F os pontos de interseccio das perpendiculares aos lados AB, BC
e CD, respectivamente que passam pelo ponto O.

Se mostrarmos que OD = OFE = OF entao a circunferéncia centrada em O e raio OD estara
inscrita no triangulo AABC' (pois seréd tangente aos lados do triangulo).

Para mostrar isto observemos que, pelo caso AAL comum, os tridngulos AOBD e AOEB sao
congruentes (pois BDO = OEB = g e o lado BO é comum).

Logo OD = EO.

De modo andlogo os triangulos AAOD e AAFO sao congruentes (pois ODA = AFO =
lado AO é comum) o que implica que OD = OF'.

Portanto EO = OD = OF como queriamos mostrar.

Para a construcao geométrica temos:

€ o

oy

1. Encontremos as bissetrizes dos angulos CBA e BAC que se encontram no ponto O (figura
abaixo); o

B

2. Encontremos a reta perpendicular ao segmento AB que passa pelo ponto O.

Esta reta interceptara a reta que contém os pontos A e B num ponto D (figura abaixo);
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Observacao 1.10.2 Afirmamos que o ponto de intersec¢do das bissetrizes dos angulos BAC ¢ ACB
também serd o ponto O.
7r

De fato, os triaingulos ACOF e ACEO sao congruentes (pois OFC = 5= C’/E\O, FO = EO, CO
¢ comum) assim FCO = OCE mostrando que a semi-reta que contém os pontos C' e O € bissetriz do

angulo A/C\B)

Exercicio 1.10.5 Construir um trapézio ABCD onde comprimento das bases maior e menor sao
AB =a e CD = b, respectivamente, e os outros dois lados tém comprimento CB =c e AD =d.

Resolugao:
Consideremos sobre uma reta r dois pontos A e B tais que AB = a.

D C

Sabemos que num trapézio ABCD os lados AB e CD sdo paralelos.
Com isto podemos fazer a construcao, da seguinte forma:

1. Seja E o ponto sobre o segmento AB tal aue AE = b (ou seja, AE = C'D) (figura abaixo);

A E B

2. Considere C' o ponto de intesecgao da circunferéncia centrada em E e raio d com a circunferéncia
centrada em B e raio ¢ (na verdade temos um outro ponto na intersegao - figura abaixo);
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3. Obtenha a reta paralela a reta que contém os pontos A e B que passa pelo ponto C (figura
abaixo);

4. Seja D o ponto de interse¢ao da circunferéncia centrada no ponto A e raio d com a a reta do

item 3. (figura abaixo):

5. Os vértices do trapézio sao A, B, C e D.

D c

Vo

De fato, observemos que na construcao acima temos AB =a, BC =ce AD =d.

Além disso, os segmentos AB e C'D sdo paralelos.

S6 falta mostrar que C'D = b.

Mas isso segue do fato que ADCE é um paralelogramo (pois o segmento AE é paralelo a CD e
segmento AD ¢ paralelo a EC por construcao).
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Exercicio 1.10.6 Construir um hexdgono reqular ABCDEF conhecendo-se o lado AB.

Resolugao:

Para construi-lo basta lembrar que os angulos internos de um hexégono regular sao todos iguais a

2m . A . .
5 (pois a soma dos angulos internos do mesmo é 47).

’ . . ~ . ™ .
Além disso, lembremos que basta sabermos construir um angulo que tenha medida 3 radianos, ou

. ) . ) 2m s
seja um triangulo equildtero e assim teremos 3= ™= .

3
Para isto agimos da seguinte forma:

1. Fixemos uma semi-reta com extermidade no ponto O.

2. Tracemos uma, circunferéncia de centro em O e raio qualquer fixado que encontrard a semi-reta
acima num ponto M (figura abaixo);

"

\

M

3. Tracemos uma outra circunferéncia de centro em M e raio igual ao acima que encontrard a
circunferéncia acima num ponto N (na verdade temos um outro ponto - figura abaixo);

fal
A

Entao o angulo MON tem medida T radianos (pois os pontos O, M e N sao vértices de um
triangulo equildtero ja que OM = ON = MN).
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—_—
A construgao do hexdgono basea-se, excencialmente, no transporte conveniente do angulo MON
obtido acima.

1. Transportemos o angulo MON para o vértice B, mais precisamente, encontremos os pont/os\Y
e X, sendo este ultimo sobre a semi-reta que contém os pontos A e B, tal que XBY = MON
(Y deveréd ser obtido - figura abaixo);

2. Sobre o lado BY do angulo XBY encontre o ponto C de tal modo que BC' = AB (figura abaixo);

3. Repita o processo acima no vértice C, ou seja, trocando o segmento AB pelo segmento BC' para
. ~ T . .
encontrar o ponto D (cuidado no transporte do angulo 5!; o ponto D deverd estar no semi-plano

determinado pela reta que passa pelos pontos B e C' que contém o ponto A - figura abaixo).
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Prosseguindo a construcio obteremos o hexdgono regular cujo lado AB é dado.

Observagao 1.10.3 Lembremos que a soma dos angulos internos de um poligono convexo de n-lados
¢ dado por (n — 2)T.
A wverificacdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
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Exercicio 1.10.7 Construir uma reta perpendicular ao segmento AB pelo ponto A, estando este ponto
muito préoximo da borda do papel (veja figura abaixo).

’ Borda do papel‘

Resolugao:
Neste caso podemos agir da seguinte formas:

1. Tracemos a perpendicular ao segmento AB pelo ponto B.

Escolhamos C' um ponto da perpendicular obtida acima, diferente do ponto B (figura abaixo);

Borda

T
2. Trasportemos o angulo CBA = 5 para de tal sorte que um lado do angulo transportado seja a

semi-reta de extremidade no ponto A e que contém o ponto B (isso é possivel sem ultrapassar
a borda do papel);

Bordal
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3. A reta que contém o outro lado do angulo transportado (isto é, a reta que contém os pontos A
e D) sera a perpendicular ao segmento AB pelo ponto A.

Exercicio 1.10.8 Dadas uma circunferéncia C de raio R > 0 e uma reta r construir uma circun-
feréncia C’, de raio a > 0 dado, tangente a reta r e tangente, exteriormente, a circunferéncia C.

Resolugao:
Um modo de encontrar geometricamente a circunferéncia C’ é a seguinte:

1. Tracemos uma circunferéncia C”, de centro em O e raio R’ = R + a (figura abaixo);

Observemos que todas as circunferéncia tangentes a circunferéncia C tém seus centros sobre a cir-
cunferéncia C” (as circunferéncia C;, i = 1,2, 3,4 na figura abaixo sdo tangentes a circunferéncia

C);
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2. Encontremos a(s) reta(s) paralela(s) a reta r que dista(m) a da mesma.

Observemos que para a circunferéncia C’, de raio a, ser tangente a reta r ela ter seu centro sobre
uma das retas paralelas obtidas acima (figura abaixo);

3. Na interseccao da circunferéncia, C”, obtida no item 1., com a reta paralela do item 2. obteremos
o centro, O’ (teremos um outro ponto), da circunferéncia C procurada, que pode ser tracada
utlizando-se o raio a (figura abaixo).
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Exercicio 1.10.9 Dadas as retasr e s e a circunferéncia C, determinar, geometricamente, os pontos
da circunferéncia C que sao equidistantes da reta r e da reta s. Qual o numero mdximo de solugcoes?

Resolugao:
Teremos que eestudar as varias possibilidades, a saber:

I. Asretas r e s s@o paralelas, distintas e a circunferéncia C estd num dos semi-planos determinado
por uma das retas (digamos a reta r) que nao contém a reta s (figura abaixo):

Neste caso o lugar geométrico para o problema serd vazio, pois os pontos que sao equidistantes
da circunferéncia C e da reta r estarao a uma distancia da reta s estritamente maior que a
distancia a reta r.

II. As retas r e s sdo paralelas, distintas e a circunferéncia C estd na faixa delimitada pelas duas
retas (vide figura abaixo):
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Passemos a resolucao, geométrica, do problema.

I1.1. Considere a reta perpendicular a reta r por um ponto A da mesma, que interceptard a reta
s num ponto B. Notemos que esta reta serd perpendicular a reta s (figura abaixo);

r s

>

II.2. Considere a mediatriz do segmento AB.

Esta mediatriz é o lugar geométrico de todos os ponto que sao equidistantes das retas r e
s (figura abaixo);

mediatriz
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I1.3. Portanto, cada ponto de intersec¢ao da reta mediatriz do item 2. com a circunferéncia C
serd equidistante das retas r, s.
Neste caso, podemos ter as seguinte situagoes:

i. uma unica solucdo, o ponto P, caso a mediatriz do item 2. seja tangente a circunferéncia
C (figura abaixo):

| .

ii. duas solugoes distintas, ou seja, os pontos P e @), caso a mediatriz do item 2. seja
secante a circunferéncia C (figura abaixo):

mediatriz.

—m

A

iii. ou nenhuma solucgao, isto é, conjunto vazio, caso a mediatriz do item 2. nao intercepte
a circunferéncia C (figura abaixo):

mediatriz
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ITI. Se as retas r e s forem concorrentes (nao coincidentes) sabemos que o lugar geométrico dos
pontos equidistantes das mesmas serd a bissetriz dos angulos determinados pelas mesmas (figura
abaixo).

Neste caso, geometricamente, podemos ter as seguinte situagoes:

(a) uma tnica solugao, o ponto P, se a reta bissetriz for uma reta tangente a circunferéncia C
(ficgura abaixo);

(b) duas solugoes distintas, isto é, dois pontos P e @, se a reta bissetriz for secante a circun-
feréncia C (figura abaixo);

c —
| / \
/ \
/ \
[ \
[ \
| . |
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(¢) nenhuma solugao, isto é, o conjunto vazio, se a reta bissetriz nao interceptar a circunferéncia
C (figura abaixo).

bissetriz

Observagao 1.10.4 No ezercicio acima se as retas r e s forem concorrentes e, por exemplo, a reta
r € secante a circunferéncia C entdo teremos apenas duas possibilidades:

1. se areta s coincide com a reta s entdo o conjunto procurado € formado pelos pontos de interse¢ao
da reta r com a circunferéncia C (que pode ser um unico ponto se a reta r = s for tangente a
circunferéncia C ou dois pontos distintos se a a reta r = s for secante a circunferéncia C (figuras
abaizo);

/
f
[
|

C 7N

| |
\ |
\ /

v / I
AN /a

2. se a reta s nao for coincidente com a reta s entao o lugar geométrico dependerd, como num caso
anterior, se a circunferéncia C intercepta ou mao as retas bissetrizes dos angulos determinados
pelas retas concorrentes v e s (podemos ter até 4 solugoes - figura abaizo);
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Exercicio 1.10.10 Dadas a circunferéncia C e um reta r, determinar um ponto P sobre a reta r de
forma que as retas tangentes tracadas pelo ponto P a circunferéncia C formem um dangulo o dado.

Resolugao:

I. Consideremos primeiramente o caso em que a reta r é tangente a circunferéncia C num ponto

M (figura abaixo).

Neste caso podemos obter, geometricamente, um ponto P sobre a reta r (exitird outro) de tal
—
modo que OPM = 5 (figura abaixo).
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T—Q
Para isto, obtenhamos um angulo de medida 6 = 5 (notemos que figura abaixo, temos que

y=3.8=acB+a+s=m).

Facamos o transporte do angulo § = obtido acima de tal modo que um dos lados do
mesmo seja a semi-reta que tem origem no ponto O e que contenha o ponto M que encontrard

a reta r no ponto P (figura abaixo):

M P

Observemos que do triangulo retangulo AOPM segue que OPM = %.

Seja M’ o ponto de tangéncia da outra reta tangente a circunferéncia C pelo ponto P (figura
abaixo);
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Observemos que M'PO = OPM = %, pois os triangulos AOPM e AOM’P sao congruentes
(caso ALA).

Logo M'PM = M'PO = OPM = % + % = « como pedido no exercicio.

II. Consideremos agora o caso em que a circunferéncia C e a reta r nao se interceptam (figura
abaixo).

c

Neste caso consideraremos uma reta, r’, paralela a reta r que seja tangente a circunferéncia C.

Para obté-la tragcamos a reta perpendicular a reta r que passa pelo ponto O, que interceptard a
circunferéncia C no ponto T' (figura abaixo).
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A seguir tragamos a reta tangente a circunferéncia C pelo ponto T' (figura abaixo).

!

Agimos como no item I para obter um ponto P’ sobre a reta r’ com a propriedade requerida
(figura abaixo).

Consideremos a circunferéncia, C’, de centro em O e raio OP’ que interceptard a reta r num
ponto P (e em um outro, eventualmente - figura abaixo).
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I11.

Afirmamos que o ponto P tem a propriedade que queremos, ou seja, as semi-retas tangentes &
circunferéncia C que contém o ponto P formam angulo de medida « (figura abaixo).

Para isto basta mostrar que o angulo SPR = a.
Como OPR = SPO (pois a semi-reta PO ¢é a bissetriz do angulo ﬁ) e OP'T = % (pois a

semi-reta P’O é bissetriz do angulo «) segue que basta mostrar que OPR = OP'T (ver figura
abaixo).

c’

Para isto observemos que os triangulos AOPR e AOP'T sao congruentes pelo caso LLL.

De fato, pois OP = OP', OR = OT e os segmentos PR e P'T correspondem a metade das
cordas da circunferéncia C’ que sao tangentes a circunferéncia C nos pontos R e T, logo essas
cordas tém mesmo comprimento e seus pontos médios serdao R e S, respectivamente, ou seja os
pontos de tangéncia das cordas da circunferéncia C’ com a circunferéncia C, logo, PR = P'T.

Em particular, OPR =O0PT completando a prova deste caso.

Consideremos o ultimo caso em que a reta r é secante a circunferéncia C.

Neste caso agimos de modo semelhante ao utilizado no item II. e serda deixado como exercicio
para o leitor.
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Exercicio 1.10.11 Construir uma reta tangente comum ds circunferéncia C e C' dadas.
Resolucgao:
Sejam C e C' duas circunferéncias de centro em O e O' com raios r e ', respectivamente.
Temos as seguintes possibilidades:
I. As circunferéncias sao exteriores uma da outra (ou seja, distancia entre os centros O e O’ é maior
que a soma dos raios r e 1’ - figura abaixo).

Dividiremos o estudo deste caso em duas situacoes: r = r’ e a outra serd r > r’.
(a) Caso que r =1'.
Neste consideramos a reta perpendicular a ao segmento OO’ pelo ponto O que interceptard
a circunferéncia C no ponto P.
A reta perpendicular ao segmento OP pelo ponto P é uma reta tangente as circunferéncias

CeC'.

P . P’

c’
(¢

De fato, o segmento O’ P’ (cujo comprimento é o raio da circunferéncia C’) é perpendicular
ao segmento PP’ no ponto P’ que estd na circunferéncia C’ (lembremos que OP = O'P’).

Observemos que, neste caso, temos uma outra reta tangente as circunferéncias C e C’ (figura
abaixo).
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(b) Se r > 1 agiremos da segunte forma:
Consideremos OP um segmento que nos dé o raio da circunferéncia C.

Encontremos o ponto R sobre o segmento OP de tal modo que PR = 7’ e tracemos a
circunferéncia C” de centro em O e raio OR (ou seja, o raio da circunferéncia C” serd r — r/

- figura abaixo).

Encontremos a reta tangente a circunferéncia C” que passa pelo ponto O’ com ponto de
tangéncia @ € C” (na verdade temos retas tangentes distinas - figura abaixo).

Q

Consideremos a semi-reta com extremidade no ponto O que contém o ponto (), que inter-
ceptard a circunferéncia C no ponto S (figura abaixo).

Encontremos a reta paralela & reta que contém os pontos @ e O’ passando pelo ponto S
(figura abaixo).

Esta reta, t, serd, como mostraremos a seguir, a reta tangente as circunferéncias C e C’,
completando assim a construcao.

Observemos que, realmente, a reta ¢ é tangente as circunferéncias C e C’.
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De fato pois a reta que contém os pontos O’ e ) é tangente & circunferéncia C”, logo

— ™

'Q0 = 5 e como a reta t é uma reta paralela a reta que contém os pontos O’ e Q) teremos

§:

Q

, Ou seja, a reta t é uma reta tangente a circunferéncia C (figura abaixo).

ol 3

Seja S’ o ponto da reta t tal que o quadrilatero O'S'SQ seja um paralelogramo.

Neste caso temos que O'S’ = QS = RP = 1/, ou seja S’ estd sobre a circunferéncia C’
(figura abaixo).

Para finalizar, mostremos que a reta t é a reta tangente a circunferéncia C’ no ponto S’, ou
seja, que o segmento de reta SS’ é perpendicular ao segmento 0’5",

Para verificar isto observamos que os segmentos QS e O'S’ sdo paralelos e que o angulo
= A

S’'SQ é um angulo reto implicando que o angulo O’S’S também é devera ser um angulo
reto.

Portanto os segmentos O’S’ e S'S sdo perpendiculares em S’, mostrando que a reta que
contém o segmento SS’ (ou seja, a reta t) é uma reta tangente as circunferéncia C e C' (nos
pontos S e S’, respectivamente) como querfamos demonstrar.
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II. As circunferéncias sao tangentes.

Podemos ter uma tangéncia entre as circunferéncias e as duas serem exteriores uma da outra
(ou seja, a distancia entre os centros O e O’ é igual a soma dos raios r e 1’ - figura abaixo).

Outra possibilidade seria termos uma tangéncia entre as circunferéncias e uma delas ser interior
a outra, por exemplo C’ estd no interior de C (ou seja, a distancia entre os centros O e O’ seria
a diferenca dos raios r e r’ - figura abaixo).

Em qualquer um dos casos acima, a reta tangente comum as duas circunferéncias serd a reta
tangente a uma delas no ponto de interseccao das mesmas.

ITI. As circunferéncias sdo secantes.
Neste caso agiremos de modo semelhante ao do item I.

Deixaremos os detalhes como exercicio para o leitor.
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IV. Uma das circunferéncias estd no interior da outra.
Suponhamos que a circunferéncia C contenha, no seu interior, a circunferéncia C’.

Neste caso nao existird uma reta tangente comum pois toda reta tangente a circunferéncia C’
serd secante a circunferéncia C (figura abaixo).

(D
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Exercicio 1.10.12 C/’\onstﬂir\umlﬁridw AABC conhecendo-se o lado as medidas do lado BC,
isto é a, dos dngulos B=CBA e C = ACB.

Resolugao:
Um esbogo da situagao do problema acima é dado na figura abaixo:

A construcao pode ser feita da seguinte maneira:

1. Escolha um ponto B sobre uma reta r e encontremos o ponto C' sobre a mesma de tal modo que
BC = a (figura abaixo);

2. Encontremos um ponto X tal que o angulo CBX =B (transportamos o angulo o = B- figura
abaixo);
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3. Encontremos um ponto Y no mesmo Semi—plweteaminado pela reta que contém o segmento
BC e o ponto X, de tal modo que o angulo YCB = C (transportamos o angulo 5 = C' - figura
abaixo);

4. A inteserccao das semi-retas com extremidade nos pontos B e e no ponto C que contém os
pontos X e Y, respectivamente, estard o outro vértice, A, do tridngulo AABC, terminando a
construgao.

Exercicio 1.10.13 Construir um triangulo AABC conhecendo-se os comprimentos dos lados BC,
AC, isto €, a e b, respectivamente, e o comprimento hy da altura relativa ao lado BC.

ha

Resolucgao:
Um esbocgo da situagao é dado pela figura abaixo:
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1. Escolhamos um ponto B sobre uma reta r e encontremos um ponto C' sobre a mesma de tal
modo que BC = a (figura abaixo);

2. Tracemos uma reta s, paralela a reta r que dista h, da reta r (figura abaixo);

B c

3. Tracemos a circunferéncia de centro no ponto C' e raio b que encontrard a reta s num ponto que
serd o vértice A do tridngulo AABC (figura abaixo).

Observagao 1.10.5 Observemos que poderemos ter:

1. dois pontos, A e A’, se hy < b, , ou seja, dois triangulos, AABC e AA’BC, com as propriedades
requeridas (figura abaizo);
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A M
s
? ; i ; ; ha
'
B a c

2. um dnico ponto A, se hy = b, ou seja, um unico triangulo AABC (que serd retingulo no vértice
C') com as propriedades requeridas (figura abaizo);

r
B \/
b

3. nenhum ponto se hg > b, ou seja, nenhum triangulo AABC com as propriedades requeridas
(figura abaizo).

s

LN

Exercicio 1.10.14 Construir um triangulo AABC conhecendo-se os comprimentos dos lados AC,
AB, ou seja, b e c e o comprimento hg da altura relativa ao lado BC.
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Resolugao:
Um esbogo da situagao é dado pela figura abaixo:

1. Escolhamos um ponto A sobre uma reta r e encontremos um ponto B sobre a mesma de tal
modo que AB = ¢ (figura abaixo);

2. Tracemos a circunferéncia C, de centro no ponto A e raio h, (figura abaixo);
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3. Encontremos a reta s tangente a circunferéncia C e que contém o ponto B (figura abaixo);

4. Tracemos a circunferéncia C’ de centro no ponto A e raio b.

O vértice C estard na interseccdo da reta s com a circunferéncia C’ (pode existir um outro
ponto), com isto obtemos o triangulo AABC é o triangulo procurado (figura abaixo).

Observemos que de fato, o triangulo encontrado tem as propriedades requeridas pois: por cons-
trugao temos que AB = ¢, AC = b, além disso o segmento BC' é tangente a circunferéncia C de centro
em A e raio h, assim segue que a altura relativamente ao vértice A (ou ao lado BC) serd hy,.

Exercicio 1.10.15 Construir um triangulo AABC conhecendo-se os comprimentos dos lados AC,
AB, ou seja, b e ¢, respectivamente, e a mediana mg relativa ao lado BC.

Resolugao:
Geometricamente temos a seguinte situagao:
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1. Consideremos sobre uma reta r o ponto M e os pontos, A e A’, de tal M é o ponto médio do
segmento AA" e AM = A’M = m, (figura abaixo);

2. Tracemos as circunferéncias, Cp e C. de centro em A e raios b e ¢, respectivamente.

De modo anélgo tracemos as circunferéncias, C; e C., de centro em A’ e raios b e ¢, respectivamente
(figura abaixo);
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3. Na intersec¢ao das circunferéncias C, com C. obtemos o vértice C' e na intersec¢ao das circun-
feréncias C. com C; obtemos o vértice B, onde os pontos B e C sao escolhidos nos semi-planos
opostos relativamente a reta r (figura abaixo).

Observemos que o triangulo AABC tem as propriedades requeridas pois, por construcao, temos
que AC =b, AB=ce AM = m,.

Além disso, M é o ponto médio do segmento BC, pois ACA’B é um paralelogramo ja que os
triangulos AACA’ e AAA'B sao congruentes (caso LLL) e assim suas diagonais cruzam-se nos seus
respectivos pontos médios.

Exercicio 1.10.16 Construir um triangulo AABC conhecendo-se o comprimento do lado BC, isto
€ a, a medida do angulo A e o comprimento da mediana relativa ao lado BC, isto €, mg.

Exercicio 1.10.17 Construir um triangulo AABC' conhecendo-se os comprimentos BC' = a, AC =b
e o angulo A.

Resolugao:

Exercicio 1.10.18 Construir um triangulo AABC conhecendo-se os comprimentos do lado BC, a
saber, a, a medida do angulo A e o comprimento da mediana relativa ao lado AC, isto €, my.

Resolugao:
Geometricamente temos a seguinte situacao:

oM

B @ le}

Neste caso podemos agir da seguinte forma:

1. Sobre uma reta r, consideremos os pontos B, C' e C’ de tal modo que o ponto B seja o ponto
médio do segmento CC’ e C'B = BC' = a (figura abaixo):
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Q

2

2. Construamos o arco capaz, C1 do angulo A associado ao segmento BC (figura abaixo);

Q

o>

3. A circunferéncia C de centro no ponto C’ e raio 2m,, intercepta o arco capaz C; no ponto A e
assim obtemos o triangulo AABC com as propriedades requeridas (figura abaixo).

il

c B C.
a

Figura 1.2: C'A = 2my

Mostremos que o triangulo acima AABC' tém as propriedades requeridas.
Observemos que BC = a e A s&o os valores dados, por construgao.
Para completar, seja M um ponto sobre o segmento AC tal que M BC = AC'B (figura abaixo).
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Logo os triangulo AAC'C e AM BC' sao semelhantes (pois as retas que contém os pontos M, B e
os pontos A, C’ sdo paralelas) assim lados correspondentes guardam a mesma relagao.

Em particular:
MB  BC a 1 [ac’=2m;) MB 1

AC' T C'C T 2a 2 omy 2
ou seja, M B = my,.
Por outro lado,
MC BC 1 AC
ac —coc -2 o MO=

ou seja, M é ponto médio do segmento AC, mostrando que o triangulo AABC obtido acima satisfaz
as propriedades requeridas.

Exercicio 1.10.19 Construir um triangulo AABC' conhecendo-se o comprimento do lado BC, ou
seja, a e os comprimentos das medianas my e m, relativas aos lados AC e AB, respectivamente.

Exercicio 1.10.20 Construir um triangulo AABC conhecendo-se o comprimento do lado BC, isto
€, a, e os comprimentos das alturas, hy e h., relativas aos lados AC e AB, respectivamente.

Exercicio 1.10.21 Construir um triangulo AABC' conhecendo-se o comprimento da mediana relativa
ao lado BC, isto €, m, e o comprimento das alturas relativas aos lados BC e AC, ou seja, hy e hy,
respectivamente.

Exercicio 1.10.22 Construir um triangulo AABC' conhecendo-se o comprimento da mediana relativa
ao lado BC, isto €, mg, € 0 comprimento das alturas relativas aos lados AC e AB, ou seja, hy e he,
respectivamente.

Resolugao:
Geometricamente, temos a seguinte situacao:

C
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Passemos a construgao:

1. Consideremos, sobre uma reta r, os pontos A e M de tal modo que AM = m, (figura abaixo);

N

2. Encontremos o ponto A’ sobre a reta r tal que A’M = AM (ou seja, o ponto A’ é o simétrico
do ponto A em relagao ao ponto M - figura abaixo);

NV

3. Consideremos as circunferéncias, C; e Co, de centros em A e A’ e raio hy, (figura abaixo);
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4. Tracemos as semireta-retas, r1, tangente a circunferéncia C; que tem extremo no ponto A’ e ry,
tangente a circunferéncia Co que tem extremo no ponto A de tal modo que 71 e 79 estejam em
semi-planos opostos relativamente & reta r (figura abaixo);

Sabemos que o vértice B deverd estar sobre a reta r1 e o vértice C' deverd estar sobre a reta 7o,
pois deste modo a altura relativamente ao lado AC serd hy e além disso sobre um segmento que
contenha o ponto M pois deste modo o ponto M serd ponto médio do segmento BC.

5. Consideremos as circunferéncias, Cs e C4, de centros em A e A’ de raio h, (figura abaixo);

6. Tracemos as semi-retas reta, r3, tangente a circunferéncia C3 que tem extremidade no ponto A’
e r4, tangente a circunferéncia C4 que tem extremidade no ponto A de tal modo que as semi-
retas 71, r4 estejam em um mesmo semi-plano relativamente a reta r e o mesmo ocorra com as
semi-retas 7o e r3 (figura abaixo);
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Sabemos que o vértice B deverd estar sobre a reta r3 e o vértice C deverd estar sobre a reta 74,
pois deste modo a altura relativamente ao lado AB sera h. e sobre um segmento que contenha
o ponto M pois deste o ponto M serd ponto médio do segmento BC.

7. Na interseccao das retas r; e r4 temos o vértice B e na interseccao das retas ro e r3 temos o
vértice C}

O triangulo AABC tem as propriedades pedidas pois, ACA’B ¢ um paralelogramo (as retas rq,
r9 sdo paralelas assim como as retas r3 e 74).

Logo o ponto M é ponto médio do segmento BC' e assim AM = m, serd o comprimento da mediana
relativamente ao lado BC'.

A altura relativamente ao lado AC é hy, pois as retas 71 e ro sao paralelas e distam hy e a altura
relativamente ao lado AB é h., pois as retas r3 e rq sdo paralelas e distam h., logo o tridngulo AABC
tem as propriedades requeridas.
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Cs

1 T3

T2

T4

Cq

Exercicio 1.10.23 Construir um triangulo AABC conhecendo-se o comprimento do lado BC, isto
€ a, a soma dos comprimentos dos lados AB e AC, isto €, s = b+ ¢, e a altura relativamente ao lado
AC, ou seja hy.

Resolugao:
Geometricamente temos a seguinte situagao:

A

hy

Considermos a seguinte construcao: s=bte

1. Sobre uma reta r escolhamos os pontos B e C' de tal modo que BC = a (figura abaixo);
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2. Tracemos a semi-circunferéncia C; de centro no ponto B e raio hy; (figura abaixo);

3. Pelo ponto C tracemos a semi-reta r; tangente a semi-circunferéncia C; (que estara contida no
mesmo semi-plano da semi-circunferéncia - figura abaixo);

4. Sobre a semi-reta r; acima, encontremos o ponto A" de modo que CA’ = s (figura abaixo);
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5. Trasportemos o angulo BAC para o vértice B, mais claramente, encontremos o ponto A sobre
a semi-reta r; tal que ABA’ = BA'C (figura abaixo);

Com isto o triangulo AA’AB serd iséceles, ou seja, AB = AA’ e o triangulo procurado serd
AABC (figura abaixo).

De fato, o triangulo AABC terd as propriedades requeridas pois, por construgao BC = a, a altura
relativa ao lado AC é hy, (pois a reta r; é tangente a circunferéncia C;) e

AC+ ABMPM oA Al — bt c—s.

Exercicio 1.10.24 Construir um triangulo AABC conhecendo-se o comprimento do/lad\o BC, isto
€, a, a soma dos comprimentos dos lados AB e AC, isto €, s=c+b e o angulo A = BAC.
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Resolugao:

Geometricamente temos a seguinte situacao:
C

s=b+c
Passemos a construcao:

1. Consideremos sobre uma reta r os pontos B e C' de tal modo que BC = a (figura abaixo);

2. Construamos o arco capaz, C, do angulo A associado ao segmento BC (figura abaixo);

3. Consideremos a circunferéncia. C’ de centro no ponto C' e raio s = b + ¢ (figura abaixo);
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~

A _
4. Construamos o arco capaz, C”, do angulo 3 associado ao segmento BC

Figura 1.3: 8 = 5

o~

5. Consideremos o ponto A’ obtido da interseccao do arco capaz do angulo ) associado ao segmento

BC, C", com a circunferéncia C’ (figura abaixo);

6. A reta que passa pelos pontos A’ e C' interceptard o arco capaz C no ponto A (figura abaixo);
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l : a E

O triangulo AABC' tém as propriedades requeridas (figura abaixo).

>

Para mostrar isto, observemos que AAB=r-A (figura acima).

Mas, por construcao, BAA = ﬁgura abaixo).

>

Figura 1.4: =%
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Logo
ABA =7 — BA/A+A/AB} e {2+ [W—A}} — 5 =BAA

o que mostra que o triangulo AA’AB é iséceles, logo temos AB = A’ A.

Portanto
BA+AC = A A+ AC = s,

ou seja, o triangulo AABC tem as propriedades requeridas.

Exercicio 1.10.25 Construir um triangulo AABC conhecendo-se o comprimento do lado BC, isto
€ a, o dngulo A e a diferenca dos comprimentos dos lados AC e AB, isto €, s =b—c.

Resolucgao:
Geometricamente temos a seguinte situacao:

Passemos a construcao:

1. Consideremos sobre uma reta r os pontos B e C' de tal modo que BC = a (figura abaixo);

2. Construamos o arco capaz, C, do angulo A associado ao segmento BC (figura abaixo);

3. Tracemos a circunferéncia, C’, de centro no ponto C' e raio s = b — ¢ (figura abaixo);
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arco

associado ao segmento BC' que encontrara a

() e %

T
4. Tracemos o arco capaz, C”, do angulo 5 +
circunferéncia C’ no ponto D (figura abaixo);

\ !j
s

5. A reta que passa pelos pontos C' e D encontrard o arco capaz do angulo /T, isto é, C, no ponto

A (figura abaixo);
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108
Afirmamos que o triangulo AABC tem as propriedades requeridas.

De fato, por construgao BC = a.
Observemos que (veja figura abaixo)

DO )

+

N
~
I
N
|

(CY %

25§:w_ﬁﬁazﬂ_<

2O | ey

Logo

A
2

o 3

>:

!

@:W_B/@_mzw_g_(

ou seja, o triangulo AABD é iséceles.
Logo AB = AD, assim
AC —AB=AC—-AD=DC =35

dado, concluindo a verificagao.

Exercicio 1.10.26 Construir um triangulo AABC conhecendo-se o perimetro AB + BC' +CA = 2p

e as medidas dos angulos BeC.
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Exercicio 1.10.27 Construir um triangulo AABC conhecendo-se o perimetro AB+ BC +CA = 2p
e a medida do dngulo A e o comprimento da altura relativa ao lado BC, isto é, h,.

Exercicio 1.10.28 Construir um triangulo AABC conhecendo-se o comprimento do lado BC, isto
€, a, o comprimento da altura relativa ao lado BC, isto €, hy, e a medida do raio R da circunferéncia
circunscrita no mesmo.

Exercicio 1.10.29 Construir um triangulo AABC conhecendo-se os comprimentos da altura rela-
tiva ao lado BC, isto ¢, hy, da mediana relativa ao lado BC, isto é, m, e a medida do raio R da
circunferéncia circunscrita mo mesmo.

Exercicio 1.10.30 Construir um triangulo AABC conhecendo-se a medida do angulo K, 0 compri-
mento do lado AC, isto é, b, e a medida do raio r da circunferéncia inscrita no mesmo.

Exercicio 1.10.31 Construir um triangulo AABC conhecendo-se os comprimentos da altura relativa
ao lado BC, isto €, hy, da mediada relativa ao lado BC', isto €, m, e da bissetriz do angulo A.

Exercicio 1.10.32 Determinar o raio de uma circunferéncia circunscrita o triangulo AABC cujo
vértice C € inacessivel (figura abaixo).

Resolugao:
Neste caso agiremos da seguinte forma:

1. Encontremos a mediatriz do segmento AB (figura abaixo);

mediatriz
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2. Encontre o ponto X na semi-reta que estd contida na reta que contém os pontos A e C, de
extremidade no ponto A, que nao contém o ponto C' e um ponto Y no semi-plano determinado
p/ela\ reta que passa pelos pontos A e C que contém o ponto B de tal modo que o angulo
YAX =B (tranporte do angulo B - figura abaixo);

mediatriz

Como conseqiiéncia temos que o angulo BAY = C.
De fato, pois a soma dos angulo internos do tridngulo AABC é 7, mas
2+§E+m:w:§@+@+m, assim EE:C\’
—— ——

A B

Deste modo obtivemos a medida do angulo C ;

3. Encotremos o centro O do arco capaz, C, do angulo BAY = C associado ao segmento AB (figura
abaixo);

mediatriz

O centro, O, da circunferéncia que determina o arco capaz acima (obtido da interseccao da
mediatriz do segmento AB com a perpendicular a reta que passa pelos pontos A e Y pelo ponto
A) serd o centro da circunferéncia circunscrita ao triangulo AABC.
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A demonstracao é imediata ja que o vértice deverd estar sobre o arco capaz C.

Exercicio 1.10.33 Tragar por um ponto P uma reta que passe pelo ponto de interse¢do (inacessivel)
das retas r e s.

Exercicio 1.10.34 Construir um trapézio ABCD conhecendo-se a soma das bases AB e CD, isto é,
AB + CD = s, o comprimento das diagonais AC' e BD, isto é, AC =p e BD = q e o comprimento
do lado AD, ou seja, AD = a.

Resolucgao:

1. Consideremos sobre uma reta r dois pontos A e E de tal modo que AE = s (figura abaixo);

2. Consideremos o ponto C que é interseccao das circunferéncias de centros em A e E e raios p e
q, respectivamente (figura abaixo);

® o
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3. Tracemos a reta s paralela a reta r pelo ponto C (figura abaixo);

C
®

P q
" — — — — — —
A

E

4. A circunferéncia de centro no ponto A e raio a encontra a reta s no ponto D e a circunferéncia
de centro no ponto D e raio ¢ encontra a reta r no ponto B (figura abaixo);

g
\\D .
L 3
\ @
" — — — — =3 — *
/
a

O trapézio ABCD obtido é o procurado pois, AD = a, AC =p, BD =q.
Além disso temos que CD = BE (pois BECD é um paralelogramo), assim

AB+CD = AB+ BE =s.

Exercicio 1.10.35 Dados os pontos A e B em um mesmo semi-plano determinado pela reta r deter-
minar o ponto P sobre a reta r de forma que PA+ PB seja o menor valor possivel.

B

Resolugao:
Observemos a figura:
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Ps Py Py

1. Seja B’ o ponto simétrico de B em relagao a reta r (obtido tragando-se a perpendicular a reta r
pelo ponto B, que encontra a reta r no ponto C; assim podemos encontrar o ponto B’ sobre a
sem-reta obtida da perpendicular com extremidade em C' que nao contém B tal que CB' = CB

- figura abaixo);

o>

2. Tracemos o segmento AB’ que intercepta a reta r no ponto P (figura abaixo);

B

o
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3. Afirmamos que o ponto P tem a propriedade de PA + PB ser o menor valor da expressao
AX + X B para todo ponto X na reta r (figura abaixo).

>

R

De fato, para qualquer X sobre a reta r temos que
AX+XB> AP+ PB

pois os pontos A, P e B’ sao colineares e se X # P temos que os pontos A, X e B’ nao serao
colineares, ou seja,

AX+XB=AX+XB > AP+ PB'= AP + PB,

mostrando que este valor é o menor possivel (figura abaixo).

B’

Exercicio 1.10.36 Suponhamos que as retas paralelas r e s sGo as margens de um 1i0 e 0s pontos A
e B representam cidade em lados opostos da margem desse rio (vide figura abaixo).
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B
Deseja-se construir uma ponte P(Q) (onde P € r e Q € s) perpendicular as margens de forma
que construindo-se as estradas AP e BQ o percurso total da cidade A até a cidade B seja o menor
possivel.

Deteminar a posicdo da ponte.
Resolucgao:
Na verdade devemos determinar onde deverd ficar o ponto P para que

AP+ PQ+ QB

seja o menor valor possivel com P e () sobre as retas r e s, respectivamente.
Em geral a situacao sera a seguinte:
A

B
1. Encontremos a perpendicular a reta r (ou s) que passa pelo ponto B; ela encontra a reta s no
ponto C e a reta r no ponto D (figura abaixo);

A
°
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2. Encontre o ponto E sobre o segmento BD do item 1. tal que BE = CD (figura abaixo);

o

B

3. Tracemos o segmento de reta AE que encontra a reta r no ponto P (figura abaixo);

.

4. A reta perpendicular a reta r (ou s) pelo ponto P encontra a reta s no ponto @ (figura abaixo);

5. O caminho AP U PQ U QB serd o caminho procurado (ou seja é o menor valor procurado).
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D
OF "
E
[] S
e
Q .

A demonstragao desse fato é semelhante a do exercicio 35. (se as retas r e s fossem coincidentes
seria exatamente o caso do exercicio 35.) e serd deixada como exercicio para o leitor.

Exercicio 1.10.37 Um navio N deseja atingir o porto P da carta ndutica mostrada na figura abaizo.
Em derto instante, o capitao avista os fardis A, B e C (ndo colineares) e mede os sequintes angulos
ANB, BNC.

Usando a régua € o compasso determine a posi¢ao do navio e sua distancia ao porto. A escala da
carta ndutica ¢ 1 :10.000.

Resolucgao:
Vamos a resolucao:
1. Consideremos a semi-reta que contém o segmento AB com extremidade em A, denotada por
— —
AB e a semi-reta que contém o segmento BC' com extremidade em B, denotada por BC' (figura
abaixo);
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—
2. Encontremﬁo\ ponto X no semiplano determinado pela reta AB que comtém o ponto P, de tal
modo que XAB = « (ver figura abaixo).

<
De modo semelhante podemos encontrar o ponto Y no semiplano determinado pela reta BC' que

contém o ponto P, de tal modo que YCB = B (figura abaixo).

A
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3. Tracemos o arco capaz dos angulos o = BAX relativamente ao segmento AB e o arco capaz do
angulo 8 = BCY relativamente ao segmento BC (figura abaixo);

4. Na intersecao dos arcos capazes encontra-se o ponto IV, ou seja, o ponto de localizacao na carta
nautica do navio. O outro ponto de interseccao das duas circunferéncia é o ponto B;

5. Tendo a localizacao do ponto podemos utilizar uma régua enumerada para medir a distancia do
ponto N ao ponto P que multiplicada por 10.000 nos darad a distancia real do navio ao porto.

Exercicio 1.10.38 Construir um triangulo AABC sabendo-se que o comprimento AB = 5,3cm,
cos(A) = 0,6 e que o lado BC' € o menor possivel.

Exercicio 1.10.39 Construir um retangulo comprimento de uma diagonal, por exemplo, AC =d, e
de seu semi-perimetro AB + BC = p.

Resolucgao:
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Suponhamos que o problema esté resolvido.

M

A

Observemos que se X é um ponto de interseccdo da circunferéncia de centro em A e raio p com a
reta que passa pelos pontos A e B entao o tridngulo AX BC é iséceles, pois

AB+BC =p=AB+ BX, logo BX = BC.

Assim B/ﬁ( = C/')-(\B

Mas o angulo XBC — ABC — %7

logo, da soma dos angulos internos do tridngulo ABCX ser igual a m, segue que

— = T
BCX =CXB = 1
Portanto o ponto X estd na intersecgao da circunferéncia de centro no ponto A e raio p com o arco
capaz do angulo Z associado ao segmento AC' e assim podemos construir o retangulo pedido.
Vamos a construcao geométrica:

1. Dada uma reta r e um ponto A sobre a mesma encontremos um ponto C de tal modo que

AC = d (figura abaixo);

2. Encontremos o ponto médio M do segmento AC e tracemos uma circunferéncia, de centro em
M, que contenha os pontos A e C' (isto é, seu raio é M A = MC), que serd indicada por C(figura
abaixo);
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N

3. Tracemos uma circunferéncia, de centro em A de raio p, que serd indicada por C’ (figura abaixo);
4. Encontremos o ponto Y de modo que YCOA =

4

5. Tracemos o arco capaz do angulo acima sobre o segmento AC.

\ 3

(figura abaixo);

Este arco encontrard a circunferéncia C’ no ponto X (podemos ter outro ponto - figura abaixo);
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45°

5
%7

6. O segmento de reta AX intercepta a circunferéncia C no ponto B.

O ponto B é um dos vértice do retangulo procurado (figura abaixo);

5

De fato, temos que o tridngulo AABC' é retangulo no angulo B pois o ponto B esta na circunferéncia
C (cuja hipotenusa é o segmento AC).

Como o triangulo ABXC é iséceles (na verdade BXC = % e como XBC = g temos que XCB =

temos que BX = BC.

Assim

)

AB+ BC = AB + BX =,

pois os pontos A, B e X sao colineares e AX = p é raio da circunferéncia C’.
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Os outros vértices podem ser obtidos encontrando-se a intersec¢ao das circunferéncias de centros
nos pontos A e C e raios BC e AB, respectivamente.

Observagao 1.10.6 Podemos obter uma solugcdo algébrica, como veremos a sequir:
Suponhamos que o retangulo ABCD tenha as propriedades requeridas.

D

Sabemos que
AC =d
2AB+4+2.BC=2p=AB+BC=p=BC=p—AB (%)
AB* 4 BC? =? = AB* = d® - BC? Y AB* = @ — (p — AB)? =

2 _d2
AB?=d® — (p® —2.p.AB + AB?) = AB*> — p.AB - © —=0= (1.10)
py/p? +425% +/3p2 — 242
AB = I _PEVI o
2 2 '
Como
3p? — 2d° > p?,

(pois p = AB + BC > AC = d) temos duas solug¢oes algébricas para o problema acima mas sé uma
pode ser obtida geometicamente, a saber,

AB*IH— \/3p? — 2d?

2 I

pois \/3p% — 2d2 > p.

Algebricamente temos que

. _ p+/3p*—2d>  p—/3p? —2d?
ro=p—AB=p— 5 =

2

<0

serd a outra solucdo da equacdes do sequndo grau acima.

Tendo o valor de AB podemos obter geometricamente o retangulo com as propriedades requeridas
bastando para isto executar os itens abaixo:

1. Encontremos sobre uma reta v os pontos A e B tal que o segmento AB tenha comprimento AB
obtido acima;
2. Tracemos pelo ponto A a circunferéncia de centro em A e raio d = (AC);

<
3. A reta perpendicular a reta AB pelo ponto B encontrard a circunferéncia acima no ponto C;
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4. Tracemos as circunferéncia de centros em A e C e raios BC' e AB, respectivamente.

Na intersec¢do das duas circunferéncias (que estiverem no mesmo semi-plano determinado pela
—

reta AB) encontraremos o vértice D.

Como veremos no prozimo capitulo, em algumas situagoes as solugoes algébricas podem ser mais
simples de serem obtidas do que as solugdes geométricas (via regra e compasso).

Exercicio 1.10.40 Dados em posi¢cao os pontos A, B e P e dado um segmento C'D, tracar pelo ponto
P uma reta r de modo que os pontos A e B estejam num mesmo semi-plano determinado pela reta r
e que a soma das distincias dos pontos A e B a reta r sejam iguais a 2CD (ver figura abaixo).

Exercicio 1.10.41 Dados em posi¢cao os pontos A, B e P e dado um segmento C' D, tracar pelo ponto
P uma reta v de modo que os pontos A e B estejam em lados opostos dos semi-planos determinado
pela reta v e que a soma das distincias dos pontos A e B a reta r sejam iguais a CD (ver figura
abaizo).

Exercicio 1.10.42 Nos problemas 40. e 41. substitua a palavra “soma” por ”diferenca”.

Exercicio 1.10.43 Dados as circunferéncias C C’, o ponto A e a > 0, como na figura abaizo, tracar
pelo ponto A uma reta secante que passa pelos pontos A, P € C e Q € C' de forma que tenhamos

PQ = a.
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Exercicio 1.10.44 Utilizando a figura acima, encontrar os pontos P € C e Q € C' tal que os pontos
P, A e Q sejam colineares e o segmento PQ) tenha o maior comprimento possivel.

Exercicio 1.10.45 Utilizando a figura acima, encontrar os pontos P € C e Q € C' tal que os pontos
P, A e @ sejam colineares e PA = AQ.

Exercicio 1.10.46 Conhecemos de uma circunferéncia C apenas a parte que se vé na figura abaizo.
Limitando-se ao espaco disponivel, determine o raio da circunferéncia C.

Exercicio 1.10.47 Construir um quadrado conhecendo-se um ponto em cada um dos lados do mesmo.

Exercicio 1.10.48 Sejam A, B, C e D pontos, distintos, sobre uma reta r, distribuidos sobre a
mesma nessa orldem. Tracar pelos pontos A e B duas retas paralelas e pelos pontos C e D outras
duas retas paralelas de modo que as intersecoes dessas retas formem um quadrado.

Exercicio 1.10.49 Sejam A e B dois pontos que pertecem um mesmo semi-plano determinado por
uma reta r. Determinar um ponto P sobre a reta r de modo que o angulo formado pela reta r e pelo
segmento PB seja o dobro do o angulo formado pela reta r e pelo segmento PA.

Exercicio 1.10.50 Sejam A e B dois pontos que pertecem um mesmo semi-plano dete%ado por
uma reta r. Determinar um ponto P sobre a reta r de modo que a medida do angulo APB seja o
maior possivel.
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Capitulo 2

Expressoes Algébricas

2.1 Introducao

Neste capitulo trataremos de problemas de construcoes geométricas via resolucao de equagoes algébricas
e vice-versa.
Como motivacao consideremos o seguinte problema:

Exemplo 2.1.1 Constriur um quadrado OABCD conhecendo-se a soma da diagonal com um dos
lados, por exemplo, AC + AB ¢ dado.

Resolucgao:

Se AB = a (nao conhecemos este comprimento) e d é a diagonal (que também néo conhecemos)
entdo como o triangulo AABC (figura acima) é retangulo e isceles, do Teorema de Pitdgoras, segue
que

[CDZéBZ(l] 2@2

d?> = AB? + BC? = d=aV2 (2.1)

Assim
d=aVv2+a

é conhecido, digamos s, ou seja, temos que resolver a equagao algébrica

d+a=s (|z::>n) a2+a=s = a=

ou ainda,

s \@—1_3(\/5—1)_8 -
a_ﬁ+1\@—1_(\/§)2—12_ (\@ 1)’

ou seja,

a=s(vV2-1).

127
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Portanto temos uma férmula para encontrar o comprimento de um dos lados (e portanto todos)
do quadrado e podemos tentar tracd-lo geometricamente (deixaremos como exercicio para o leitor

traga-lo).
Veremos, mais adiante, como essa solugao pode ser construida geometricamente.

2.2 A 4. Proporcional

Definigao 2.2.1 Sejam a, b e ¢ 0o comprimento de trés segmentos.
Diremos que x ¢ a 4.* proporcional entre a, b e ¢ se

Observacgao 2.2.1

1. A relacdo acima € equivalente a igualdade

ax = bc

que apareceu no Exemplo (TI) no inicio do curso onde obtivemos a sua resolu¢iao geométrica,
utilizando as idetas dos gregos.

2. Vamos obter x, geometricamente, de uma outra maneira, utilizando o Teorema de Tales.

Para isto:

(a) Consideremos um dngulo qualquer (nao raso, isto é, ndao igual a ) com vértice no ponto
O (ver figura abaizo).
(b) Sobre um dos lados do angulo encontremos os pontos A e C de tal modo que (ver figura

abaizo)
OA=a e AC=c

(c) Sobre o outro lado do angulo encontremos o ponto B de tal modo que OB = b (figura
abaizo).
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< —
(d) Tracemos pelo ponto C uma reta paralela a reta AB, que intercepta a semi-reta OB no

ponto D (figura abaixo).

(e) Afirmamos que x = BD, isto é, a solu¢ao da 4.* proporcional entre a, b e c.

< <
De fato, como as retas AB e CD sdo paralelas, os triangulos AOAB e AOCD sdo semelhantes
(caso AAA).

Logo lados correspondentes guardam uma mesma propor¢do, por exemplo:

04_oc
OB OD’
ou seja,
OA  OA+ AC
OB OB+ BD’
ou ainda,
a a—+c . . .
b b isto €, a(b+x) =b(a+ c),

que implicard (observemos que ab = ba)

. a
ar = be,  ou, equivalentemente 7= o

c
x
mostrando que x = BD € a 4.a proporcional entre a, b e c.

Trataremos a seguir de varios exemplos que mostrarao como esta nocao poderd ser util em cons-
trugoes geométricas.

Exemplo 2.2.1 Inscrever no triangulo AABC dado um quadrado com um lado sobre o segmento

BC.
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Resolucgao:

Suponhamos que o problema foi resolvido (figura abaixo).

Observemos que o quadrado LOJM N PQ estd inscrito no triangulo AABC com lado M N sobre o
lado BC.

Consideremos BC' = a e o comprimento da altura do triangulo AABC igual a h, relativamente ao
lado BC' (isto é h = h,).

Seja z o comprimento do lado do quadrado OM N PQ (figura abaixo).

<
Observemos que os tridangulos AAQP e AABC sao semelhante (caso AAA, pois as retas PQ e
>
CB sao paralelas).

Logo elementos correspondentes quardam a mesma proporgao, em particular:

h—x_% T

h ~ BC a
Logo
xh =ah —ax, ouseja, axr+ xh=ah
e assim .
a
T= (2.2)

Portanto temos uma férmula que nos dé o valor z em funcao dos valores a e h.
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Para construirmos o quadrado observemos que a relagao (EZ32) pode ser escrita da seguinte forma:

a—l—h_ﬁ

)
a X

isto é, £ é a 4.% proporcional entre a + h, a e h.
Logo podemos obter um segmento de comprimento x utilizando a construgao a seguir:

Conhecido o valor z, gemometricamente, podemos tracar quadrado LIJM N P@Q da seguinte forma:

- >
1. Tracemos a altura AD do triangulo AABC (basta encontrar a perpendicular a reta BC' pelo
ponto A);

2. Sobre o segmento AD, encontrar o ponto F tal que DE = x;

<
3. A reta paralela a reta BC pelo ponto F interceptard os lados AB e AC nos pontos QQ e P,
respectivamente;

<
4. Tracando-se as retas perpendiculares a reta QP pelos pontos ) e P obtermos, na interseccao
<«

com a reta BC, os outros dois vértices M e N, respectivamente (figura abaixo).

5. O quadrildtero M NPQ é um quadrado (verifique!) inscrito no triangulo AABC com o lado
MN sobre o lado BC, como queriamos.

2.3 Sobre a Equagao = = va? + b?

Observagao 2.3.1 Sejam a e b comprimentos de dois segmentos.
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1. Entao o nimero real (maior que zero)

T =\ a? £ b2,

pode ser interpretado, pelo Teorema de Pitdgoras, como sendo o comprimento da hipotenusa de
um triangulo retangulo cujos catetos tém comprimentos a e b (figura abaizo).

2. De modo semelhante, o nimero real (maior que zero)

z=+a? — b2

pode ser interpretado, pelo Teorema de Pitdgoras, como o valor do comprimento de um dos
catetos de um triangulo retangulo que tem hipotenusa com comprimento a e outro cateto com
comprimento b (figura abaizo).

3. Mais geralmente, expressoes do tipo

¢ﬁimi§i .
N

numero finito de parcelas

podem ser construidas geometricamente utilizando vdrias vezes os procedimentos acima, como
veremos no exemplo a sequir.

Exemplo 2.3.1 Construir a diagonal de um paralelepipedo retangulo cujas dimensées sio a, b e c.

Resolucgao:
Sabemos que o comprimento diagonal de um paralelepipedo reto cujos comprimentos das arestas

que o determinam sao: a, b e ¢ é dada por (basta aplicar o Teorema de Pitdgoras aos triangulos
retangulos AABC e AACD - ver figura abaixo):

z=vVa?+ b2+ 2.
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Va?Z + b2 + 2

Va2 + b2

Seja

m = vV a? + b2.
= vVm?+c?

e assim determinamos o comprimento da diagonal, geometricamente, utilizando-se duas vezes o pro-
cedimento definido anteriormente, a saber:

Deste modo

1. Construimos o tridngulo retdngulo de catetos com comprimentos a e b.

Logo sua hipotenusa tem comprimento m (figura abaixo);

m = Va? + b2

2. Depois construimos o tridngulo retangulo com um cateto de comprimento ¢ e o outro cateto com
comprimento m.

Assim sua hipotenusa terd comprimento

24242
\/c2+m2[m o ]\/a2+b2+02:x

como querfamos (figura abaixo).

z = +/a? + b2 4 2
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2.4 A Expressao ay/n, com n € N

Observagao 2.4.1

1. Dado a, o comprimento de wm segmento, podemos construir segmentos cujos comprimentos sao
av?2, aV3, aV4, - ,an,---

por meio da sequinte construcdo:
As

Ay
Aq

De fato, aplicando-se o Teorema de Pitdgoras ao triangulo retangulo AOAA; temos
AA? = OA} + 0A? = a* + d® = 24°,

logo
AAy = aV2.

Aplicando-se novamente o Teorema de Pitdgoras ao triangulo retangulo AAA1As temos
AAZ = AA? + A1 A = 2d° + a® = 3d?,

logo
AAy = aV/3.

Logo, por indugao, podemos mostrar que:

AA; =avV2 = AAy=aV3, AAs=aV4, AA;=aV5, -

2. Sen for muito grande podemos, algumas vezes, encontrar um caminho mais rdapido para construir
o segmento com o valor pedido.

Por exemplo, se queremos construir um segmento de comprimento av/21 podemos agir da se-
guinte forma:

(a) Construimos um triangulo retangulo com catetos de comprimentos 4a e 2a.
Logo sua hipotenusa, pelo Teorema de Pitdgoras, terd comprimento av/20 (figura abaizo).

C

av/20

2a
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De fato, pois aplicando-se o Teorema de Pitdgoras ao triangulo retangulo AABC' obteremos

AC = \/AB? + BC? = \/16a2 + 4a2 = aV/20,

com isto obtemos um segmento de comprimento av/20, a saber, o segmento AC.

(b) Em seguida construimos um triangulo retingulo com catetos de comprimento av/20 e a.

Deste modo sua hipotenusa terd comprimento av/21 (figura abaizo).

De fato, pois aplicando-se o Teorema de Pitdgoras ao triangulo retangulo AAC D obteremos

AD =\/AC? + CD? = /2042 + a2 = aV/21,
com isto obtemos um segmento de comprimento a\/21, a saber, o segmento AD.
Um outro de exemplo que podemos aplicar as idéias acima é dado pelo:

Exemplo 2.4.1 Construir um quadrado conhecendo-se a soma, s, do comprimento da diagonal com
o comprimento de um lado do mesmo.

Resolugao:
Se a é o comprimento do lado do quadrado procurado sabemos (do Exemplo (1)) que

azs(\/ﬁ—l)zsﬂ—s.

Para obté-lo geométricamente construimos um triangulo retangulo iséceles com comprimento dos
catetos iguais a s.

Logo sua hipotenusa terd comprimento sv/2.

Subtraindo-se s do valor acima obteremos o valor a, e portanto um segmento de comprimento a
(figura abaixo).
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Com isto podemos construir nosso quadrado a partir desse lado de comprimento conhecido (figura
abaixo).

2.5 A Média Geométrica

Definicao 2.5.1 Dados os numeros reais positivos a e b, definimos a sua média aritmética, indi-
cada por mg, como sendo:

. a+b

ma:2.

Sua média geométrica, indicada por my, serd definida como:

mgi\/cw.

Sua média Pitagoérica, indicada por m,, como sendo:

a? + b2
5

my =

Observagao 2.5.1

1. A construcdo da média aritmética € simples, para isto basta encontrar o ponto médio do intervalo
de comprimento a + b (via mediatriz - figura abaizro);

Ou seja, AB € a média aritmética de a e b.

2. A construcdo da média geométrica aparece em um triangulo retangulo.

Suponhamos que um triangulo retangulo AABC tem um cateto de comprimento b e hipotenusa

de comprimento a (figura abaizo).
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Q

Se h € o comprimento da altura relativa a hipotenusa AB entdo temos as sequintes relagées (cuja
verifica¢do serd deizada como exercicio para o leitor):

h? =mn (2.3)
¥ =a m, (2.4)
onde
m=AD, n=DB
< —
e D é o ponto de intersecdo da reta perpendicular a reta AB pelo ponto A com a reta AB (figura
abaizo).
C
b
h
m - n
A D B

Assim, (E33) nos diz que o comprimento da altura do triangulo AABC relativamente ao lado
AB (ou seja, a hipotenusa do mesmo, ou ainda, h) é a média geométrica entre os comprimentos
das projecoes dos catetos sobre a hipotenusa, isto é,

h =+vmn.

Ja (Z2) nos diz que o comprimento de um cateto é a média geométrica dos comprimentos da
sua projecdo sobre a hipotenusa e o comprimento da prépria, ou seja,

b=+vam.

A construgao da média geométrica pode ser feita de varias maneiras.
Exibiremos trés modos distintos de fazé-la:

1.a construcgao:

(a) Sobre uma reta r obtenha trés pontos A, B e C' de tais modo que AB =a e BC = b, com
o ponto B no segmento AC' (figura abaixo);

A a B b
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(b) Construa a semi-circunferéncia de centro no ponto médio, M, do segmento AC e raio

A
TC (figura abaixo);

(c) Encontre a reta perpendicular a reta r pelo ponto B que encontra a circunferéncia obtida
no item (b) no ponto D (figura abaixo);

v <F " b ¢

(d) Temos BD = vab, ou seja, BD é a média geométrica de a e b (figura abaixo).

>
o
©
o

De fato, pois o tridngulo AADC é um tridngulo retangulo no vértice D.

Logo, do item 2. desta observacao, segue que o comprimento da altura do triangulo AADC, h,
relativamente a hipotenusa AC serd dada por a.b, isto é,

BD = h = +ab,

ou seja, BD serd média geométrica de a e b (figura abaixo).
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2.a construgao:

Suponhamos que a > b.

(a) Encontremos sobre uma reta r os pontos A, B e C' de modo que AC = a, AB = b, com o
ponto B no segmento AC (figura abaixo);

— AC
(b) Tracemos a semi-circunferéncia de centro no ponto médio, M, do segmento AC' e raio -

(figura abaixo);

—

(c) Encontremos a reta perpendicular a reta r pelo ponto B que encontra a sem-circunferéncia
acima no ponto D (figura abaixo);
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(d) Com isto temos que AD = vab, ou seja a média geométrica entre a e b (figura abaixo).

De fato, do item 2. da observacao acima temos que AD? = ab, isto é,
AD = vab,

ou seja, AD serd média geométrica de a e b (figura abaixo).

III. A terceira delas utilizard a nocao de poténcia de um ponto relativamente a uma circunferéncia
que serd introduzida a seguir.

Definigao 2.5.2 Dada uma circunferéncia C e um ponto P exterior a circunferéncia C definimos a
poténcia do ponto P relativamente a circunferéncia C como sendo o comprimento do segmento

PT elevado ao quadrado (isto é, PT?) onde o ponto T é wm ponto de tangéncia da reta tangente a
circunferéncia C que contém o ponto P (figura abaizo).
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O Teorema abaixo nos d4 um outro modo de construir a média geométrica.

Teorema 2.5.1 (Teorema da Secante-Tangente) Sejam P é um ponto exterior a uma circun-
— —
feréncia C, PT e PAB as retas tangente e secante a circunferéncia C, respectivamente (o ponto T € o

—
ponto de tangéncia da reta PT com a circunferéncia C, A e B estdo sobre a circunferéncia C e sobre
a reta secante - figura abaizo).

Entao
PT? = PA- PB.
T C
P
A
B
Demonstracgao:

Suponhamos que a circunferéncia C tem centro no ponto O e raio OT, onde o ponto T' é o ponto
de tangéncia da reta que contém o ponto P com a circunferéncia C (figura abaixo).

Consideremos um ponto A sobre a circunferéncia C e o ponto B obtido da intersegdo da reta que
contém o segmento PA com a circunferéncia C (figura abaixo).
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<
B
Com isto, em particular, obtemos os seguintes triangulos APBT e APAT.

T

N
B
Afirmamos que os triangulos APBT e APAT sao semelhantes
De fato, consideremos:

o= PBT, B=BTP, ~=TPB,
Y= T/A\O, T = m, » = PAT.
Como o triangulo AOT A é iséceles (OT = OA é o raio da circunferéncia C) segue que
@:m:y e AOT =2PBT =2a.

Assim, do triangulo AOT A segue que

AOT +OTA+TAO =7 = 20042y =m, ou seja a—i—y:g. (2.5)
|\ —
:2y
Observemos também que
— T — —— —_— —_— —_ T
OTP = 5 logo x+4+y=ATP+TAO = ATP + OTA=PTO = 5 (2.6)
=OTA
Das equagoes (E3) e (E0) acima segue que
T =a ouseja, ATP = PBT. (2.7)
Do triangulo APBT segue que
PBT+BTP+TPB=7 = a+fB+~y=n (2.8)
e do triangulo APAT segue que
— — _— /\A:/\
PAT + ATP +TPA=7n 75" .4 o tv=n = ztaty=m (2.9)
(=2)
="«

Comparando (E3) e (E9) segue que

o que implica que os triangulos APAT e APBT sao semelhantes (caso AAA).
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Logo elementos correspondentes dos dois tridngulos guardam a mesma proporgao, em particular
temos que a seguinte identidade

PA _ PT

= : 4 . _ 2
BT = PR’ istoé, PA-PB=PT=*,

concluindo a demonstracao do resultado.

Observagao 2.5.2

1. Para obter geometricamente a média geométrica pelo terceiro modo, agiremos da sequinte forma:

(a) Dados a e b encontremos trés pontos A, B e P sobre uma semi-reta com extremidade no
ponto P tal que PA=a e PB =b (figura abaizo);

(b) Encontremos uma circunferéncia C que passe pelos pontos A e B (seu centro estard na
mediatriz do segmento overlineAB - figura abaizo);
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(¢) Encontre o ponto T' de tangéncia da reta tangente a circunferéncia C, que contém o ponto
P (figura abaizo);

(d) Com isto temos que PT é a média gemr;étm'ca de a eb.
De fato, do Teorema da Secante-Tangente, seque que

PT? = PA.PB, ouseja, PT =+\PA.PB=+ab,
mostrando-se que PT é a média gemométrica entre a e b.

2. Se no tltimo caso, escolhermos uma outra circunferéncia C', o ponto de tangéncia T' ird mudar
porém o comprimento do segmento PT' ndo se alterard, ou seja,

PT = PT'.

3. Na verdade o que mostramos é que o lugar geométrico formado pelos pontos de tangéncia das
retas tangentes, que contenham o ponto P, as circunferéncias que passam pelos pontos A e
B estao sobre a circunferéncia de centro em P e raio PT, onde o ponto T foi escolhido com
anteriormente.

Isto segue do fato que PT é constante, a saber, PT = «/ab - (figura abaizo).
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Exemplo 2.5.1 Dados a,b > 0, resolver, geometricamente, a equagao do 2.0 grau
22 —ax+b* =0,
onde a e b sao numeros reais ndo negativos.

Resolugao:
Observemos que para a equagao do 2.0 grau acima ter solucao real deveremos ter

A=(—a)’—410*>0 <= a>2b
Observemos que se a = 2b entao, a equagao do 2.0 grau acima tornar-se-a
(x —b)* =0,

cuja unica solucao serd x = b.
Logo um segmento AB de comprimento b serd a solucio do problema.
A seguir consideraremos o caso a > 2b.
1.% Solugao:
Algebricamente sabemos que
a+ Va2 — 4b?
5 .

r=va2—42 <vVa2=a

serd o comprimento do cateto do tridngulo retangulo AABC cuja hipotenusa AB, tem comprimento
a e o outro cateto AC' tem comprimento 2b (figura abaixo).

xr=

Observemos que

Logo a construgao podera ser feita e as raizes

a—rT a-+r
e I9 =
2 2

Tr1 =
podem ser obtidas, geometricamente, de modo simples, como veremos a seguir.

1. Construa um tridngulo retangulo AABC, com angulo reto no vértice A, de tal modo que

AB=2b e BC=a.

Deste modo obtemos AC' = r (figura abaixo);
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R <
2. Pelo ponto médio, P, do segmento BC' tracamos a reta paralela a reta AB que intercepta o
segmento AC' no ponto @ (figura abaixo);

Observemos que os triangulos ACBA e ACPQ sao semelhantes (caso AAA) logo os compri-
mentos de lados correspondentes quardam uma mesma proporc¢ao, em particular:

(CRES]

Qc _pc Memrei=sl o

AC ~ BC r

SHINCTRS

Logo
r
QC = 3

_ —
. A circunferéncia de centro no ponto C' e raio QQC' encontrard a reta BC nos pontos M e N.

Logo
xliPM:PC—MC':PC—QC:g—g:a;T
€
x2iPN:PC+CN:PC+Q0:g+g:a;”“

serao as raizes da equagao do 2.0 grau do problema (figura abaixo).
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B

2.% Solucgao:
Se x1 e x9 sao solucdes entao deveremos ter que a soma das raizes devera ser a, isto é,

1+ T2 =a
e o produto das raizes devera ser b2, isto é,

XT1Xo = b2 = r1x9 = .
Logo, devemos encontrar dois segmentos cuja soma dos seus comprimentos seja a e cuja média
geométrica dos seus comprimentos seja b.
Para isto temos a seguinte constucao:

1. Consideremos uma semi-circunferéncia de didmetro AB que tem comprimento a e um reta, r,
—
paralela & reta AB, que dista b da mesma (figura abaixo);

L]

2. A reta r obtida acima determinard um ponto C' sobre a semi-circunferéncia (figura abaixo);

Ay

a
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3. A projecio do ponto C sobre o segmento AB nos dard um ponto P tal que
1 =PA e x9=PB

serao as solugoes da equacao do 2.0 grau do problema (figura abaixo).

Para mostrar que a afirmacgao é verdadeira basta observar que o tridngulo AABC é retangulo no
vértice C.

Logo do item 2. da Observacao (EZZ), sabemos que o comprimento da altura CP relativa a
hipotenusa AB (isto é, CP = b) satisfaz

b = x119,

ou seja, obtivemos, geometricamente, as solugoes da equacao do 2.0 grau dada no problema.

c

x2

- a

Exemplo 2.5.2 Dados os pontos distintos A e B em um mesmo semi-plano determinado por uma

reta T construir, geometricamente, uma circunferéncia que contenha os pontos A e B e seja tangente
a reta r.

Resolucgao:

- —
1.0 Caso: A reta AB ¢ paralela a reta r.
Neste caso agiremos da seguinte forma:

(a) Consideramos a reta mediatriz do segmento AB que interceptard a reta r num ponto C
(figura abaixo).
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(b) A circunferéncia procurada serd a que passa pelos pontos A, B e C.

Para tracéd-la, bastard encontrar a mediatriz do segmento AC' e na intersec¢do da mesma
com a mediatriz obtida acima teremos o centro da circunferéncia procurada, que denotare-
mos por O.

O raio sera OC (ou OA ou OB (figura abaixo).

@

.

—
2.0 Caso: A reta AB nao é paralela a reta r (figura abaixo).

Neste caso agiremos da seguinte forma:

(a) Como as retas r e a reta pelos pontos A e B nao sao paralelas, existird um ponto P na
—

intercecao da reta AB com a reta r, que chamaremos de P (figura abaixo).
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(b) Consideremos a semi-circunferéncia de centro no ponto médio, M, do segmento PB (esta-

PB
mos supondo que PA < PB) e raio 5 (figura abaixo).

—
(c) Seja C o ponto da interseccao da reta perpendicular a reta AB pelo ponto A com a semi-

circunferéncia do item (b) acima (figura abaixo).




2.5. A MEDIA GEOMETRICA 151

(e)

Do item 2. da Observagao (EZ20), sabemos que
PC* = PA.PB

pois o triangulo APCB é retangulo no vértice C.

Observemos que se T é o ponto de tangéncia da circunferéncia procurada com a reta r
entao, do Teorema da Secante-Tangente teremos

PT? = PA.PB,

ou seja, PT é a média geométrica entre PA e PB, assim, PT = PC.
A circunferéncia de centro em P e raio PC interceptard a reta r no ponto 7' (que estd no

<
semi-plano determinado pela reta PC que contém o ponto A - figura abaixo).

A perpendicular & reta r pelo ponto T interceptara a reta mediatriz do segmento AB no
ponto O (figura abaixo).

Afirmamos que

OT =0A=0B

A verificagao deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
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(f) A circunferéncia procurada terd centro no ponto O e seu raio serd OT (ou OA ou OB -
figura abaixo) .

2.6 O Segmento Aureo

Consideremos um ponto C sobre o segmento AB (excetuando-se os extremos, isto é, C' # Ae C # B) de
tal modo que a razao entre os comprimentos dos segmentos de menor comprimento pelo comprimento
outro (que tem maior comprimento) seja igual a razao entre este comprimento deste tltimo pelo de
comprimento total.

Para ilustrar se consideremos a figura abaixo teremos:

CB _ AC
AC  AB’

Definicao 2.6.1 Na situacdo acima o segmento AC serd dito segmento dureo do segmento AB.

Observacgao 2.6.1

1. O segmento AC € segmento dureo do segmento AB se, e somente se,
CB AC
AC  AB
ou, equivalentemente, com AB = a tivermos:
AC?=AB-CB=a-CB=a-(AB—-AC)=a-CB=a-(a—AC) =d® —a- AC,
ou seja,
AC? 4+ a.AC —a® =0,

que € uma equagdo do 2.0 grau (na varidvel AC') cujas raizes sao

—a —Va? + 4a? —a+ vVa? + 4a? V5 —1
T = <0 e x= =a >

2 2 2 0
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A raiz x1 < 0 serd descartada (nao representa comprimento de um segmento), logo

V-1
TR

AC =a

1. Esse nimero apararece em vdrias situagcoes no desenvolvimento da Matemdtica, por exemplo, ele
€ o comprimento do lado de um decdgono regular inscrito numa circunferéncia de raio a.

A demonstragao disso serd deizada como exercicio para o leitor.

— -
2. Suponhamos que C' sobre a reta AB é um ponto exterior ao segmento AB com a sequinte
propriedade (vide figura abaizo):
BC"  AB
AB  AC"

Neste caso temos a:

Definicao 2.6.2 O segmento AC’ serd dito segmento dureo externo ao segmento AB.

Observagao 2.6.2

1. O segemnto AC" € segmento dureo externo ao segmento AB se, e somente se,

BC'" AB
AB  AC”
ou, equivalentemente, com AB = a tivermos:
AC"- BC' = d?,
ou ainda
a’> = AC' - (AC' — AB) = AC"? —a - AC'.
Logo

AC”? —a- AC' —a® = 0.

A equagdo acima é uma equagdo do 2.0 grau (na varidvel AC') e neste caso a solugdo que nos

interessa serd (a outra serd descartada pois é a que € negativa):

1
AC =a v+ .
2
2. Observemos que na situacao acima teremos
5—1 541
AC - AC = a\[z .af; —a? = AB?,

ou seja, a média geométrica entre AC e AC'" serd AB.

3. Dado o segmento AB daremos, a segquir, um modo de obter, geometricamente, a razdo durea do
segmento AB.

(a) Para isto escolhemos um segmento AB tal que AB = a e tracemos a reta perpendicular a
<

reta AB pelo ponto B (figura abaizo);
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perpendicular

|

(b) Encontramos o ponto O sobre a perpendicular obtida acima de modo que
_AB a

OB —.
2 2

Observemos que existem dois pontos que tem a mesma propriedade, escolha um deles (figura

abaizo).

perpendicular

a <
— intercepta a reta AO nos pontos D e E

(c) A circunferéncia de centro em O e raio -

(figura abaizo);
perpendicular

(d) As circunferéncias de centro em A e raios AD e AE interceptardo a semi-reta que tem
extremidade no ponto A e contém o ponto B nos pontos C e C' (figura abaizo);
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(e) Com isto temos que

V5 +1

-1
\/52 e AC'=a 5

isto €, AC e AC' sao segmentos dureo e dureo externos do segmento AB, respectivamente.

AC =a

De fato, para mostrar que isto € verdade basta observar que do Teorema da Secante-Tangente
temos que
AB? =a®> = AD - AE = AC - AC',
N
=AC =AC'
pois o segmento AB € tangente a circunferéncia e o segmento AE ¢é secante & circunferéncia
nos pontos D e E (e AD = AC, AE = AC' por construgdo).

1
2.7 Os Numeros: —, a’ e \/a
a

Nesta secao trataremos dos problemas relacionados a tracar geometricamente segmentos de compri-

1
mentos —, a® e \/a, para a > 0.
a
Para isto precisaremos fixar um segmento com comprimento unitario 1.
Comecemos pela:

Observagao 2.7.1
1. Sea > b >0 sio comprimentos de dois segmentos entdo

a soma, a-+b, e a diferenca, a—2>b
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podem ser obtidos geometricamente da sequinte maneira:
Escolher sobre uma reta r dois pontos A e B tal que AB = a.

A circunferéncia de centro no ponto B e raio b interceptard a reta r em dois pontos, que indi-
caremos por C e D, sendo o ponto C' no exterior do segmento AB e o ponto D no interior do
segmento AB (figura abaizo).

Neste caso
AD=a—-b e AC =a+0b.

Geometricamente temos:

Para cadan € N e a >0 (comprimento de um segmento dado) podemos construir, geometrica-

. a . .
mente, segmentos de comprimentos n-a, — e a\/n, como vimos anteriormente.
n

Uma questao interessante seria:
L .y . a
Dados b > 0 como dar um significado geométrico para a exrpressao 3 ¢

Observemos que como estabelecemos um segmento como sendo a unidade de medida do com-

. . , . , o .
primento (isto €, associamos a esse segmento o numero real 1) a expressao 3 poderd ser Te-

presentada geometricamente por um segmento (ou seja, poderemos construir um segmento cujo

, . a
comprimento seja — ).

b
De fato, se definirmos
. a
T = -
b
poderemos escrever
a-1 _ b 1
—,  ou ainda, — = —,
b a T
e assim x serd a quarta proporcional entre os segmentos de comprimento b, a e o segmento
unitdrio (vide figura).

xTr =

AB=b BC=1, AD =a = DE:%
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Devido a isso, temos a:

Definicao 2.7.1 Na situacdo acima, estando estabelecido um segmento unitdrio, diremos que a ex-
Pressao

xr = g
é construtivel.
Observagao 2.7.2

.1 . o . .
1. O mesmo ocorre com as expressoes —, a®, v/a que, utilizando as idéias desenvolvidas anterior-
a

mente, podem representar comprimentos de segmentos, ou seja, também sao construtiveis.

1
2. A seguir daremos uma construcao alternativa de um segmento de comprimento — (um modo de
a

obté-lo seria tomando-se a =1 e b = a na observagao anterior):

(a) Sejam A e C dois pontos sobre uma reta r tais que AC = a;

(b) Encontre o ponto médio, O, do segmento AC e trace a semi-circunferéncia, C, de centro
no ponto O e raio OA = OC;

(¢) Trace a circunferéncia de centro no ponto A e raio 1 que interceptard a semi-circunferéncia
C do item acima no ponto D e a reta r no ponto B;

(d) A reta perpendicular a reta r que passa pelo ponto D interceptard a reta r no ponto E;

(e) Com isto temos que o (figura abaizo)

AE =

Q|

1
AB=AD=1, AC =a= AE = —
a

Para mostrar a afirmacdo acima observemos que o triangulo AADC € retangulo no vértice D.

Logo do item 2. da Observagdo (ZZ2) teremos que

AD? = AC - AE, ouseja, 1=a-AE,
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que implicard

ap=1

S

como queriamos mostrar.

3. Construcio de um segmento de comprimento a?:

(a) Sejam O e A dois pontos sobre uma reta r tais que OA = 1;

(b) A semi-circunferéncia de centro em O e raio a intercepta a reta perpendicular a reta r pelo
ponto A no ponto C e a reta r no ponto B;

<
(c) A reta perpendicular a reta OC, pelo ponto C, interceptard a reta r no ponto D;

(d) Com isto temos que o (figura abaizo)

OD = d>.
C
a
e

@) A B D
-~ 1 —
- a >
- (L2 >

OA=1,0B=0C=a= OD =ad?

Para mostrar a afirmacdo acima observemos que o triangulo AOCD é retangulo no vértice C'.

Logo do item 2. da Observacao (ZZ2) teremos
OC? =0A-0D, ouseja, o= 0D,
como queriamos mostar.

4. Construcdao de um segmento de comprimento \/a:

(a) Sejam O, A e B trés pontos sobre uma reta r tais que
OA=1, OB=a

com o ponto A pertencente ao segmento OB (ver figura abaizo);

(b) Tracemos uma semi-circunferéncia, C, de centro no ponto M, ponto médio do segmento
OB, e raio OM = MB;

(c) A reta perpendicular a reta r pelo ponto A, interceptard semi-circunferéncia C, obtida
acima, no ponto C;
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(d) A circunferéncia de centro em O e raio OC encontrard o segmento OB no ponto D;

(e) Com isto temos que o (figura abaizo)

0D = v/a.

OA=1,0B=a=0C=0D=+a

Observemos que o triangulo AOCB € retangulo no vértice C.

Logo, do item 2. da Observagao (ZZ21) teremos

OC?> =0A-OB =a, ouseja, OD=0C = /a.

2.8 Exercicios resolvidos e propostos

Para os exercicios que seguem vamos supor que esteja fixa uma unidade de comprimento, ou seja, um
segmento de comprimento 1.

Exercicio 2.8.1 Construir um segmento de comprimento

abe
de’

onde a, b, ¢,d, e sao comprimento de segmentos dados (x #0).

€r =

Resolugao:
Observemos que
abc de ¢
= — se, e somente se, — = —
de ab
ou seja, x serd a quarta proporcional dos segmentos de comprimentos de, ab, c.
Precisamos construir segmentos de comprimentos

X

)

y=ab e z=de.
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Observemos que isto é equivalente a constuir segmentos de comprimentos b, a,y e e, d, z tais que

respectivamente, ou seja y e z deverao ser as quarta proporcional dos segmentos de comprimentos
1,b,a e 1, ¢,d, respectivamente.

Deste modo podemos construir segmentos de comprimentos y e z e, com estes, construirmos um
de comprimento z. a

Vamos obter, geometricamente, um segmento de comprimento x.

1. Comegamos obtendo um segmento de comprimento y (quarta proporcional do segmento de com-
primento 1,b,a):

2. De modo semelhante obtemos um segmento de comprimento z (quarta proporcional do segmento
de comprimento 1, e, d):

3. Com os comprimentos y = ab e z = de podemos obter z (quarta proporcional dos segmentos de
comprimentos de, ab, c¢):
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de A c B

o'’

ab

c”

D"

de c abc
de

ab @

Um outro modo de obtermos, geometricamente, um segmento de compriumento x é dado pela
figura abaixo:

Exercicio 2.8.2 Construir um segmento de comprimento

r =+ a?+ 3b?
onde a e b sao comprimentos de segmentos dados.

Resolucgao:
Observemos que

= T3 = [+ (V302

Como sabermos construir v/3 b poderemos construir x da seguinte forma:



162 CAPITULO 2. EXPRESSOES ALGEBRICAS

1. Para a construcao de v/3b temos a figura abaixo:

2. Para obter
x=1/a2+ (V3D)2 = Va2 + 2,

onde ¢ = v/3b foi obtido no item acima temos, geometricamente:

r =+va?+ 3b2

V3b

Ou de maneira direta temos, geometricamente:

Exercicio 2.8.3 Construir um segmento de comprimento

r = —=

NG

onde a € o comprimento de um segmento dado e n € N.

Resolucgao:
Uma possibilidade de obtermos x, geometricamente, é a seguinte:
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1. Obtemos geometricamente /n (como na Observacao (Z73) item 4.):

OA=1,0B=n=0C=0D=+n

2. Observemos que
a n
Tr = —= se, e somente se, £
\/ﬁ a

ou seja, z é a quarta proporcional dos segmentos de comprimentos /n, a, 1.

Logo podemos obté-lo como na figura abaixo:

Exercicio 2.8.4 Construir um segmento com comprimento /5,8 centimetros.
Resolugao:

1. Observemos que
5,8=6—-0,2.
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2. Para obter um segmento de 0,2 ¢m podemos agiremos da seguinte forma:

Observemos que

ISHR

2
sz,QzE se, e somente se, 5 =3

isto é, x é a quarta proporcional dos segmentos de comprimentos 10, 2, 1, que pode ser obtida
geometricamente por:

10 1

3. Tendo um segmento de comprimento z = 0, 2 cm podemos, geometricamente, obter um segmento
de comprimento 5, 8 cm da seguinte forma:

AB =6cm, CB =0,2cm = AC =5.8cm

4. Sabendo construir um segmento de 5,8 cm podemos construir um de comprimento /5,8 cm
como em uma observagao anterior (figura abaixo).
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OA=1,0B=5,8 = OC=0D = /5,8

Exercicio 2.8.5 Construir wm segmento de comprimento

r = —,

b

onde a e b sao comprimentos de segmentos dados.

Resolugao:

1. Primeiramente construimos um segmento de comprimento a? (figura abaixo):

OA=1,0B=0C=a = OD=ad?

2. Observemos que
a® b 1
r = —— se, esomente se, — = —,
b a x

ou seja, z é a quarta proporcional dos segmentos de comprimentos b, a?, 1, assim:

165
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Exercicio 2.8.6 Construir um segmento de comprimento

a® + be
d )

onde a, b, c e d sao comprimentos de segmentos dados.
Resolugao:

1. Construimos um segmento de comprimento a? (figura abaixo):
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2. Para construir um segmento de comprimento

y = be,
basta observarmos que esta igualdade é equivalente a

I ¢

by’

ou seja, y é a quarta proporcional dos segmentos de comprimentos 1, b, ¢, assim temos a seguinte
construcao:

3. Podemos agora obter a® 4 bc por meio da seguinte construcao:

4. Finalmente podemos construir
a? + be

escrevendo a igualdade como
a 1
a+be =z
ou seja, = é a quarta proporcional dos segmentos de comprimentos d, a®+be, 1 e com isto temos
a seguinte construcao:

)
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Exercicio 2.8.7 Construir um segmento de comprimento
B a’ + a?b
a2+ b2

onde a e b sdo comprimentos de segmentos dados.

Resolugao:
Observemos que
- a’® + a®b s a+b
T a2t

ou ainda,
a? 4+  a?

a+b T

Y

isto é, x é a quarta proporcional dos segemtos a’ + b%, a + b, a’.
Com isto podemos obter, geometricamente, um segmento de comprimento = da seguinte forma:

1. Construimos segmentos de comprimentos a® e b? (figuras abaixo):

- b2 >

a’® +bv?

A
N

a-+b

3 2
a’ +a‘b |, . .
3. Como © = ———— é a quarta proporcional dos segmentos de comprimentos a? + b2, a + b, a®
a? + b? ’ ’
teremos, geometricamente, a seguinte construcao:
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a? +b? a2

Exercicio 2.8.8 Resolver, geometricamente, o sistema (nao linear)

Y

rt+y=a
zy = b?

onde a,b > 0 sao comprimentos de segmentos dados.

Resolugao:
Precisamos encontrar segmentos de comprimentos x e y de tal modo que a soma e a média
geométrica dos mesmos sejam dadas.

Para isto:

1. Consideremos uma semi-circunferéncia, C, de diametro, AB = a e uma reta, ¢t paralela a reta
—

AB distando b da mesma que intercepta a semi-circunferécia C no ponto C' (figura abaixo):

\

— —
2. Consideremos a reta s, perpendicular a reta AB pelo ponto C' cuja interse¢do com a reta AB é

o ponto D (figura abaixo):

3. Afirmamos que

AD=x e DB=y

sao as solugoes do sistema dado.
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De fato, como o tridngulo AAC B é retangulo no vértice C' segue, do item 2. da Observacao (E22),
que

CD? = AD-DB

e, da construcao, temos que

AB = AD + DB.
Como CD = b, AB = a segue que
V=zy e a=uz+y,

como querfamos mostrar.

Observagao 2.8.1 Vale observar que o lugar geométrico dos pontos do plano que satisfazem a equacao
rt+y=a

€ uma reta e o lugar geométrico dos pontos do plano que satisfazem a equagdo

zy = b
€ uma hipérbole.

Logo resolver o problema acima €, geometricamente, encontrar a intersecao desses lugares geométricos,
no caso, a interse¢ao da reta com a hipérbole (podem ter até dois pontos - figura abaixo).
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zy:b2

r+y=a

Exercicio 2.8.9 Resolver, geometricamente, o sistema (nao linear)
22— y? = a2
r+y=0> ’

onde a,b > 0 sdo comprimentos de segmentos dados.

Resolucgao:
Observemos que
2 —y? = (z—y)(z+y).
Mas x +y = b, logo o sistema dado é equivalente ao seguite sistema (linear):
a2
rT—y=—
Y70
r+y=>

Para obtermos segmentos com comprimentos x e y agiremos da seguinte forma:

1. Consideremos um segmento AB tal que AB = b (figura abaixo);

2. Construir um segmento de comprimento a? (como no item 3. da Observacao (IZ2));

a2

3. Obtenhamos um segmento de comprimento z = —, ou seja,

b
1
2

a

isto é, z é a quarta proporcional dos segmentos de comprimentos b, a2, 1 (figura abaixo);
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a?

b
Observagao (EZZ) como construir um segmento com esse comprimento).

4. Sobre o segmento AB encontremos um ponto C' de tal modo que AC = (veja no item 3. da

5. Seja D o ponto médio do segmento CB.
Afirmamos que
r=AD e y=DB

satisfazem ao sistema acima (figura abaixo).

A C D B
2
-~ % _—

De fato, observemos que
AD+ DB = AB,

ou seja
r+y=0b.
Por outro lado, CD = DB, pois D é o ponto médio do segmento CB.
Logo
2
m—y:AD—DB:AD—C’D:AC:%,
assim

a
€T — y = —b s
como queriamos demonstrar.

Observacao 2.8.2 Observemos que o lugar geométrico dos pontos do plano que satisfazem a equagao
r+y=>b

€ uma reta e o o lugar geométrico dos pontos do plano que satisfazem a equagao

22 — 2 = a?
€ uma hipérbole.

Logo resolver o problema acima € encontrar, geometricamente, a intersecao dos lugares geométricos,
no caso, a interse¢ao da reta com a hipérbole (podem ter até dois pontos - figura abaixo).
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-~ z+y=>

Exercicio 2.8.10 Resolver, geometricamente, o sistema

22 4y = a2
x -y =b?

onde a,b > 0 sdo comprimentos de segmentos dados.

Resolugao:
Temos a seguinte constucao:

1. Consideremos um segmento AB tal que AB = a.

Construa uma semi-circunferéncia, C, que tenha como didmetro o segmento AB (figura abaixo);

2. Observemos que se C' é um ponto qualquer da semi-circunferéncia C entao temos
AC? +CB? = a?,
pois AB é a hipotenusa do triangulo retangulo AABC (figura abaixo).

Assim, se z = AC e y = CB entao
z? + y2 =a’

Logo se o ponto C' estd na semi-circunferéncia C temos que

xr=AC e y=CB
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satisfazem a 1.a equacao do sistema dado, para qualquer ponto C escolhido sobre a circunferéncia

C.

Por outro lado, se h = AD é a altura do um triangulo AABC, relativamente ao lado AB, com
C na semi-circunferéncia C entao sua area serd dada por

a-h
—_— 2.10
5 (2.10)
Mas a area do triangulo AABC também pode ser dada por:
AC-CB Y () b
C-OB_zy@h (2.11)

2 2 2’

onde, em (*), usamos que z e y devem satisfazer a 2.a equagao do sistema.

Logo, de (E10) e (1) deveremos os ter:

a-h_g

2 - Y
isto é,

a_b

b h’

ou seja, h deve ser a 4.a proporcional dos segmentos de comprimentos a, b, b.

Geometricamente temos:

Deste modo obtemos um segmento de comprimento h.
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<
4. Tracemos a reta paralela a reta AB que dista h da mesma, que interceptard a semi-circunferéncia

C no ponto C (figura abaixo).

Deste modo

r=AC e y=CB

sao solucoes do sistema dado.

De fato, pois

[ drea do AABC]

2 +y?=AC*+CB*=a> e z-y=AC-CB a-h="b

como queriamos demonstrar.

Observagao 2.8.3 Observemos que o lugar geométrico dos pontos do plano que satisfazem a equagao

€ uma circunferéncia de centro ma origem e raio a e o o lugar geométrico dos pontos do plano que
satisfazem a equacdo

zy = b’

€ uma hipérbole.

Logo resolver o problema acima €, geometricamente, encontrar a intersecao dos lugares geométricos,
no caso, a interse¢ao da circunferéncia com a hipérbole (podem ter até dois pontos; na verdade 4 pon-
tos, mas x, y > 0 - figura abaizo).
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Exercicio 2.8.11 Resolver, geometricamente, o sistema (nao-linear)
r—y=a
ry="5b>

onde a,b > 0 sao comprimentos de segmentos dados.

Resolucgao:
Temos a seguinte construcao:

1. Consideremos em uma reta r um segmento AB tal que AB = b (figura abaixo);

A

2. Considere a reta s perpendicular a reta r pelo ponto B (figura abaixo);

A

s’—k

3. Obtenha o ponto C sobre a reta s tal que BC' = — (figura abaixo);

[\CRRS]
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4. Construa a circunferéncia de centro em C e raio C A.

Sejam D e E os pontos de intersegao dessa circunferéncia com a reta s (figura abaixo);

e
\

5. Deste modo temos

sao solugoes do sistema dado (figura abaixo).
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A
b
ol s
D B C E
a
-~ 5 —
-— Y > 1 >

De fato, como o triangulo AAED é retangulo no vértice A segue, de uma observacao anterior, que

AB?> = DB - BE,

isto é,
b2 = ay.
Além disso,
2(DB+ BC) = DB+ BE,
isto é,

2<y+g):y—|—x, logo z—y=a,

mostrando que z e y acima satisfazem o sistema dado.

Exercicio 2.8.12 Encontrar, geometricamente, uma solu¢cdo da equagao
2? —azr — b =0,

onde a,b > 0 sdo comprimentos de segmentos dados.

Resolugao:
As solucoes algébricas sao:

a++Vaz+4b?  a N Va? + 4b? Va2 + 4b?
rH=—F—"—"=o+— _—.

2 2 2 2 2 2

Observemos que

a—VaZz+4b2 <0, pois a<VaZ+4b2, e a+vVa2+4b2 >0

logo encontraremos, geometricamente, somente a solugao x1.
Para resolver o problema basta, essencialmente, construir um segmento de comprimento

r=1va?+ 4b%

Para isto:
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1. Consideremos o triangulo AABC retangulo no vértice A onde os catetos AB e AC tém compri-
mentos a e 2b, repectivamente.

Logo a hipotenusa BC tera comprimento (figura abaixo)

r = a? + 4b2.

r = a2+ 4b?

2b

2. Considere os pontos médios, D e E, dos segmentos BC e AC, respectivamente (figura abaixo);

- >
3. A circunferéncia de centro no ponto B e raio BD encontrard a reta AB num ponto F', de tal

modo que o ponto B pertencers ao segmento AF (figura abaixo).
a <
4. A circunferéncia de centro no ponto B e raio 5 encontrara a reta AB num ponto E tal que o

ponto E pertenga ao segmento AB (figura abaixo).

Va?+4b2

2

N —> =
ool

5. Deste modo, por construcao, temos que

$1=EF
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serd uma solucao procurada (figura abaixo).

e —
o]

Exercicio 2.8.13 Construir a solucdo da equacdo

1 1 1

= — 4 =
2 a? b

onde a,b > 0 sdo comprimentos de segmentos dados.

Resolugao:

Temos a seguinte construgao:

1. Consideremos um triangulo retangulo AABC tal que seus catetos tém comprimentos

AB:1 e AC:E.
a b

1
A Observagao (E32) item 2. nos diz como construir um segmento de comprimento — (figura
a
abaixo).
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Deste modo sua hipotenusa terd comprimento

1
que é o valor — procurado.
x

2. Se — =1 entao x = 1, ou seja, o comprimento de um segmento de comprimento x = 1 satisfaz
x
a equacao dada;

1 .
3. Se — < 1 faremos a seguinte construgao: e
x

(a) Sobre uma reta r encontremos pontos O e B tais que OB =1 (figura abaixo);

(b) Tracemos a circunferéncia C de centro no ponto O e raio OC = 1 (figura abaixo);
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1
(c) Sobre a reta r encontremos o ponto A tais que OA = — de modo que os pontos A e B estao
x

sobre a mesma semi-reta determinada pela reta r com extremo no ponto O.

— 1
Observemos que o ponto A pertence ao segmento OB, pois — < 1 (figura abaixo);
x

m
U
(d) A reta s perpendicular a reta r pelo ponto A encontrard a circunferéncia C no ponto C' (na
verdade em dois pontos, escolha um deles - figura abaixo);

S

(7
o

T

(e) A circunferéncia de centro sobre a reta r que passa pelos pontos O e C' encontrard a semi-
reta que estd contida na r com extremidade no ponto O no ponto D (figura abaixo);
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(f) Da Observacao (EZ23) item 2., segue que OD = z (figura abaixo).

w
i

1 .
4. Se — > 1 a construgao ¢é semelhante a do item 3. acima (figura abaixo):

x

Q

o)

oy
hS

Exercicio 2.8.14 Construir a solucdo da equacdo

11,1
x a b

onde a,b > 0 sao comprimentos de segmentos dados.

183

Exercicio 2.8.15 Construir um triangulo retangulo conhecendo-se a soma dos comprimentos

dos catetos da altura relativa a hipotenusa.
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Exercicio 2.8.16 Dados o centro e o raio de uma circunferéncia C e um ponto P que estd no
exterior da mesma pede-se tracar pelo pnto P uma secante PAB a circunferéncia C de modo
que o ponto A seja o ponto médio do segmento PB.

Exercicio 2.8.17 Construir um triangulo retangulo conhecendo-se o comprimento da hipote-
nusa e a soma dos comprimentos dos catetos.

Exercicio 2.8.18 A média harménica de dois segmentos AB e CD, que tém comprimentos a
e b, respectivamente, ¢ um segmento EF que tem comprimento h, onde

2ab

h = .
a+b

Construa, geometricamente, a média harmonica dos segmentos AB e CD.

Exercicio 2.8.19 Um retangulo aureo ¢ um retdngulo em um lado € o segmento dureo do
outro lado adjacente. Construir um retangulo dureo conhecendo-se o seu perimetro.

Exercicio 2.8.20 Inscrever em uma circunferéncia dada um retangulo cujo perimetro é dado.

Exercicio 2.8.21 Dadas uma circunferéncia C e uma reta t tangente a C, construir um qua-
drado que tenha dois vértices sobre C e os outros dois vértices sobre a reta t.

Exercicio 2.8.22 Construir um trapézio isdceles que estd circunscrito & uma circunferéncia
conhecendos suas bases.

Exercicio 2.8.23 Dados os pontos distintos A e B sobre a reta r, construir as circunferéncias
C e C' que sdo tangentes entre si, de modo que a circunferéncia C seja tangente a reta r no
ponto B e o raio da circunferéncia C seja o dobro do raioda circunferéncia C'.

Exercicio 2.8.24 O comprimento do lado de um decdgono inscrito em uma circunferéncia de
: VE-1

raio R serd R .

Dada uma circunferéncia C de centro no ponto O e raio R considere os segmentos AB e CD que

dois diametros da circunferéncia C, perpendiculares entre si. Seja M o ponto médio do segmento

OA. Seja P o ponto de intersecdo da circunferéncia de centro no ponto M e raio MC com o

segmento O. Mostre que o segmento OP € o lado de um decdgono inscrito na circunferéncia C

e construa o poligono correspondente.

Exercicio 2.8.25 O comprimento de um pentdgono regular inscrito em uma circunferéncia de
10 — 2v/5
5 )

Considerando-se a construcdo descrita no Exercicio anterior mostre que o segmento C'P € o lado
do pentagono regular inscrito na circunferéncia acima e construa o poligono correspondente.

raio r € dado por r

Exercicio 2.8.26 Construa um pentdgono regular conhecendo-se um dos seus lados.

Exercicio 2.8.27 Construa um pentdgono reqular conhecendo-se uma de suas diagonais.
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Exercicio 2.8.28 Dado um quadrado, construa um octégono reqular cortando os ”cantos” desse
quadrado.

Exercicio 2.8.29 Dados os pontos distintos A e B pertencentes a um mesmo semiﬂ@o de-
terminado por uma reta r, determinar o ponto P sobre a reta r de modo que o angulo APB seja
0 maior possivel.

Exercicio 2.8.30 Dados os pontos distintos A e B e dois segmentos de comprimentos m e n,
.. . - .. m . .
dividir harmonicamente o segmento AB na razdo —, ou seja, determinar os pontos M e N

sobre a reta que contém os pontos A e B de modo que

MA_NA_T

MB NB n’

Notemos que a circunferéncia que tem diametro M N € denominada circunferéncia de Apolonio

-5 ~m . A .
do segmento AB na razao —. Para todo ponto P nesta circunferéncia teremos
n

APV —MPB e PA_™
n

PB
Exercicio 2.8.31 Dados os pontos distintos A, B e C, nesta ordem, sobre a reta r, obter o

lugar geométrico dos pontos P tais que

APB = BPC.

Exercicio 2.8.32 Dados a circunferéncia C e dois segmentos de comprimentos h e m, inscrever
na circunferéncia C um trapézio de altura h de modo que a soma das bases do mesmo seja m.

Exercicio 2.8.33 Dados os pontos distintos A e B e um segmento de comprimento k, contruir
o lugar geométrico dos pontos P tais que

PA? + PB? = k2.

Exercicio 2.8.34 Construir um triangulo AABC conhencendo-se BC = a, o comprimento da
altura hy e a soma dos quadrados dos comprimentos dos outros dois lados, isto €, k onde

AB? + AC? = k2.

Exercicio 2.8.35 Dados os pontos distintos A e B pertencentes a um mesmo semi-plano deter-
minado pela reta r, determinar o ponto P sobre a reta r de modo que PA? + PB? seja o menor
possivel.

Exercicio 2.8.36 Dados a,b > 0, construir, geometricamente, um segmento de comprimento

Exercicio 2.8.37 Dados dois segmentos de reta de comprimentos a e b e um segmento unitdrio,
construir um segmento de comprimento ab.

Exercicio 2.8.38 Dados um segmento de reta de comprimento a e um segmento unitdrio, cons-

truir um segmento de comprimento a.

Exercicio 2.8.39 Dados os segmentos de reta de comprimentos a, b e ¢ e um segmento unitdrio,
construir um segmento de comprimento v abc.

Exercicio 2.8.40 Dado um segmento de reta de comprimento a e um segmento unitdario, cons-
) . 2
truir um segmento de comprimento a3 .
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Capitulo 3

Areas de Poligonos

3.1 Equivaléncias

A seguir trataremos de varias questoes relacionadas com areas de poligonos (convexos).

Na verdade relacionaremos a &rea de um poligono P com a?, onde a é o comprimento de um
segmento, mais precisamente, diremos, neste caso, que a area de um poligono P é equivalente a do
quadrado cujo lado é um segmento de comprimento a.

A questao, olhada sob esse ponto de vista, serd encontrar um processo que transforme, sem alterar
sua area, um poligono dado em um quadrado.

Comecaremos por uma situacdo mais simples, a saber:

Triangulos

Comegaremos pelo caso em que P é um triangulo:
Consideremos uma triangulo AABC' dado.
Suponhamos que AB = b e a altura relativa ao lado AB seja h (figura abaixo).

c

Observemos que se esse triangulo é equivalente a um quadrado de lado de comprimento a entao
deveremos ter

2_b-h

a Y
2

ou seja,

187
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b
Portanto o comprimento do lado do quadrado é a média geométrica entre 3¢ h.
A construcgao (jé feita anteriormente) é a seguinte:
b
Na figura abaixo, o tridngulo APQR é retangulo no vértice R, com PS = h, SQ = 3 © altura,

relativamente ao lado PQ, RS = a.
Logo da Observagao () item 2. teremos que

b-h
RS? =PS-5Q, ouseja, o= 5

como queriamos.

Com isto resolvemos o problema de construir um quadrado equivalente a um triangulo dado (pre-
cisamos conhecer um lado e a altura relativamente a esse lado do triangulo).

Quadrilateros

Passemos agora a tratar do caso em que P é um quadrilatero.

Observacao 3.1.1 Lembremos que num triangulo AABC de base AB fizadas, deslocando-se o vértice

C sobre uma reta paralela, distando a altura relativamente a esse lado da base AB, sua drea nao se
alterard.

Na figura abaizo as retas s et sao paralelas.

Neste caso os triangulos AABC e AABC' tém mesma drea (eles tém mesma altura h relativamente
ao lado AB - figura abaizo).

Numa primeira etapa ”transformaremos” nosso poligono, que no caso é um quadrilatero, em um
tridngulo equivalente ao mesmo.

Para exemplificar, consideremos o quadrilatero ABC D abaixo.
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Tracemos pelo ponto C' uma reta paralela a diagonal BD que encontrara o segmento AB no ponto

C’ (figura abaixo).

Com isto os triangulos ACBD e AC'BD sao equivalentes.
- — —
De fato, tém mesma drea, pois tém mesma base BD e mesma altura, pois as retas BD e CC' sao

paralelas.
Logo o tridangulo AADC’ é quivalente ao quadrildtero ABCD.
Observagao 3.1.2

1. Vale observar que podemos agir do mesmo se o quadrildtero nao for convexo.
Lembremos que um subconjunto do plano € dito convexo se dados dois pontos do mesmo, o

segmento que os une estd inteiramente contido no subconjunto.

2. Para ilustrar consideremos o quadrildtero abaixo, que nao é convexo.
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A construcao acima pode ser feita neste caso.

< >
De fato, a reta paralela a reta BD passando pelo ponto C' encontrard a reta AB no ponto C' e
<
a reta AD no ponto D' (figura abaizo).

O triangulo AAC'D ¢é equivalente ao quadrildatero ABCD, pois a soma das dreas dos triangulos
AC'CB e ACDD' € igual a drea do triangulo AC'DD’ (veja figura acima).

De fato, se h for a altura do triangulo AC'D’'D relativamente ao lado D'C' entdo:
D’C-h+CC’-h _D'C'"-h
2 22

Area(ACDD') + Area(AC'CB) = = Area(AC'DD').

Para resolvermos o problema de ”transformar” um poligono geral em um quadrado equivalente
mostraremos, primeiramente, como ”transformar” um poligono de n-lados num poligono de (n — 1)-
lados equivalente ao inicial.

Dado um poligono de n-lados A1A2<;)- A,, tracemos pelo ponto A; uma paralela ao lado A3A4,, que

encontrard o ponto A} sobre a reta A,_14, (figura abaixo).

Az

As

An—2 An—1

Observemos que o poligono A} Ay - - - A, (que tem (n—1)-lados) é equivalente ao poligono A1 Ay - - - A,
(que tem n-lados).

De fato, na situacao acima, se o poligono é convexo, os tridngulos AAyA, A1 e AAsA,A) sao
. s —
equivalentes (pois tém uma base comum, a saber, A2 A,,, e mesma altura, pois as retas AsA, e A1 A}

sao paralelas).
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Se nao for convexo agimos como na situagdo anterior e concluiremos o mesmo.

Deixaremos a verificagao deste fato como exercicio para o leitor.

Desta forma ”transformamos” um poligono de n-lados num poligono de (n — 1)-lados equivalente
ao primeiro.

Repetindo o processo acima (por indugao) ”transformamos” um poligono de n-lados num triangulo
equivalente ao mesmo e finalmente a um quadrado equivalente ao poligono de n-lados dado inicial-
mente.

3.2 Particoes do Plano

A seguir exibiremos alguns exemplos que tratarao do problema de dividir uma regiao do plano em
partes satisfazendo certas condigoes.

Definigao 3.2.1 Diremos que as figuras planas F e F' sio semelhantes, com razao de semelhanga
a > 0, se ewiste uma aplicacdo o : F — F' bijetora que tem a sequinte propriedade:
Para X,Y € F considerando-se X' = o(F), Y' =o(Y) € F' deveremos ter:

XY =a-XY.

Neste caso diremos que aplicagio o € uma semelhanga, de razao «, entre F e F' e 0s pontos
X e X' considerados acima, serdo ditos homdlogos.

Em vérias situagoes que trataremos a seguir usaremos as seguintes propriedades basicas da Geo-
metria plana:

P1. Se dos triangulos tém mesma altura entdo a razao entre suas dreas é igual a razao entre os
comprimentos das suas respectivas bases (relativas a altura considerada), isto é,

A AB
A~ A

onde A e A’ sdo as dreas dos triangulos AABC e AA'B'C’, respectivamente (figura abaixo).

C o’

A B A’ B’
De fato,
AB - h
A - 2 B AB
A AB -h  AB’
2

P2. A razao entre as areas de figuras semelhantes é igual ao quadrado da razao de semelhanca entre
as mesmas.
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Para o caso de triangulos temos que afirmacao acima é valida.
De fato, sejam AABC e AA'B'C’ tridngulos semelhantes (ou seja, tém trés angulos iguais,
ouseja, LZA= /A", /B=/B' e /C = £C").
Entao sabemos que correspondentes elementos dos tridngulos guardam uma mesma pro-
porgao, por exemplo (figura abaixo):

AB h

o’

Logo se A e A’ sao as dreas dos respectivos triangulos AABC e AA'B'C’ teremos

AB-h
A 5 AB h )
A~ A'B W T AB W
=~ =~
2 C= N

Para o caso de poligonos a afirmacao acima também é valida.

De fato, podemos decompd-los em um nimero finito de tridngulos justapostos que serao,
dois a dois semelhantes, e aplicar o processo acima em cada um dos pares de triangulos
semelhantes.

Se a razao de semelhanca entre os dois poligonos é a entao a razao de semelhanca entre os
correspondentes triangulos da decomposi¢ao acima também serd «.

Logo, do item acima, a razao entre as areas dos correspondentes triangulos semelhantes na
decomposicio acima serd o?.

Logo somndo-se as areas dos triangulos obtidos na decomposicao obteremos as areas dos
respectivos poligonos, e assim obtemos a razdo a? de semelhanca entre as 4reas dos poligonos
dados incialmente.

D’
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Na figura acima teremos

Area(ABCD) B Area(AABD) + Area(ABCD)
Area(A’B'C'D") B A(A'B'D') + Area(AB'C'D')
_o? Area(AA'B'D’) + o2 Area(AB'C'D’) o
B Area(AA'B'D') + Area(AB'C'D') -

2.3 Para circulos a situacao é analoga.

A verificagdo des te caso sera deixada como exercicio para o leitor.

2.4 Situagao mais geral pode ser encontrada em Medida e Forma em Geometria - Flon Lages
Lima, IMPA /VITAE, Rio de Janeiro, 1991, pagina 48, cuja verificacao serd deixada como
exercicio para o leitor.

Exemplo 11.

R <
Dado o triangulo AABC' encontrar o ponto D sobre o lado BC' tal que a reta AD divida o triangulo
em dois outros, AADB e AAC D, cujas areas sejam proporcionais a m e n, dados.

m

Resolugao:

Suponhamos que o ponto D ja foi encontrado.

Como os triangulos AADB e AACD tém mesma altura, relativamente as bases BD e DC, respec-
tivamente (que serd igual a altura do AABC relativamente & base BC), da Propriedade P1. acima,
segue que se a razao entre as areas dos tridngulos AADB e AADC seré

Area(ADB) Propriedade P1. @
Area(ACD) DC”

m
n

Logo a razao entre os respectivas bases devera ser a mesma,

BD _
DC

JE

Com isto podemos obter o ponto D sobre o lado BC' com a seguinte construgao:

1. Consideremos uma semi-reta com extremos no ponto B e sobre esta encontremos os pontos O e
O’ tais que (figura abaixo);
/
BO=m e OO =n.
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— —
2. Tracemos a reta paralela & reta O'C pelo ponto O que encontrard a semi-reta BC' no ponto D

(figura abaixo);

3. Como os triangulos AOBD e AO'BC sao semelhantes (caso AAA) segue que

BD _BO _m
DC 00 n’
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4. Pela Propriedade P1, os triangulos AABD e AADC resolvem o problema (figura abaixo).

Exemplo 12.

Dado um ponto P sobre o lado AB do triangulo AABC tracar por esse ponto uma reta que divida o
triangulo em duas partes equivalentes (ou seja, dois poligonos que tém mesma area).

Resolugao:

Temos a seguinte construcao:

< —
1. Tracemos pelo ponto A uma reta paralela a reta PC', que encontrara a semi-reta lado BC no

ponto A’ (figura abaixo);
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B C A’

Com isto os triangulos AACB e APAB’ sao equivalentes (os triangulos APA'C' e APAC séao
R — <
equiavalentes pois tém mesma base, a saber, PC, e mesma altura, pois as retas PC e AA’ sao

paralelas).
2. Seja M o ponto médio do segmento BA'.
A mediana PM do triangulo APA’B divide o mesmo em duas partes equivalentes.

De fato, pois os triangulos APMB ¢ APA’M tém mesma altura, relativamente as bases res-
pectivas bases BM e M A’ que tém mesmo comprimento, pois o ponto M é ponto médio do
segmento BA’ (figura abaixo), isto é,

Area(APMB) = Area(APA'M) (3.2)

B M C Al

Logo o segmento PM também divide o triangulo AABC em duas partes equivalentes pois:
Area(AACB) = Area(APMB) + Area(PACM). (3.3)
Mas:
Area(AACB) = Area(APA'B) = Area(APMB) + Area(APA'M). (3.4)

Logo, de (E3) e (EA), segue que

(&)

Area(PACM) = Area(APA'M) Area(APMB).

Portanto ) ) )
Area(AACB) = Area(APMB) + Area(PACM)

Area(APACM) = Area(PMB),

completando a resolucao do exercicio.
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Exemplo 13.

Dado o tridangulo AABC tracar uma reta paralela ao lado BC' que divida o mesmo em duas partes
equivalentes (ou seja, dois poligonos que tém mesma &drea).

Resolugao:
Suponhamos que a construgao esteja pronta (figura abaixo).

- - <
1. Sejam M e N pontos sobre os lados AB e AC, respectivamente, tais que a reta M N é paralela

«—
a reta BC e o triangulo AANM e o paralelogramo M NCB sejam equivalentes (ou seja, a reta
<
MN é a reta procurada - figura abaixo).

M N

— —
2. Como os triangulo AACB e AANM sao semelhantes (pois a reta M N é paralela a reta BC')
segue, da Propriedade P2. acima, que

1 . Area(AANM) Propriedade P2. (AM) 2
2 Area(AACB) AB
Logo

V2

AM = Y=
2

AB. (3.5)

Portanto basta encontrarmos, geometricamente, o ponto M sobre o segmento AB com a proprie-
dade (B3).

Para isto temos a seguinte construcgao:
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1. Tragemos uma semi-circunferéncia de diametro AB, ou seja, seu centro serd no ponto O, ponto

S AB
médio do segmento AB e raio - (figura abaixo);

<
2. Pelo ponto O tracamos uma perpendicular a reta AB que interceptara a semi-circunferéncia
acima no ponto M’ (figura abaixo).

Como AAOM' é um triangulo retangulo no vértice O, segue que

(AM')? = (OM')? + (O A)? = <AB)2 N (AB)2 (4B

2 2 2
ou seja,
AB
AM' = —,
V2
ou ainda,

AM' = ATB.\@ = \fAB.

3. Assim encontramos o ponto M sobre o segmento AB de tal modo que

AM = AM' = ?AB.
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V2

. . N . . /
Para isto basta tracarmos a circunferéncia de centro no ponto A e raio AM' = 7AB que

encontrard o segmento AB no ponto M (figura abaixo);

<
4. A reta procurara é a reta paralela a reta BC' pelo ponto M.

Exemplo 14.

Dado o triangulo AABC' determinar um ponto P no seu interior de tal modo que as dreas dos triangulos
APAB, APBC e APAC sejam, respectivamente, proporcionais aos segmentos de comprimentos m,

n e p, dados. M

Resolucgao:
A situagdo geométrica é dada pela figura abaixo:
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Queremos encontrar o ponto P no interior do triangulo AABC' de tal modo que

Area(APAB) m Area(APAB) m Area(APBC)

n
Area(APBC) n Area(APCA) D Area(APCA) b

1. Primeiramente consideraremos o problema de encontrar os pontos D e E sobre o lado BC' de
forma que os triangulos AADB, AAED e AACE tenham &reas respectivamente proporcionais
am,n e p,isto é (figura abaixo):

n
Area(AACE) p’

Area(AAED)

Area(AACE)

) )

Area(AADB) m Area(AADB) m Area(AAED)
n p

Da Propriedade P1. acima, como os triangulos AADB, AAED e AACE tém mesma altura h,
segue, das relacoes acima que:

BD BD DE
o " m 5P m 5h m  BD_m BD_m  DE_n
@h_n’ Eic'h_p’ E—Ch_p DE n’ EC p’  EC p
2 2 2
ou ainda,
BD DE EC
= =" (3.6)

m n P

Logo podemos obter os pontos D e ¥ com na figura abaixo:
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H

BF =m, FG=n,GH =p

— —
As retas F'D, GE sao paralelas a reta HC'.

— —
2. Para finalizar, tracemos pelos pontos D e E retas paralelas as retas AB e AC, respectivamente.

Seja P o ponto de intersegao das retas acima (figura abaixo).

3. Afirmamos que os triangulos APAB, APCB e APAC tém as propriedades pedidas.

De fato, os triangulos AADB e AAPB tém mesma 4rea, pois tém mesma base AB e mesma altura
—

relativamente & base AB, pois os pontos D e P estdo sobre uma mesma paralela a reta AB, ou seja,
Area(AADB) = Area(AAPB). (3.7)

Os triangulos AACE e AACP também tém mesma 4rea, pois tém mesma base AC' e mesma

- <
altura relativamente a base AC, pois os pontos E e P estao sobre uma mesma paralela a reta AC, ou
seja,

Area(AACE) = Area(APAC). (3.8)
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Mas,
Area(AACB) = Area(AADB) + Area(AAED) 4+ Arca(AACE). (3.9)

Por outro lado,

Area(AACB) = Area(AAPB)+ Area(APBC)+ Area(AACP)
(6= e (=] Area(AADB) 4+ Area(APBC)+ Area(AACE).
Comparando a identidade acima com (B™) obteremos:

Area(APBC) = Area(AAED). (3.10)

Notemos que os triangulos AADB e AAED tém mesma altura, relativamente as bases BD e DFE,
respectivamente, assim:

BD

Area(APBA) @) e @m Area(AADB) 5" BD @mym
Area(APCB) Area(AAED) DE,  DE n’
2

Notemos também que os tridngulos AAED e AACE tém mesma altura, relativamente as bases
DE e EC, respectivamente, assim:

DFE
Area(APBC) &) e (cm) Area(AAED) B Th _DE _@=mn
Area(APAC) Area(AACE) E—Ch EC P
2

Portanto

Area(APBA) m Area(APBA) m Area(APCB)

—, -— s _— —

n
Area(APCB) n Area(APAC) P Area(APAC) p’

completando a resolucao do Exercicio.

Exemplo 15.

Dado uma circunferéncia C, tracar uma outra circunferéncia C’, concéntrica & circunferéncia C, de
modo que as areas do circulo menor e da coroa determinada pelas circunferéncias sejam proporcionais
ao m e n dados.



3.2. PARTICOES DO PLANO 203

n

Resolugao:

Sejam r > 0 e O o raio e o centro da circunferéncia C, respectivamente.

Queremos construir uma circunferéncia C’ de centro no ponto O e raio r’ de modo que a area do
circulo determinado pela circunferéncia C’ e a 4rea exterior a circunferéncia C’ e interior a circun-
feréncia C sejam proporcionais a m e n, respectivamente (figura abaixo).

Observemos que deveremos ter:
Area(C) = Area(C\C')+ Area(C’).
Notemos que se encontrarmos 7’ tal que

Area(C’) _om
Area(C) m+n

entao teremos

Area(C\ C") B Area(C) — Arca(C') B Area(C) y_mtn __n

Area(C’) Area(C’) Area(C’) m m
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cujo inverso é o que queremos, ou seja, teremos:
Area(C’) m
Area(C\C") n
Lembremos da Propriedade P2. acima que

Area(C') B <r’>2
Area(C) ’
ou seja, precisamos encontrar 7’ > 0 tal que
m Area(C’) !

m+n Area(C) T

ou seja, ' > 0 deverd satisafazer a seguinte relagao:

/2
A —— (3.11)

r2 m+n

Para isto agimos da seguinte formas:

1. Consideremos o segmento OA, onde A € C, e um ponto B sobre o segmento OA de tal modo
que
OB m
BA n’
Para isto basta considerar sobre uma semireta que tem origem no ponto O, diferente da semi-reta
—
OA, os pontos E e F' de modo que OFE =m e EF =n.

Na figura abaixo o segmento EB é paralelo ao segmento AF e assim obtemos o ponto B com a
propriedade acima.

OE =m, EF =n|

2. Tragando a semi-circunferéncia de diametro O A (de centro no seu ponto médio) e a perpendicular
ao segmento OA pelo ponto B encontraremos o ponto D na interse¢cdo das mesmas (figura
abaixo).
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OFE=m, EF=n

3. Observemos que o triangulo AODA é retangulo no vértice D, logo

OD? = OB - OA. (3.12)

Da semelhanca dos triangulos AOBE e AOAF (caso AAA) segue que

OB m
OA m+n’
mas OA = r, assim teremos:
OB = LS
m-+n
Logo
op? & _m 2
m-+n
ou ainda,
OD? om
2 m4n’
ou seja,
" =O0D

satisfaz a relagdo (BEI) e assim serd o raio da circunferéncia C’ procurada, completando a
resolucao do Exercicio (figura abaixo).
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|OE =m, EF =n|

3.3 Exercicios resolvidos e propostos

Exercicio 3.3.1 Dado um triangulo AABC, construir um triangulo AA’B'C’ equivalente ao tridngulo
AABC tal que R
A=A e AB =AC.

C

Resolugao:
Suponhamos que o triangulo AA’B'C’ estd construido.
Podemos supor, sem perda de generalidade, que A’ = A (figura abaixo).

c’

A=A B’

sy
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Consideremos D um ponto sobre o segmento AB tal que AD = AC (figura abaixo).

c’

A=A D B’ B

Observemos que os triangulo AAB'C’ e AACD sao semelhantes, pois temos um angulo comum,
a saber o angulo ZA, AC = AD e AC' = AB’, ou seja, os segmentos CD e C'B’ sao paralelos.
Logo, da Propriedade P2. acima segue-se que

Area(AADC) (AC>2
Area(AAB'CY) - \AC

Por outro lado, notemos que as alturas dos tridngulos AADC e AABC, relativamente as bases
AD e AB sao iguais a h assim teremos

(3.13)

) AD
Area(AADC) 3 P ap=ac) AC (5.14)
Area(AABC) AB h AB '
2
Logo, de (BE13) e (BEA), segue que
AC\®  AC

ou seja,
(AC")> = AB - AC.

Portanto os triangulos AAB'C’' e AABC' terao mesma area.
De fato, notemos que

Area(AADC) prop. P2. (AC’ )2 m AC (=m) Area(AADC)
Area(AAB'C') ACY AB Area(AABC)’
isto é,
Area(AAB'C") = Area(AABC).
>
Logo basta obter C” sobre a semi-reta AC' de tal modo que
(AC")? = AB - AC.
Para isto lembremos que num triangulo retangulo temos (ver Observagao () item 2.)

h? = m.n,

ou seja, basta construimos um triangulo retangulo de tal modo que a base oposta ao angulo reto tenha
comprimento

AB + AC.

Com isso sua altura terd comprimento AC'.
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AC!

Logo teremos como construir o tridngulo AAB’C’ com as propriedades pedidas no exercicio bas-
H

tanto transportarmos o comprimento AC’ para o lado AC' do angulo A.
O ponto B’ seré obtido da interse¢ao da circunferéncia de centro em A e raio AC’ com a semi-reta

—
AB (figura abaixo).

Exercicio 3.3.2 Construir um quadrado equivalente a um trapézio ABCD dado.

Resolugao:
Consideremos os triangulo AADB e ABDC como na figura abaixo.
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b
sy

1. Podemos transformar cada um desses triangulos em quadrados equivalentes, para isto temos a
figura abaixo:

Com o segmento de comprimento a podemos construir um quadrado que é equivalente ao
AB
== h).

2
Agindo do mesmo modo com o tridngulo ABDC obtemos o segmento de comprimento b com o
qual podemos construir um quadrado que é equivalente ao triangulo ABDC.

triangulo AADB (lembremos que a® =

2. Logo o trapézio ABCD é equivalente aos dois quadrados de lados a e b obtidos acima, isto é, a
area do trapézio ACBD seré a® + b.

3. Podemos agora construir um quadrado de lado va? + b? (figura abaixo);
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Va?Z + b2

Va2 + b2

4. Assim o quadrado de lado Va2 + b2 serd equivalente ao trapézio ABC D, pois sua area é a? + b2,
como queriamos.

Exercicio 3.3.3 Construir um quadrado cuja drea seja a soma das dreas de dois outros quadrados
dados.

Dy C1

Dy Ca

A1 B1 Ag Ba

Resolugao:
Podemos repetir as idéias usadas no exercicio anterior.
Mas claramente: se
AlBl =a (§] AQBQ =b

entao podemos fazer a seguinte contrucao:

Va? + b2

Va2 + b2
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O quadrado construido acima, que tem lados de comprimentos v/a2 + b2, terd area igual a a® + b?
que é a soma das areas dos dois quadrados dados, com o queriamos.

Exercicio 3.3.4 Construir um triangulo cuja drea seja a diferenca das dreas de dois triangulos

equildteros dados.
C1
A |
Ay B1 Az B2
Resolugao:
Como os triangulos AA1B1C1 e AAsBoCy sao equildteros podemos obter pontos Bj e C4 sobre

os segmentos Ay By e A;C1, respectivamente, de modo que os tridngulos AA; B{C) e AAyByCy sejam
equivalentes (figura abaixo).

C

Aq B B

Com isto a diferenca das dreas dos dois triangulos serd igual a drea do trapézio B, B1C1CY.
Podemos entao transformar o trapézio acima num tridngulo equivalente ao mesmo.

—
Para isto basta considerar a reta paralela a reta B5,C que passa pelo ponto CY.

—
Esta reta interceptard a reta B;Cy no ponto C4 (figura abaixo).

/ /
B2 CZ

B1 C1 Cé’ c L

O triangulo AB;CY Bj é equivalente ao trapézio B1C1C5 B, e portanto sua drea é igual a diferenca
das areas dos tridngulos AA1B1Cy e AA3B>Cs, como queriamos mostrar.

Exercicio 3.3.5 Construir um tridngulo equildtero equivalente a um tridngulo dado.

Exercicio 3.3.6 Dado o triangulo AABC, construir um triangulo AA’B'C’ equivalente ao dado
conhecendo-se dois lados do triangulo AA’B'C’.
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Exercicio 3.3.7 Dados uma quadrado e os comprimentos m e n de dois segmentos, tracar por um
dos vértices do quadrado uma reta que divida a sua drea em partes proporcionais a m e n.

Exercicio 3.3.8 Inscrever em uma circunferéncia dada um retangulo equivalente a um quadrado
dado.

Exercicio 3.3.9 Dado um triangulo AABC tracar o segmento DE paralelo ao segmento BC de modo
2
que a drea do triangulo AADE seja 3 da drea do triangulo AABC.

Exercicio 3.3.10 Determinar o ponto P no interior do triangulo AABC de modo que as dreas dos
triangulos APAB, APBC e APCA sejam iguais.

Exercicio 3.3.11 Seja P um ponto sobre o lado AB do triangulo AABC. Tracar pelo ponto P duas
retas de modo que estas dividam o triangulo AABC em trés partes que tenham dreas iguais.

Exercicio 3.3.12 Seja P um ponto sobre o lado AB de um quadrildtero convexo AABCD. Tracar
pelo ponto P uma reta que divida o quadrildtero em duas partes equivalentes.

Exercicio 3.3.13 Sejam r e s duas retas concorrentes do ponto A e M um ponto que ndo pertence
a nenhuma dessas retas. Encontrar um ponto B sobre a reta r e um ponto C sobre a reta s de modo
que o segmento BC passe pelo ponto M e a drea do triangulo AABC' seja a menor possivel.



