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INTRODUCAOD

Apresenta-se, neste trabalho, alguns exemnlos ocue procuram mOS-

trar a influéncia, na analise de placas em reaime elastico linear,

do efeito de membrana, cue consiste na contribuicao para o eouili
brio das cargas transversais, dos esforgos corresnondentes a defor-
macao da suverficie média da placa.

Os resultados sao obtidos com o método dos elementos finitos, em

cuja formulacaoc se adotam relacoes deformacoes-deslocamentos nao 1i

neares.
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1. APLICAGAO DO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

A sequéncia de operagbes que permitem a andlise das placas pelo
método dos elementos finitos, quando se consideram, em um ponto P,

as relacgoes deformagoes-deslocamentos:
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onde i Vg € L. s3o as componentes nas diregoes x, y € z do deslo
camento do ponto Po’ projecao de P na superficie média da placa, S
detalhada na referéncia R2.

Essa formulacdo conduz & resolugdo do sistema de equagbes de e-
gquilibrio.

v (@ =t T, /Bcds -Pp=0 (1.2)

onde
T & a matriz gue relaciona os deslocamentos nodais ge ao conjunto

dos deslocamentos nodais a da estrutura, de modo que
e
a =1, 3 (1.3)
B é a matriz que relaciona variagbes 6e no campo de deformagoes a

" ~ e .
variacoes 6a nos deslocamentos nodais, de modo gque

s =B 5§e (1.4)

o € a matriz cujos elementos correspondem aos esforcos solicitantes






ou seja
T
= N N }
& [ X Ny Xy My My .”xy ] {1.5)
e
P é a matriz cujos elementos correspondem & resultante dos esfor-

gos externos segundo a direcao dos deslocamentos nodais a.

Tomando variacdes de y, resulta

sy = Kp6a ~ 6P (1.6)
onde K & a matriz de rigidez tangente da estrutura

Considerando duas situagOes de equilibrio, 6y = 0, e portanto

§P = Kpéa (1.7)

Assim, pode-se dividir o carregamento externo em m incrementos
n z : ~ -
AP, de modo que, apos a aplicagao do n-esimo incremento, os deslo

; n -
camentos nodais a sao dados por

ey M (1.8)

onde

pa® = k(a1 , #P - (1.9)

. n
Conhecidos os deslocamentos a , pode-se calcular o residuo

R =y =z ol g™ o"as - 2" (1.10)
onde
n 3 i
i=1l

Alternativamente, pode-se definir o residuo da seguinte maneira

Nt o
i%ﬁéﬂg (1.12)
P .P

RS =

Se o valor assim obtido for maior que O residuo especificado
(neste trabalho, 10F4), procede-se, como Se€ mostra na fig. (1.1),

a iteracBes. Numa iteragdo genérica i, tem-se

n _ _n n
gy = 83y F b8y (1-13)






'onde 4

Ara K. (&, (1.14)
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Fig. (1.1)

2, EXEMPLOS

Os exemplos seguintes referem-se & placa simplesmente apoiada da
figura, (2.1), de material eldstico linear de mbdulo de elasticida
de E = 2100 tf/cm? e'coeficiente de Poisson v = 0,30, submetida &
compressao Nx=NV=N' uniformemente distribuida no contorno, bem co-

mo d& carga transversal P, aplicada no centro da placa.
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5
A discretizagao da estrutura € feita com elementos retangulares

descritos na referéncia R2, nos quais as componentes uo, Vs e Y5

do deslocamento de um ponto P0 da superficie média sao dados por

uo = Z¢iui

Ve = AV

o =t [“’i""i * % *”iﬁyi] (2.1)
onde U, Vi Wy exi e Byi sdo os deslocamentos nodais indicadés

na figura (2.2) e

¢i(r,s} —

wi(r,s) =

Ei(r,S) =

n,(r,s) =
14 )

onde

1/4(ro+1)(so+1)

n

1/8Er0+1)f50+1}(2+ro+50—r“—5‘)

' 2
1/8 b si(r0+1)(so+1) (so+l)

1/8 a ri(ro+1}‘{ro-1)(so+l)

Fiz. (2.2)

(2.2)

(2:3)
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Na obtencao da matriz de rigidez de cada elemento, emprega-se O

método de Gauss de integragao numérica com 4 pontos de integragao,

nos quais se calculam,também, as tensoces.

Quando P =

figura (2.3). -

0, obtém-se os resultados apresentados
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As linhas cheias representam os esforgos correspondentes a ana
lise linear, enquanfo gue as linhas pontilhadas, os esforgos soli-
citantes que se obtém considerando-se a deformagao da superficie
média da placa associada aos esforcgos Nx'Ny' ny, situados, em ca-
da ponto, no plano tangente & superficie média deformada, A compo-
nente desses esforcos segundo a direcao z contribui para o equili-
brio das cargas transversais, de sorte que se reduzem os esforgos
de flexao.

O esquema resistente, como se mostra na figura (2.4), consiste
de uma regido tracionada gque solicita um anel periférico, traciona
do na direcao radial e comprimido na direcao transversal. Por se
tratar de um sistema de forgas auto-equilibradas, s&o nulas as re-
sultantes dos esforcgos Ny e Nz, agentes, respectivamente, nas se-

goes Sy e S,.

Fig. (2.4)

Quando P e N atuam simultaneamente, ocorre a interagao do efei-
to da carga N, cue tende a majorar os deslocamentos e os esforgos

solicitantes, e o efeito de membrana que tende a minora-los. Assim
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para P = 1.tf e N = 0.80tf/cm, obtém-se a curva -da figura (2.5)

- que mostra a evolugao do deslocamento wp do centro da placa, soli-
citada SIMULTANEAMENTE pelas fragoes kP e kN (0O<kgl).

Note-se o enrigecimento da estrutura a partir do valor k= 0.70,

devido & preponderancia do efeito de membrana sobre o efeito da

carga N.

i / 4////”’.”"
.‘! ”"
i1 - -

080 |/ e

/
/
2
!
i
! | |
! i I
1 2 3 wp(LWr-)

Fig. (2.5)

A relagao entre o deslocamento w_ e o deslocamento w obtido

PO’
da analise linear, define o coeficiente ¢ dado por

We, 3597

o
Il
n

= 8.12
W 0443

Procedendo-se de maneira anadloga para diversos valores de P e N,
obtem-se os valores W, € ¢ apresentados na tabela (2.1) que podem
ser comparados com os valores apresentados na tabela (2.2) ,obtidos

na referéncia R.1 com o emprego de séries trigonométricas. Nessa

formula¢ao, desprezam-se as deformagoes da superficie média, cuja






importéncia se mostrou acima.

TABELA 2.1 VALORES DE w_2 e ¢
P 0.400 1.000 2.000 4.000
N
0.000 0.177 0.439 0.852 1.561 Wy
1.000 0.990 0.961 0.881 ¢
0.200 0.275 0.666 1,222 2,041 vy
1.551 1.502 1.379 1,152 ¢
0.400 0.644 1,274 1,922 2.708 wp
3,634 2.876 2,169 1.528 ¢
0.600 2.471 2,890 3.499 Wy,
5,575 3.272 1.974 &
0.800 3.597 3.866 4,306 Wy,
| 8.116 4.362 2.420 ¢
TABELA 2.2 VALORES DE w, E ¢ (REFERENCIA R.1)
P 0.400 1.000 2.000 4,000
N
| 0,000 0.174 0.434 0.868 1 737 vy,
1.000 1,000 1.000 1.000 ¢
0.200 0.269 0.672 1.344 2.687 Wp
1.547 1.547 1.547 1.547 ¢
0,400 0,660 1.649 3.298 6.597 w5,
3,798 3.798 3,798 3.798 ¢
0,500 3.001 - 7,502 15,005 30,009 Wp
17,277 17297 17,277 17,277 ¢
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Dessa forma obtém-se as curvas apresentadas na figura (2.€¢) que
devem ser entendidas da seguinte maneira: quando a placa em ques-
t3o & submetida, por exemplo, & agdo SIMULTANEA das cargas P= l.tf

e N= 0.30 tf/cm, o deslocamento w, do ponto de aplicacdo de P & ¢=2

P
vezes o deslocamento wg, do mesmo ponto, quando P= 1l.tf e N= 0.
Note-se que para cargas transversais pequenas, sendo o efeito

de membrana desprezivel por serem vecuenas as rotagdes, os valo-

res de ¢, obtidos segundo duas formulacoes, praticamente coincidem.
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Fig. (2.R)

A medida gue o valor da carga transversal aumenta, o efeito de
membrana, passa a ser importante.e O coeficiente ¢, para um mesmo
valor de N, decresce com o aumento do valor de P, ao passo que,com
a formulacao da referéncia R.1l, o coeficiente ¢ independe de P e
cresce indefinidamente guando a solicitacdo na superficie média da

placa atinge o valor N = N.p = 0.53tf/cm.
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