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iNTRonucÃo

Apresenta-se , neste trabalho, alguns exemnlos aue nrocuram mos-

trar a InfluêncIa , na análise de placas em regjme elástIco IInear ,

do efeito de membrana , que consIste na contribuicão nara o eauili

brio das cargas transversais , dos esforços correspondentes à defor-
macão da sur)er:E ícle média da nlaca ,

Os resultados são obtidos com o método dos elementos finitos , em

cuja formulação se adotam relaçÕes deforrnacÕes-deslocamentos não li
De ares +
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1. ÀPLrCÀ(,Ão DO MÉTODO DOS ELEM8NTOS ?iNiTOS

A sequêncIa de operações que permItem a análIse das placas pelo

odo dos elementos flnltos , quando se consIderam, em um ponto P,

as relaçÕes deformaçÕes-deslocamentos :

met

a uo
ex - ={

(awo)
ax

av0
ax

a2w , aw 2
z " -o + 1 ( "-o)

ay2 2 ay

a t1 1c) + a 1b1r 1C) » 2 z a 1h1r 1C) + a 181r 1c) a wc)

ay ax axay ax ay

ey

Yxy (1.1)

onde uo , vo e wo sao as componentes nas direçoes x , y e z do des 19

camento do ponto Pô , projeção de P na superfície média da placa , é
detalhada na referência R2 ,

Essa formulação conduz à resolução do sistema de equaçÕes de e-

quilíbr io

# <a) E 2: / ETS ds P 0 (1.2)
onde

Tf_, é a matriz que relaciona os deslocamentos nodais ge ao conjunto

dos deslocamentos nodais a da estrutura , de modo que
q

A

ge = Lb g (1.3)

e é a matriz que relaciona variações 6 e no

variaçÕes 6ae nos deslocamentos nodais , de modo que

carrIE o de deformações a

6 e = B ôae (1.4)

2 é a matrIz cujos elementos correspondem aos esforços solicitantes
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ou seja

aT
[ Nx Ny M* My \y ] (1.5)

e

! é a matrIz cujos elementos correspondem à resultante dos esfor-

ços externos segundo a direção dos deslocamentos nodals a.
Tomando varIaçÕes de &, resulta

60 = $Tôa - 61

onde !T é a matriz de rIgidez tangente da estrutura
ConsIderando duas situações de equIIIbrio, 6@ = 0 , e portanto

(1.6)

cSP = KQôa ( 1, 7)

AssIm, pode-se dividir o carregamento externo em m Incrementos

AZn, de modo que , após a aplIcação do n-'ésimo incremento, os deslo

camentos nodais an são dados por

an en-1 + Aan n 1, 2 , . . . , rn (1.8)
onde

Aan n-1 n
)= bT (e AP (1.9)

Conhecidos os deslocamentos an , pode-se calcular o resíduo

Rr) Jr1' E TT BnT an dS-e ?In (1.10)
onde

.11

D 1
P“ = E ÀP-

Alternativamente , pode-se definir o resíduo da seguinte maneira

(1.11)

Rn OnT . Otr1

EnT + pn
(1.12)

Se o valor assim obtido for mêior que o resíduo especificado
(.neste trabalho, 10-4) , procede-se , como se mostra na fig . ( 1.1)

a iteraçÔes , Numa lteração genérica 1, tem-se
n n . . n

21 = g 1_1 + A 21 (1.13)
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(1.14)Ag: E; l (21:1) ' &

Fig. (1.1)

2 , EXEMPLOS

Os exemplos seguintes referem-se à placa simplesmente apoiada da

figura , ( 2.1) , de material elâstico linear de módulo de elasti cida
de E = 2100 tf/cm2 e ' coeficiente de Poisson v = O , 30 , submetida à

compressão Ny=Nv=N , uniformemente distribuÍda no contorno , bem co-
mo à carga transversal Pr aplicada no centro da placa ,

EStES: IEK P: = 2 art

Fig. (2.1)
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A discretlzação da estrutura é feIta com elementos retangulares

descritos na referência R2 , nos quais as componentes uo, vo e wo

do deslocamento de um ponto Pn da superfície média são dados por

E+ UU =
1 10

E+ VV
1 10

+€W=E 0 xii[0,W 10 L + n n i o 51r d (2.1)

1c) r|1 (13 12 t1 111 f 1b1r 111 r 181r 11i 1 0 11x 1 e 0 yi são os deslocamentos no da is in dIrIa dos
na figura (2 , 2) e

+i (r,s) 1/4 (r +1) ( s +1)' o o

q:i (r , s ) = 1/8 ( ro+1) -r 2 -s 2 )( s +1 ) ( 2+r +s
0 00

Ei (r , s) 1/8 b si (ro+1) (ko+1) 2 (so+1)

nj (r , s ) = 1/8 a ri (ro+1 )

onde

( so+1) (2.2)

ro e S + 5Sr , r j1 0

a a
3-F 4

qb
r

9/Bv
LL,

1

(2.3)

FIT . (2.2)
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Na obtenção da matrIz de rIgIdez de cada elemento , emprega-se o

método de Gauss de Integração numérica com 4 pontos de Integração ,

nos quais se calculam,também , as tensões .

Quando P = 4tf e N = 0 , obtêm-se os resultados apresentados na

fIgura ( 2.3) .

Fig . ( 2 , 3)
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As linhas cheias representam os esforços correspondentes à ana

llse IInear, enquanto que as IInhas pontllhadas , os esforços soll-

eitantes que se obtêm considerando•-'se a deformação da superfícIe

médIa da placa associada aos esforços Nx'Ny' Nx.V' sItuados ' em ca.
da ponto , no plano tangente ã superficie médIa deformada , A compo

nente desses esforços segundo a direção z contribui para o equill.

brIo das cargas transversais , de sorte que se reduzem os esforços
de flexão .

O esquema resistente r como se mostra na figura (2.4:) , consiste

de uma região traclonada que solIcita um anel perIférico, tracion2
do na direção radial e comprimido na direção transversal. Por se

tratar de um sistema de forças auto-equIlibradas 1 são mulas as re

sultantes dos esforços Ny e N21 agentesr respectIvamente
nas se1

Fig . ( 2 , / )

Quando P e N atuam simultaneamente , ocorre a interação do efei-
to da carga N , que tende a ma jorar os deslocamentos e os esforços

solicitantes r e o efeito de membrana que tende a minorá-los . Assim
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para P = 1. tf e N = 0 . BC>tf/cm, obtém-se a curva - da figura ( 2.5 )

que mostra a evolução do deslocamento WIn do centro da placa , soll-
cItada SIMULTANEAMENTE pelas frações kp e kN (0<k<1) .

Note-se o enrigecimento da estrutura a partIr do valor k= 0.70 ,

devido à preponderância do efeIto de membrana sobre o efeIto da
carga N .

logo

l060

FiÔ . (.2.5 )

A relação entre o deslocamento wD e o deslocamento wpo , obtido
da analise linear , define o coeficiente {; dado por

$ = wP = - = 8.12
wPC) &443

Procedendo-se de maneira análoga para diversos valores de P e N,

obte’m-se os valores wp e + apresentados na tabela ( 2.1) que podem

ser comparados com os valores apresentados na tabela ( 2.2) ,obtidos

na referência Rp 1 com o emprego de séries tri9onométricas . Nessa

formulação , desprezam-se as deformações da superfície média , cuja
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ImportâncIa se mostrou acima .

TABELA 2.1 VALORES DE wD e +

2.000P 0.400 1.000 4.000

N

0.000 0.177 0.439 0.852 1.561 wP

1.000

0.275

1.551

0.644

3.634

0.990

0 + 666

1.502

1.274

2.876

2.471

5.575

3.597

8.116

0.961

1.222

1.379

1.922

2.169

2.890

3.272

3.866

4.362

0.881

2.041

1.151

2.708

1.528

3.499

1.974

4 ,306

2.420

$

wP

+

wP

+

wP

+

wP

4

0 p 200

0.400

0.600

0.800

TABELA VALORES DE w E + (RE?ERÊNCIÀ R.1)2
P

P

N

o.000

0.400 1.000 2.000 4.000

0.174 0.434 0.868 1.737 wP

{'

wP

4

wP

+

wP

$

1.000 1.000 1.000

1.344

1.547

3.298

3.798

15.005

17.277

1.000

2.687

1.547

6.597

3.798

30.009

17.277

0.200 0.269 0.672

1.547 1.547

0.400

0,500

0.660

3 , 798

3.001 . 7.502
17,277 17.277

1.649

3.798
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Dessa forma obtêm-se as curvas apresentadas na fIgura (2 . ( ) que

devem ser entendI cIas da seguInte maneIra: quando a placa em ques-

tão é submetIda, por exemplo, à ação SI-lULg$NBA das cargas P= 1. tf

e N= 0.30 tf/cm, o deslocamento w» do ponto de aplicação de P é +=2

vezes o deslocàmento wpo do mesmo ponto, quando P= 1.tf e N= 0 .
Note'-se que para cargas transversaIs pequenas , sendo o efeito

de membrana desprezÍvel por serem pequenas as rotaçÕes , os valo-

res de + , obtIdos segundo duas formulaçÕes , pratIcamente mincldem.

1

la.512.

0 40_

020.

0.1 3

É 4 } 2 ; @

fjq . '( 2.6)

À medida que o valor da carga transversal aumenta , o efeito de

membrana , passa a ser importante . e o coeficiente {, para um mesmo

valor de N , decresce com o aumento do valor de P , ao passo que , com

a formulação da referência R. 1, o coeficiente + independe de P e

cresce indefinidamente quando a solicitação na superfície média da

placa atinge o valor N = Nrn = O .53tf/cm.
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