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Chaim Samuel Honig

EQUATIONS INTEGRALES GENERALISEES ET APPLICATIONS

Résumé. Dans cet exposé on donne des théorémes de représentation intégrale
pour les opérateurs définis dans 1'espace des fonctions réglées. Ces théoremes permet-
tent de caractériser les opérateurs de causalité et d'étudier les équations linéaires inté-
grales de Volterra-Stieltjes. Il en résulte des applications a la théorie des semi-groupes
d'opérateurs et a 1'inégalité lindaire de Gronwall-Bellman. On mentionne d'autres
applications et résultats et on présente plusieurs problemes ouverts, en particulier des
problémes de géométrie des espaces de Banach issus des questions précédentes.

INTRODUCTION
Dans cet exposé nous présentons les principaux résultats de la théorie des

équations linéaires intégrales de Volterra-Stieltjes
t

(K) y(t) - x +S d K(t,s).y(s) = £(t) - f(a), ast<b
a

dans le cadre d'un espace de Banach X. Les fonctions f, y: [a,b]—-r X sont
réglées (c'est-a-dire n'ont que des discontinuités de premiére espece) et

K:[a, b:I x [a,b_-_l —»1.(X) est telle que 1'intégrale dans (K) soit encore une fonction
réglée (voir Théoréme 2.8). Ces noyaux permettent d'ailleurs de représenter tout
opérateur F de 1'espace des fonctions réglées qui soit de causalité, c'est-a-dire,
pour tout t€ [a, b] (Fy)(t) ne dépend que de y dans [a,t] (voir Théoreme 2.10).

Le fait que les données f et les solutions y puissent éire discontinues est important



dans beaucoup de questions de mathématique, physique et tecknologie.

Puisque K et y dans (K) peuvent avoir des points communs de disconti-
nuité il faut remplacer 1'intégrale de Riemann-Stieltjes par une intégrale plus géndrale :

nous utilisons 1'intégrale intérieure (voir Définition 1.9).

L'équation (K) contient comme cas particuliers les équations intégrales linéaires

de Volterra
t

y(t)—x+§ H(t,s).y(s)ds = £(t) - f(a), a<t<b
a
s
(en effet, on prend K(t,s) = S H(t,0)do, voir aussi le Théoréme 3.22) et les équations
a

lindaires intégrales de Stieltjes

t
(L) y(t)—x+g dA(s). y(s) = £(t) - £(a), a<t<b.
a

Rappelons que les équations différentielles linéaires a retard peuvent &tre mises
sous la forme (K) (voir [18] , P.91)et que 1'équation (L) contient les équations diffé—
rentielles linéaires

y'(t) + B(t).y(t) =g(t), a<t<b

y(a) = x
t t

(en effet, on prend A(t) =S B(s)ds et f(t)= S g(s) ds).
a a

Dans 1'étude des équations (K) et (L) on cherche des conditions pour qu'elles

aient une solution unique et une résolvante telle que la solution soit donnée par
t
y(t) = K(t) + R(t a). [x-f(a)]- { dR@,s)Ls),  ast=b.
a

Les premiers a étudier 1'équation (L) ont été Wall (1954) [45] et Mac Nerney
(1955) BO] . Dans [30] , Mac Nerney suppose que A : [a,b]—-»—L(X) est continue
et a variation bornée ; les fonctions f, y: [a,b_-_‘—-—»- X sont a variation bornée (mais
ses résultats sont encore valables si elles ne sont que réglées). Tl démontre 1'existence
de la résolvante donnée par une intégrale multiplicative. Dans [12] Hildebrandt (1959)
étend les résultats de [30] au cas ol A n'est que de variation bornée, ainsi que f

et y (mais ses résultats sont encore valables si [ et y sont seulement réglées).
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I1 utilise 1'intégrale de Young (voir Définition 1.10) et trouve des conditions nécessaires
et suffisantes pour 1'existence de la résolvante (analogue a 1) du Théoréme 3.19).

Le premier autevr qui a étudié 1'équation (K) fut Hinton (1966) dans [14] ol il
considére une classe particuliere de noyaux K (2 variation bornée dans la seconde
variable, voir la Définition 3.6) et [,y réglées. Pour cette classe, il démontre
1'existence d'une résolvante ; il travaille avec les intégrales de Riemann-Stieltjes a
gauche et a droite. Schwabik (1974) dans B9J (voir aussi [40] ) donne des conditions
pour 1'existence de la résolvante de (K) si K est a variation bornée selon Vitali
(voir Définition 3.7) et y,f sont & variation bornée (mais ses résultats sont encore
valables si elles ne sont que réglées) ; il utilise une intégrale équivalente a celle de
Young et suppose que dim X < oo,

En 1974, dans [18] nous avons commencé 1'étude de (K) dans des conditions
plus générales en ne supposant plus que le noyau K soit a variation bornée dans la
seconde variable mais seulement 3 semi-variation bornée (voir Définition 1.7). Nos
résultats ont été étendus par Souza (1974) dans [8:' pour 1'équation (L) et par Arbex
(1976) dans [1] et Gomes (1980) dans E10:l pour 1'équation (K). Dans E24:l, nous
obtenons un théoréme assez simple pour 1'existence de la résolvante de (K) et de ce
théoreme, on déduit d'une facon trés simple tous les théorémes d'existence de la
résolvante pour les noyaux considérés auparavant dans [14] , [39] , [40] , [1 8:[ , [1] ,

[10] et [21] pour (K) et dans [30:[, [12] , [18] , [8] et [23] pour (L) (voir le
Théoreme 3.8 et ceux qui le suivent).

Aux paragraphes 1 et 2 de cet exposé, nous donnons la partie de 1' "Analyse"
dont nous avons besoin dans la suite. e § 3 contient les résultats pour les équations
(K) et (L.). Ces résultats ont beaucoup d'applications. Au § 4, nous démontrons un
résultat de Travis [44] de la théorie des semi-groupes fortement continus.

Au paragraphe 5, nous appliquons nos résultats pour obtenir des généralisations

de 1'inégalité de Gronwall-Bellman.Au paragraphe 6, nous mentionnons rapidement

plusieurs autres applications et directions de recherche. Dans cet exposé, nous présentons
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plusieurs problemes ouverts et au paragraphe 7 nous donnons quelques probléemes ouver
de géométrie des espaces de Banach issus des Guestions précédentes.
Les résultats développés ici ont fait 1'objet de [21] , [24] , [28] et B__I

principalement .

1. NOTATIONS ET RESULTATS [FONDAMENTAUX

Nous suivons de pres les notations de [21] ; Voir aussi [18_-{ et [:17] .

Nous considérons toujours des espaces vectoriels sur le corps R des nombres
réels mais tous nos résultats sont encore valables pour des espaces vectoriels complexe:
W,X,Y,Z désignent toujours des espaces de Banack. L(X,Y) désigne 1'espace de
Banach des applications linéaires continues u: X —» Y ; on note _I__((X,Y) le sous-—
espace de celles qui sont compactes et I, (X,Y) celui des 1-sommantes (c'est-d-dire C

transforment une série sommable de X dans une série absolument sommable de Y).
On écrit L(X)=L(¥,X) et X'=L(X,R). Par I on note 1'automorphisme identique

de X. Par Xp on note la fonction caractéristique de 1'ensemble A(XA(t) =1 si

tEA et x,(t)=0 si t¢A).

DEFINITION 1.1. Une division d'un intervalle E},b] est une suite finie

M = < =
d.to a t1<t2<,,,<tn_b,

Nous écrivons (d{:n et Ad:sup?si_’dl]ti—t } On note par

D [a,b] , ousimplement par D, 1'ensemble de toutes les divisions de [a,b:{ . On

i-1

dit qu'une division d est plus fine qu'une division d, on écrit d> d, si tout

point ti de d estun point de 5

DEFINITION 1.2. Si X’(xd)d€D sont des points d'un espace topologique E
on écrit x = lim;~y X, S1pour tout voisinage V de x il existe d,,€D tel que

pour d=d,, ona x;€V. Lanotation x =1lim est évidente.

Ad»0 Xd
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On dit que f : [a,b_]-»X ~est une fonction en escalier, on écrit f € E( [a,b] ,X),

s'il existe dED h,b] telle que [ soit constante dans chaque intervalle ouvert de d.

DEFINITION 1.3. On dit que f: [a,b_] —>X est une fonction réglée, on écrit

f€G([a,b_],X), si pour tout t(—i[a,b[’:teja,bﬂ il existe f(t+)=lim,t“f(t)

[£(t-) = limy y, ().

1.1, G( [a,b] ,X) est un espace de Banach quand on le munit de la norme

sup(”f” =sup, _; o ”f(t)” - Voir [18] , Théoréme 1.3.6).

1.2, ( [18] , Théoréeme I.3.1) Soit f: [a,b_[—»X ; les propriétés suivantes

sont équivalentes :

i) fea(la,bl,x)
ii) Pourtout €> 0, il existe f_ € E( [a,b] ,X) telle que Hf - fe” <€

iii) Pour tout €> 0, il existe d€DL-a b7 telle que wc'l(f)SE oll
Lour tout L existe , telle que ou

wc'l(f) = Ssup sup{”f(t) - f(S)H ’ti-1< s<t< ti} .

1<i< )d,

DEFINITION 1.4, On dit qu'un ensemble éc G([a,b] ,X) est éguir‘églé si

pour tout €> 0, ilexiste d€D [a,b] telle que wc‘i(f) < e pourtout £€ é.
b

THEOREME 1.3 ( &2] , Theorem 3). & c G( [a,b] ,X) est relativement compact

si et seulement si 1'on a

A1. % est dquiréglé

A2. Pour tout t€[a,b:] 1'ensemble “&(t)={f(t)ex(feé} est relative-

ment compact.

Pour f € G( [a,b] ,X) ondéfinit £ (t)=£f(t-) si a<t<b et f(a)==f(a+).
G ( [a,b] ,X) = {f € G( [a,b] , X) If_ = f} est un sous espace vectoriel fermé de

a([a,n],x).
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Pour f,g € G( [a,b] ,X) les propriétés suivantes sont équivalentes

{ t

i) Ona S f(s)ds:g o(s)ds pour tout t € La,b]
a a

ii) f(t+) = g(i+) pour tout t€ [a,b [:

iii) f(t-) = g(t-) pour tout t €] a,bj .

DEFINITION 1.5. Nous considérons comme équivalentes deux fonctions réglées

f,g qui satisfont aux propriétés ci-dessus. La classe d'équivalence de f contient une

et une seule fonction de G ( [a,b] ,X): £ . Voir [18] , p. 20.

DEFINITION 1.6. On dit que € : [a,b:l —- L(W,X) est une fonction simplement

rd 7 ’ . O-
réglée, onécrit [ € G ( [a,bj ,L(W,X)), sipourtout wE€W ona f.w € G( [a,b:l ,X)

o (f.w)(t)=1f(t)w, a<t=<b. Duthéoreme de Banach-Steinhaus il s'ensuit que pour

tout te€ [a,b [: [te] a,b:'___l il existe un élément de 1(W,X) qu'on note f(t+) [f(t-‘-)]

tel que lim’Cth £(7)w = £(t+H)w [hm.,.ﬂ f(r) w=f(t2) w] pour tout wEW. Du principe

de la limitation uniforme il s'ensuit que

1.4. Toute fonction simplement réglée cst bornée. G ( [a,b] ,L(W,X)) avec

la norme du sup est un espace de Banach.

o
1.5. G( [a,b:l ,LW,X)) < G~ ( [a,b] ,L(W,X)). On a1'égalité si et seulement si

dimW < co,

DEFINITION 1.7. Pour «: [a,b]—-e— L(X,Y) on définit sa semi-variation

(dans [a,b:]) par SV [q:l =SV b7 [csz SUP 1y Svd [Ot:l ol

Id‘ lxiH§1}.

_ I
sv Lo =sup{ll = Latt)) - oyl xex,
Si SV [oc_J< o« ondit que « est une fonction a semi-variation bornée et on écrit

im

x € SV( [a,b] ,L(X,Y)). Sideplusona aofc)=0 pourunpoint c € [a,bj on note
x € SVC( ]:a,b]),L(X,Y)). Pour [c,d] - [a,b:l on définit SV]C ] [:o&]=

lim'rl.c SV [r,d] [ocj =SWp . oq SV o ,d][(x] et de méme pour SV [c,d E[oc:l .

11 est immédiat que toute fonction & semi-variation bornée est bornée.
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THEOREME 1.6. SVa( [a ,b] ,L(X,Y)) estun espace de Banach guand il est

muni de la norme « +—> SV [cx] .

La démonstration s'ensuit du théoreme 1.11 ; voir aussi [1 5] , 1.3.3.

\d\
Pour Y=R ona SV [oc] Vy \:0(] \cx(ti)—on(ti_1)”; ceci montre que

1:1
SUpdeD d [oc] V [oc:\ la variation de «. Si V [cx]< o ondit que « estune

fonction a variation bornée et on note o« € BV( \:a, b] X1). De fagon analogue on définit
BV(a,b],X), BVC([a,b],x)etc.

DEFINITION 1.8. BW( [a, b] ,Y) = SV( [a,b] L(R,Y)) ;

un élément de
BW( [a , b:\ ,Y) est dit une fonction a variation faible bornée.

Du théoréme de Dvoretzky-Rogers il s'ensuit

v([a,b],v) c BW([a,b],Y)

et 1'on a 1'égalité si et seulement si

dim Y < o,

\:ab] (X,Y)) = sv( Eab]

L(X,Y)) etl'on al'égalité si et seulement

si dimY < oo,

DEFINITION 1.9. Si «:la,b]—=L(X,Y) et
b
1'intégrale de Riemann-Stieltjes S dadt). £(t)

b a
S- du(t).f(t) par
a b ‘d‘
\ da(t).£(t) = lim \-_o((t - aft ].f(gi) ou ¢&. e[:t._1 , t
a Ad»0 1—1 oot !

f: [a,b]——»X on définit

et 1'intégrale intérieure

lal
S~ daft).f(t) =1im T Lat,) - alt )_\t(£) ou £ e]t RER [
a

deD i=1 -
b
quand ces limites existent. De facon analogue on définit g o(t).df(t) etc
~ - a
b b b b
1.9. S'il existe S da(t).[(t) alors il existe S dadt). £(t) ZS dalt).£(t). Si S dalt)
a a a T Ya
existe et si  « gg f n'ont pas des points communs de discontinuité alors
b

S doft).f(t) existe.(Voir \__18], Theorem 1.1.2).
a




b

Pour 1'intégrale S da(t).f(t) on a la formule d'intégration par parties
a
b b
g daft) . £(t) +S «(t). dE(t) = ab).£(b) - a(a).f(a)
x a

laquelle, en général, n'est pas valable pour 1'intégrale intérieure (mais voir [1 8_-] ,

Theorem 1.4.21).

THEOREME 1.10. Soient a€SV( [a,b],L(X, Y)) et feG( Ea,b],x).

b
a) Il existe F(x(f)=§° doft). £(t) ”Fa(f)”s SV [oc]”f—)’
b Idl
b) ”S dolt). £(t) - Ex(t -cx(t ].f(Ei')”S S\/B]cué(f)
a i=1

c) L'image par Foc de tout ensemble équiréglé est relativement compact sij

et seulement si  «oft) € K(X, Y) pour tout te[;l,b] :

Voir [18] , Theorem I1.4.12 et [22] , Theorem 4 d) pour la démonstration .
La généralisation suivante du théoréme de représentation du Riesz pour les

éléments f € [__a,b_] )" justifie les notions de semi-variation et d'intégrale intériey

THEOREME 1.11 ([18], Theorem I1.5.1). L'application

oc€SV(L- b:’ L(X,Y)) I——»F‘ €L[G l:a b_l X)Y]

est une isométrie (c'est-a-dire, ”ch” = SV [o(]) du premier espace de Banach sur ]e

T ————

second. Ona oft) x = F !_—x Ea b]x] pour a<t<b et x€EX.
, pour

De B], p. 184, il s'ensuit le
THEOREME 1.12. Soit oc€SVa( [a,b]),L(X,Y)):
«eBv,([a,0],1,00, e F e, [a( o], %),v].

PROBLEME OUVERT 1. Nous ignorons une caractérisation

des « € sva( [a,b],L(X,Y)) tels que F_€K [G( [a,b],x),Y].
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THEOREME 1.13. Soient oa€SV( a,b],l X,Y)) et g€G0([a,bj,L(W,X)).

) ‘

11 existe 1'intégrale intérieure simple I = da(t) e g(t) € L(W,Y) définie par

b g

Iw = S da(t).g(t)w pour tout weW. Ona ;
A

le signe ¢ ).

I” < SV [cx:, Hgll . (Parfois nous supprimons

THEOREME 1. 14 ([18], Theorem 1.4.20). Soit «: !_’1 b__Jr—yLX Y) tel que

] il existe S da(t).£(t) (O da(t)o a(t)] .

pour tout f€G([a,b],X) [geco([a,b],L(X))
— a

Alors ona aESV( [a,b] ,L(X,Y)).

THEOREME 1. 15 (Helly [18], Theorem I.5.8). Si la suite o:n€SV( [a,b] ,L(X,Y))

est telle que

a) supSV [ocn:l < o
n

b) Il existe «: Ea,b]—» L(X,Y) tel que ocn(t) x —«(t) x pour tout

t € [a,b] et tout x€X

alors on a
i) oESV( [a,b] ,L(X,Y)) et Sv[a]s lim inf SV [ocn:{

b b
S- docn(t).f(t)—)-g- da(t).£(t) pour tout f€G([a,b],X)

b b -
iii) [_—US dan(t)og(t)]w — [US. dal(t) o g(t)_}w pour tout g€G [ b] (W, X))
a

et tout wewW.

Commentaires. L'intégrale intérieure semble avoir été définie pour la premicre

fois par Pollard en 1920, BS], mais il n'en a pas donné beaucoup de résultats. En
1931, elle fut étudiée dans la these de Dushnik, voir DB] , p. 96 et a été utilisé€e en
1934 par Kaltenborn, E29_, , pour donner un théoréme de représentation pour les éléments

dont notre théoréeme 1.11 est une généralisation. Voir [181, Théoreme

de G(la,n]y

I.5.6 pour une représentation des éléments de L I_G( [a,b] ,X),YJ . La notion de semi-
variation a été créée en 1936 par Gowurin, [11:] . Le théoréme 1.15 a été démontré

par Helly dans le cas numérique (X =Y = R) etpour f continue.
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Les résultats du § 3 pour les équations (K) et (L) utilisent 1'intégrale intérieure
tandis que plusieurs des auteurs dont nous donnons des références font usage de 1'inté-

grale de Young.

DEFINITION 1.10. Pour o [a,b:l—-+-L(X,Y) et f:l:a,b]—rx on définit

1'intégrale de Young YS dolt).f(t) par

ldl - .
ng dadt).£(t) = lim { l:cx(t ) -t _J I:oc (ti_1+)] (83 ) +
dep i=1

Ex ) - at, —].f(t.)} ol gi'e:]ti_1,ti[

1

quand cette limite existe (aussi bien que les limites «o(t+) et aoft=)). De facon analogue

b b
on définit YS oft). df(t), ?S da(t) o g(t) pour g:[a,b] —=L(W,X) etc.
a a

Remarque. La définition habituelle de 1'intégrale de Young suppose que « , f

et g sont des fonctions a variation bornée.

Il est facile de passer de 1'intégrale intérieure a 1'intégrale de Young et récipro-

uement car les deux intégrales sont associées, c'est-a-dire. on a le
————— ) ’

THEOREME 1.16. a) Pour aesv(]_—a,b],L(x,Y)) et feG(Ea,b],X) il
existe YS «ft).di(t) et on a
a
b b
g- dalt).£(t) + YS at). dE(t) = a(b). £(b) - f(a).f(a) .
a

a
b) Pour e svG7([a, b, 10X, ) = sv([a,0],L6x,v) N 6% ( [a,b] , 10X, Y)) of
e G(la,bl,X) il existe YS da(t).£(t) etona

b
YS do(t S aft).df(t) = ab).£(b) - (a).f(a).

La démonstration s'ensuit du Théoreme 1.4.21 de [18] .
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2. REPRESENTATIONS INTEGRALES D'OPERATEURS.

DEFINITION 2.1. Soit K :TxS — Z. Pour tout (t,s) € TxS on écrit

K'(s) = K (t) = K(t,9).
Les fonctions K= et KD sont définies par

K9 teT > xlez® et K : SES |-—+KS€ZT.

DEFINITION 2.2. Pour K : [c,d] x [a,b] — 1(X,Y) nous considérons les
propriétés suivantes :

(G0 ): K est simplement réglée en tant que fonction de la premiére variable,
c'est-a-dire, pour tout s € [a,b] on a KS€GG( [C,d] ,L(X,Y))

(G):K est réglée en tant que fonction de la premiére variable

(S\/u): K est uniformément a semivariation bornée en tant que fonction de la

seconde variable, c'est-a-dire, on a
u t
SV [K] = SUP iy SV [K ]< o,

(svg):K satisfait (SVY) et K(t,a)=0 pour tout t€ [c,dl.

~ Onnote K€ GG.SVS ( [c,d]x[a,bJ,L(X,Y)) si K satistait (G°) et (SV';).
De facon analogue on définit G° .BV'( [c,d_[x [a,b:[ ,L(X,Y)), G.BV‘;( [c,d]x [a,b.l,

L(X,Y)) etc.

Du théoreme 2.2, il s'ensuit le

THEOREME 2.1. G° -SV;( [c,d]x[a,b] ,L(X,Y)) est un espace de Banach quand

il est muni de la norme K }—» SV [:KJ .

THEOREME 2.2. a) ( [18] , Theorem I.5.10). L'application

kec”.sv!( [e,alxla,nl, 06, ) o Frern o [a,0], ), 0 e, ], )]

est une isométrie (c'est-a-dire, HFKH - sy [:K:l) du premier espace de Banach sur le




second ou pour tout f € G( Ea,b] ,X) nous définissons

b
(pKf)(t):S.a d_K(t,s).f(s) , astsb.

On a K(t,s)x:FK[—x [a S]xj(t) pour se:'a,b], te[c,d] et xe€X.

) ( E?Z_[ , Theorem 10). L'image par Fy de tout ensemble borné de G( [_—a,b] , X)

est un ensemble équiréglé de G( [c,d] ,Y) siet seulement si on a

k™ ec(la,al,sv_([a,0],L0x,v

THEOREME 2.3 ( [22] , Théoremes 11 et 13). Soit K€ G7.sV( [c,a]x[a,n],
L(X,Y)). Si F €K la([a,b],5%),c([e,d],v)] alors  K7eG( [c,da], SV, ([a,n],K(x ,Y))).

Réciproquement, si [c,dj= L-a,b:l et Y=X alorsde K €G [a,b],SVa( l:a,bj,

E(X))) il s'ensuit que (F‘K)2 €K [G( [a,b:‘ ,X)] .

THEOREME 2.4 (Bray [18] , Theorem II.1.1). Soient « € SV( [c,d_.J , L(Y,2)),
kec® .sv'([e,alx[a,al,Lex,v)), et teatfa,n], %) [rec([a,n],Lov,x)]. on

définit

5 cd
(F K)(s) = SC duft)o K(t,s), as<s<b, et
b
(F 0)t) = g; d_K(t,s).£(s), c<t<d.
Alors on a

a) FKesv( [a,b],L(x, V) et SV EFO(K]s sv [odsv¥ [k ]
) Fytea(le,al, v [Ferec(le,al, v, o] et fIrell < syt [l

b d d b
) Sa d E’SC doc(t)oK(t,s)].f(s):S- dalt). [Sa dSK(t,s).f(s)].

C

Dans le cas numérique (W=X=Y=Z=R) etpour f continue, Bray a démontré

ce théoréme vers 1918 dans [4J .

2.5. Si F1€L[G([a,b_—_l,x), [c d] :] et F, € G( I_c d] ([e,f],z)]

sont définies, respectivement, par K1€G .SV [c,d:l [a,b] ,L(X,Y)) et
KZGGU( I:G,f]x[c,d] ,L(Y,Z)) alors FyoF,€ L'_-G( [a,b] ,X),G( [c,d],Y)] est définie
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par KeG’ .sv¥( le,11x[a,b] ,1L(X,2)) ol
d
K(t,s)= %0 a K, 7)ok (r,9), (t,9) € [e,tlx[a,b].
C
THEOREME 2.6 (La formule de Dirichlet [1 8] , Theorem II.1.6). Avec les

hypothéses du Théoréme 2.4 prenons l:c,d:[= l:a,b:l . Ona
D S b b -
(- a [0V axtvyo ke, )] i) = - aate). [§+ aicte,s).160) + (e, 0).10)
a a a t

b b b t
(o [0+ sttt 1] 0= §+ aa®). [+ agxt,0).26) - ke,0.00]
a S a a

Du Théoreme précédent s'ensuit immédiatement le

THEOREME 2.7. (La formule de substitution). Soient aESV( Ea,b] ,L(Y,Z)),

eec®([a,b],Lx,v) et tec([a,nl,x) [rec?(la,n],Lw,x)]. ona

b b
S- d_ [SS da(t) g(t)].f(s)=g' da(s).g(s) f(s).
a a

a
Dans [20] , il y a d'autres versions du Théoreme de Dirichlet et de la formule
de substitution.
t
Dans le Théoréme 2.6 la fonction t € l:a,b]o-rg .dSK(t,s)f(s) - K(t,t) « £(t)
a
est réglée mais les deux termes de la somme ne le sont pas nécessairement. Pour cette

raison quand nous considérons 1'équation (avec Y =X)
t

() y(t) - x+ - dk(t,s).y(s) = 1(t) - £@), a=ts<b
a

il faut faire une hypothése supplémentaire pour assurer que 1'intégrale dans (K) est

une fonction réglée de t pour tout yEG( [a,b] , X).

DEFINITION 2.3, Soit Kea’ .SVu( I:a,b_JX Ea,b:] ,L{X,Y)) ; pour tout
fEG( [a,b] ,X) on définit

t
(kE)(t) = S d_K(t,8).1(s), a<t<b.
a

THEOREME 2.8 ( E21:l, Theorem 2.6). Soit K eq’ .sv“( l:a,b]x [a,b] ,L(X,Y)).

Les propriétés suivantes sont équivalentes :




\

a) K est simplement réglée sur la diagonale, c'est-a-dire, pour tout x¢€.

la fonction t € El,b]t—-b K(t,t)x €Y est réglée.
b) Pour tout f € G( [a,blx) ona Kkf € G( [__a,b],w

Ce théoréme est du a Arbex, [d p. 30.

Sile noyau K du Théoreme 2.8 satisfait la propriété a) ci-dessus, on écri

K € Z.svY [a,b]x[a,b],L(x,Y)).

2.9 ( E21], Theorem 2.11). Pour KGGZ.SVU( [a,b]x[a,b:[,L(X,Y)) on a
t
()(t4) = (- dK(tE,9).5(5) + [K(t5, t5) - K(t5, )] £(t+), a<t<b
a

(kE)(t-) =SE d_K(t*,s).f(s), a<t<b.
a

Quand K € GZ.SVU( [a,b],L(X,Y)) on peut remplacer K(t,s) par
K(t,s) - K(t,t) sans altérer 1'opérateur k. De cette facon on obtient un noyau de

c? .svY( [a,bjx [a,b] ,L(X,Y)) quiest nul sur la diagonale et on écrit alors

KeGgY .sv¥( [a,b]x [a,b] ,L(X,Y)); on suppose méme que K(t,s)=0 pour s>
0 t

car cela ne change pas k.
DEFINITION 2.4, Onditque F € L (:G( [a,b] ,X),G( Ea,b_l ,Y)_I est un opérate

de causalité si pour tout f € G( [a,b] ,X) et pour tout c € [a,bj, f -=0
Ila,c]

implique (Ff)H- _-I = 0.
a,c

THEOREME 2.10 ( &1] , Theorem 2., 10). L'application
KEG, .SV'( [a,bx [a,b],L(X, ¥) — keL [G7( [a,b],%),G( [a,b] ,Y)]

est une isométrie (c'est-a-dire, l ,kl [ = syt [K _1) du premier espace de Banach sur le

sous espace des opérateurs de causalité du second. On a K(t,s).x = -k [-x ES t]x](t)
b4

pour s,tefa,b] et xeX.
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LINEAIRE INTEGRALE DE VOLTERRA-STIELTJES
Dans ce paragraphe, on note en abrégé G((J;.SVu = GS.SVU( Ea,b_]x [a,b] ,L(X))
BV'etc. Si KeG,.SV! satisfait K(t,s)=I  pour

o u
et analoguement GA.SV , GO A

3. L'EQUATION

s>t onécrit K€ G;’.sv“.

E:,d]c a,b:] considérons 1'équation

Pour K € GY.svY et
cstsd

d y x
(K)g y) - x+ & dK(t,s).y(s) = £(t) - £(c),
C

ol f,y € G( f__c,d] ,X) et x€X. Nous cherchons des conditions pour que 1'équation
(K)((:1 ait toujours (c'est-a-dire , pour tout fEG( [C, d_] ,X) ettout x€X) une et une
seule solution réglée y € G( &,d] , X).

3.1(‘_—21_1,3.1)Soient KGGZ.SVU et asc<d<ex<b.

a) Si (K)g' a toujours (c'est-a-dire, pour tout fEG( [c,e:’ ,X) et tout x€X)
au plus une solution réglée alors le méme est vrai pour (K)S. |

. . ’ V A d
a toujours une solution reglee, on a le méme pour (K)C.

b)Si (K

)i (KIS et

e 3 . ’ rd A
(K) d ont toujours su plus une solution réglée, alors on a le méme

pour (K )g.

a)si (k)T et

(K )3 ont toujours une solution réglée alors on a le méme pour

(K)g.

DEFINITION 3.1. On dit qu'une fonction R : I:a,b]x[_-a,b_l—-r L(X) qui satisfait

(GY) (voir Définition 2.2) est une quasi-résolvante de K si elle satisfait 1'équation

de la résolvante

t
(R*) ‘R(t,S)—IX +0‘S' dTK(t,T)OR(T,S)=O,
S

THEOREME 3.2. ( [__21] , Theorem 3.2) Soit K € GXSVU. Les propriétés suivan-

tes sont équivalentes :

1) Pour tout s € {:a,b_-l et x€X 1'équation homogeéne
t
y)-x+{ d K(t,7).5(r) =0,
s

a une et une seule solution réglée Ve « € G( [s,b_’ ,X).

’
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2) K a une et une seule quasi-résolvante R.

Dans ces conditions ona y_ x(t) =R(t,s).x, s<t<b.
?

PROBLEME OUVERT 2. Supposons satisfaites les propriétés équivalentes du
Théoreme 3.2 ; nous ignorons si (R") a des solutions qui ne satisfont pas (G ), ou
encore, si 1'équation homogeéne de 1) a des solutions non réglées. Pour 1'équation (L)

la réponse est négative : voir le Théoreme 6.3 et [25] .

THEOREME 3.3 { [21:[ , Theorem 33) Soit R une quasi-résolvante de

KGGX.SVu (non nécessairement unique). Les propriétés suivantes sont équivalentes

1) Pour tout s€ [a,b], x€X et fe€G( [s,b],X) la fonction

t
(0) ¥ =) + Rit,). [x-t6)]- § a_Ret, 7).1(r), s<t<b
s
est une solution réglée de (K)ls).

1a) La propriété 1) avec s =a

2) Rec;;’.sv” i

DEFINITION 3.2. Une résolvante de K est une quasi-résolvante qui satisfait

la propriété 2) du Théoréme 3.3.

PROBLEME OUVERT 3.S8i K¢ G‘Z.SVu a une seule quasi-résolvante R

a-t-on R € G;’.SVu ? La réponse est positive si pour un entier m 1'opérateur

est compact (voir [21] , la remarque g) qui suit le Théoreme 3.4).

m

PROBLEME OUVERT 4. Si K € Gg.BVu a une seule résolvante, a-t-on

RE Gg .BVY 2 Pour 1'équation (L) 1a réponse est positive.

Pour 1'équation (K) il peut arriver des situations assez inatendues méme dans le

cas numérique (X = R).

EXEMPLE. Soit [a,b]= [0, 1] et considérons le noyau

K(t,S) = XB

2 tE(S), S,t€E),1].
’
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Ona KE€ GO.BVU( |:O, 1])( [0, 1:1) et ill n'est pas difficile de démontrer que pour tout
f e G( [0,11) 1'équation
y(t)+gt. d K(t,s).y(s) = 1(t), 0<ts<1
0

a une et une seule solution réglée yf€G( [O, 1]) mais 1'opérateur f€G( [O, 1]) —

yf€G( [O, 1] ) n'est pas de causalité car

ye(t) = f(t) - £(t) + (1), 0o<t=< 1.
Voir E?ﬂ , Exemple 1 ; voir aussi 1'Exemple 2.
Dans le théoréme suivant, nous donnons des conditions équivalentes qui assurent
que pour tout [c,d-_lc [:a,b] 1'équation (K )2 a toujours une et une seule solution

réglée (donnée par (p)).

THEOREME 3.4 ([21], Theorem 2.4 et 24]). soit Kk e .5V
I. Les propriétés suivantes sont équivalentes : 0
1. Pour tout g € G(|a,bl,X) 1'équation

t

+S. dTK(t,T).y(T)=g(t), a<t<b

a une et une seule solution réglée yg € G( [a b_‘ et 1' opérateur

g € G( Eib] |—>y€G [ab]

est de causalité.

2) Pour tout deja,b], x€X et f€G( a,d],X) 1'équation (K);l a une et

une seule solution réglée.

o+

3) Pour tout c€ [a,b [, x€X et f€G( [c,b] ,X) 1'équation (K)E a une et

une seule solution réglée.

4) Pour tout [c,alc [a, bl, x X et f€C( [c,al,%) 1'¢quation (K)CC1 a une

et une seule solution réglée.

5) Pour tout t€ [a,b] il existe € >0 tel que

i) Pour tout c€ [a,bl_—, EQJO,EC] et f(—:G([c,c+e-_l,X) 1'équation

C+E
)

(K a une et une seule solution réglée.

ii) Pour tout d€:]8,b], EG:JO,Ed et fEG( Ed-e,d],X) 1'équation

(K)g_E a une et une seule solution réglée,
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. o u
6) Le noyau K a une et une seule quasi-résolvante R etona R € GI.SV .

7) Le noyau K a une et une seule résolvante R.

8) I existe Recf.sv“ qui satisfait

t
R(t,s)—Ix+0§.dTK(t,'r) R(1,5)=0, a<s<ts<b
S

(R¥)

4 t
(R,) R(t,s) - K(t,s) - I_+ GS. d_R(t,7)oK(r,s)=0, ass=<t<b.
S

II. Si les propriétés équivalentes de I sont satisfaites, on a

9) Pour tout L—c,d]c [a,b _l la solution de (K)g est donnée par

t
(0) y(t) = £(t) + R(t, c). [x - £(c)]- S 4R(t,5).1(s), c<ts=d,
.

10) Pour tout t € [a,b [ 1' opérateur I - K(t+,t) est inversible, c'est-a-dire,

il existe EX - K(t:l-,t)]_1 € L(X).
III. Si 1'opérateur k€L [G( [a,b] ,X) _J défini par K est compact alors la

propriété 10) est équivalente aux propriétés de I.

Pour K€ G{;.SVu nous définissons K(n) c Gg.SVu par K( )=
t
1
K(n+ )(t,s)=og. dTK(t,'r)oK(n)('r,s), a<s<t<bp.
S N

L'opérateur défini par K(n) est k7 (voir 2.5).

DEFINITION 3.3. On dit qu'une résolvante R de K est donnée par la série

de Neumann sil'on a
I - R(t,s) = K(t,s) - K(Z)(t,s) + K(B)(t,s) - ...

u
la série étant convergente dans Gg.SV . Dans ce cas K a une seule résolvante

carsi re€kL ]:G( Ea,b] ,X)] est 1'opérateur défini par une résolvante R (voir définition
2.3) alors I-r estuninverse adroitede I+k etsi R estdonnée par la série

de Neumann alors I-r estl'inverse de I+k et I+k n'a donc pas d'autres inverses
a droite.

REMARQUES. 1) La démonstration de III du Théoréme 3.4 est relativement simple :

si k est compact il s'ensuit du Théoréme 2.3 qu'ona K7€ G( Ea,b] ,va( [a,b] ,L(X)))
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et en utilisant cette propriété et 10) du Théoréme 3.4 on démontre que pour tout

Ec,d]c[a,b] 1'équation (K)(C:j avec f=0 et x=0 n'aquelasolution y=0. 11

s'ensuit de la théorie des opérateurs compacts que (K)E:i a toujours une et une seule

solution, c'est-a-dire, on a 4) du Théoreme 3.4 (voir aussi le Théoréme 3.13).

2) De la théorie de 1'inversion des opérateurs dans une algébre de Banach il s'ensuit

que 1'ensemble J des noyaux K € G%. syt qui satisfont aux propriétés équivalentes

un sous-ensemble ouvert de G%.SVu et que 1'applica-

de I du Théoréme 3.4 est

tion (non linéaire) K€ J6+—-R - Ix€3(; est bicontinue. On conclut que si K€J, alors

la solution y de (K)S est une fonction continue de x,f et K.

3) De 5) du Théoréme 3.4 on conclut que les propriétés équivalentes de I ne

dépendent que de K dans un ensemble arbitrairement petit de la forme

U )d ]{(t,s) ’ti_1 <s<ts< ti}

1<i<
oli d est une division de Ea,b] . Un résultat de ce type a été démontré d'abord par

Arbex, [1_] , et, dans un autre cadre, par Bitzer, B:[ .

De 4)<=>5) du Théoreme 3.4 il s'ensuit le

THEOREME 3.5. Soit K € G3.SV". S'il existe de€D tel que dans
E— I a,p] ————

chaque intervalle Ei 1 ti] 1'équation (K)tl
- i-1

a une résolvante unique alors (K)a

a une résolvante unique.

REMARQUE 4. Un résultat trés profond du a Arbex [1] dit qu'on a un résultat

analogue en remplacant "résolvante unique" par "résolvante donnée par la série de
Neumann'.

DEFINITION 3.4. Si K € GJ.SV" on définit K~ € GJ.SV" par K(t,s)=
=K(t:,s) si a<s<t.

Le théoréme qui suit montre que 1'étude de 1'équation (K)g peut se réduire a

1'étude de (K_)g. Un premier résultat de ce type est du a Arbex [1] X
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THEOREME 3.6 (/:24:]). Soit K € Gg.sv“.

a) R est une quasi-résolvante [résolvante] I:unique_] de K =R~ estune qu:

résolvante E‘ésolvante][unique]de K.

b) S est une quasi-résolvante [résolvante_][unique_]de K™ =R est une

v quasi-résolvante [résolvante]ﬂmique]de K ou

t
R(t,s) = S(t,5) - °. d_ [K(t,7) - K7(t,7)]os(r,5), assst<b et RTs.
S

th c) R est donné par la série de Neumann<=»S est donné par la série de

Neumann.

“‘ DEFINITION 3.5. Pour K € GgSVu et de€D [:_ on note
i a,b

-

c(K,d) = 1Sslug /d I sup{SV [:51_1,t]LK__! Isl._1stSsl.}

c(K,d")= sup
1<i< Id

I SUD{SVjsi_1,t] [Kt]]si_1StSsi} .

LEMME 3.7. Soit K € GgSVu. Les propriétés suivantes sont équivalentes .

1) 11 existe deD[a b] tel que c(K,d)< 1 [c(K,d‘)< 1_].
2) a) Pour tout c€ Ea,b [ ilexiste & >0 tel que

sup{SV E?,t.-i E(t:”CStSC-i—S} <1 _[_sup{S\/jc’t] B(t_—“ c§t$c+8}<1].

b) Pour tout d€_a,b | il existe $>0 tel que

sup{SVEj_S’t] [Kt]/d—SstSd}<1 [sup{Sde_S’t] J—Kt”d-gstsg}q:!.

Démonstration. 1) =»2) est évident 2)=»1) suit de la compacité de [a,bJ

(Voir [24]).

THEOREME 3.8 (_l—_.-24_]). Soit K € Gg.SVu tel qu'il existe d€ED [:é bJ avec
?

c(K™,d") < 1. Alors les propriétés suivanies sont équivalentes :

1) Pour tout t € E,b E 1' opérateur IX—K(tlr,t) est inversible,

2) K satisfait aux propriétés équivalentes de I du Théoréme 3.4.
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Démonstration. Par II du Théoréme 3.4, ona 2) =>1). Pour démontrer que

1) = 2) par le Théoréme 3.6, il suffit de lefaire pour H =K . Par 3) du Théoréme 3.4

et par le Théoréme 3.5, il suffit de démontrer que pour tout i=1, 2,... ld I et tout
ce [ti-1 ) b !: 1'équation
ti t -
(H)C y(t)—x+§. dTH(t,T).y(-r):f(t)_f(c), csts<t
C

a une et une seule solution y € G( [c,ti] ,X).

t .
Par2.9 ona lim, bo S dTH(t,T).y('r) = - H(c+,¢).y(c+). Ceci montre qu'une
c

solution y de (H)ci satisfait

y(c+) - x - H(c+,c).y(c+) = f(c+) - £(c).

Puisque H(c+,c) = K(c+,c), on conclut par 1) que

y(et) = Ex - k(eh,e)] 7" [x + tler) - 1))

Pour tout x€X et f€ G( [c,ti] , X), nous posons
% - J@x ¢ = {uec;( [c,ti] ,X) lu(c) = x u(c+) = - K(cir,c)]’1- EX+f(c.+) - f(c)]}.

11 est immédiat que #  est termé dans G( [c,ti] ,X). Pour z€G( [c,ti] ,X) nous

posons
cst<t,
i

t _
(T2)(t) = x + £(t) - #(c) - { . d, H(t,7).2(7),
C

ona Tzé€ G( [c,ti] ,X) et Ty=y sietseulementsi y estune solution de (H)C1
t

Pour démontrer 1'existence d'une solution unique de (H)c1 il est donc suffisant de

montrer que TJ6c # (ce qui est immédiat) et que T est une contraction de %6 :

pour ug,u, € J6 ona

”TuZ—Tu1” sup{”(Tu2)(t) - (Tu1)(t)” fcststi}

SUP{”SE dTH(t,'r). [uz(v')-u1('r)]” ICStSti}.

Si on remarque que (u2—u1)(c+) =0 on conclut par 2.9 que

t t '
§. ant 0 L(mraml=tim §ant, 0. el

SyC ™S
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A - |

t -
donc ch dTH(t,T). [uz(T)—u1('r)_J,H < limS¢CSV 5,11 [Ht:,Huz—u1H Svjc L

alors HTu2 - Tu1H < SUP__ ¢ SV-]C i [Hﬂ”uz—um <
st=ty lc,

Supti—Ft:\ti SV] ti—1 ] [Kt;_—‘ ”u2—u1 H < c(K,d" )HuZ—u1 ’, ce qui conclut la démonstration

car c(K ,d")< 1 par hypothese.

THEOREME 3.9 (Arbex). Soit K € Gg.sv“ tel qu'il existe d€D 7, 9 avec

c(K™,d)< 1. Alors K a une résolvante donnée par la série de Neumann.

Démonstration. Onnote q=c(K ,d)< 1. Soit c € [ti-1 't [; on a

- t . .
(t,c)” < SuPcststi SV R Bi]< q car H(t,t)=0. De K(c+,c)=H{c+,c)

sup cststi H
on conclut que “K(ci,c)” <q<1 donc I, - K(c+,c) est inversible. Du Théoréme 3.8
il s'ensuit donc que K a une résolvante. Par la remarque 4, il suffit de démontrer que

la résolvante de chaque (K—)[ ! est donnée par la série de Neumann, ce qui est immédiat

i-1
car on montre par récurrence que pour ti 1 <t ti ona SV Et BH t_‘]S q .
- i- 1’
On va maintenant appliquer le Théoreme 3.8 aux noyaux considérés par Hinton,

Gomes et Schwabik.

DEFINITION 3.6. On note G’ BV rc d] [a b] 1'ensemble des
noyaux K : E:,d]x [a,b]—-»-L(X,Y) qui satisfont (G°) et tels qu'il existe une fonction
croissante g : ‘:a,b] —>R telle que

”K(t,SZ)-K(t 52)” g(s2)—g(s1) pour terc d] et a<s,<s,<b.

Quand [c,d_{:[a,b_l, Y=X etdeplusona K(t,s)=0 pour s =1t onnote

z I d S ’ ’ . z
en abrege K € Gg.BV . Pour ces noyaux Hinton a démontré 1'existence d'une résolvante,
[1a]. '

THEOREME 3.10. Soit K € Gg.BVS. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) Pour tout t € [a,b [ 1' opérateur I - K(t+,t) est inversible.

2) K satisfait aux propriétés dquivalentes de I du Théoreme 3.4.
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Démonstration. I  reste 3 montrer que 1)=>2). Puisque g est croissante
pour tout €>0 il existe d€ED ,b] tel que g(si—) - g(si_1+) <e pour i=1,2,...

ld’. Alors pour Si—1<t<si on a

SV] ;1 ,tj [Kt_]’s V- 5,15, [Kt']s g(si-) - g(si_1 +)< €

et le résultat suit du Théoréme 3.8.

COROLLAIRE 3.11. Soit K € Gg.BvS tel que |[K(t+,t)] < 1 pour tout t€ [a,bl:

Alors K a la résolvante donnée par la série de Neumann.

Démonstration. On maintient 1a notation de la démonstration'du Théoréme 3.10 : on
a HK(tQL,t)H <€ si t Et:lsi_1,si [ car pour s; <t<r< s; ona ”K('r,t)H <
SV I:KTJS SV B(T]s €. D'autre part, par hypothese, on a
[, 7] Is; o™ ‘
”K(si;,si)“ <1 pour i=0,1,..., 'd l-1. On conclut qu'il existe deD E b:] tel
,b

que c(K,d)< 1 et le résultat suit du Théoreme 3.9.

Par ailleurs, nous démontrons le

THEOREME 3. 12 (3 paraftre). Soit K € G° .svg( [c,d])x [a,b] ,L(X, Y)). Les
propriétés suivantes sont équivalentes

1) kec®.BvS([e,alx [a,6],1,(x,7))

2) KgEBV,( Ea,b] ,G( E:,d:l TL(X,Y))

3) P e, [6([a,b],%),G le,a],v)].

THEOREME 3.13. (Gomes [10]). soit Kecg.sv“ tel que K°€G( [a,b 5

SVb( E\,b] ,L(X))). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) Pourtout t€ I:a,b [ 1' opérateur I - K(t+,t) est inversible,

2) K satisfait aux propriétés équivalentes de I du Théoréme 3.4.

Démonstration. Pour appliquer le Théoreme 3.8, montrons que pour tout € >0

il existe d€D G,5] telque c(K™,d")< e. La fonction k© étant réglée on conclut
, .

de c)de 1.2 que pour tout €> 0 il existe deED tel que pour t' t"€]s. S. [
El’b:l ! i’7i4
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S+
< g Par le Théoreme 1.15, on a SV[:a b—l [K t_ Kt __] g

. AL .
on a SV[a,b] [K -K __/ < E.
s.+’
1s,117°

5Tt i
s. <t <s, donc SV - FK - =K :f = ¢ et comme K

i i+1 t_l -

(s) hmﬂs K(1,s)=0 puisque K(1,s)=0 si

pour

(car pour s€] S.) t] on a
= i ! i = 5. <~ = s. .
s) il s'ensuit que 3V ] [K ] <€ pour s <L

COROLLAIRE 3.14. Soit chg sv' tel que K B¢c(la,b],sV ([a I(X))>

et HK(t+ t)” <1 pourtout t€ El [ Alors K a une résolvante qui est donneeglf

la série de Neumann.

La démonstration est analogue a celle du Corollaire 3.11

Schwabik dans B9] et [40:1 considére 1'équation (K) avec des noyaux qui sont
variation bornée selon Vitali.

DEFINITION 3.7. Soit K : Lc d7x[a bJ — 7. Pour dCD bj
S€DE— g] onnote KJ =K(t,s;) - K(t;,s;_;) K(t,_g,s) +K(t_qus; q), i=1,2,.. ]q [

sl et v o k|

1

vik]- Yo, dix @, b7 [K]: S“p{vs,d lil5en [c,dl’dED[a,b]} =

j=1,2, ...

on dit que K est une fonction a variation bornée selon Vitali et on écrit
=0 -
K € BV Ec,d]x[a,blz Side plusona K(t,a)=K(c,s) @ur te E:,d_l et s¢ [a,b(

on écrit KEBV, a( [C,d]x Ei,bj,z
1

[.'application

THEOREME 3.15 ( _[36_—!).

o {:C,d]X[a,b],Z) ——>KD€B\/C( f__c,d],Bva( {:a,b] , 2

est une isométrie (c'est-a-dire V 2.d] E( D]: \Y EK]) du premier espace de Banach
y —

sur le second.

=0 pour s =t onnoteen

Si K€BV([a,b:[x[a,b],L(X)) satisfait K(t,s,) =

abrégé KEBV .
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Les propriétés suivantes sont équivalentes.

THEOREME 3.16. Soit K€BVO.
1) Pour tout t€ Ei ,b El'opérateur* I - K(t+,t) est inversible.

2) K satisfait aux propriétés équivalentes de I du Théoreme 3.4

La démonstration suit immédiatement des Théorémes 3.13 et 3,15 car
k%ev( [a,0],Bv,([a,b],Lex)) < a( [a,0],Bv,([2,6], Lex)).

Le théoréme d'existence et unicité des équations différentielles linéaires & retard

(voir [21] § 4) et IIT du Theoréme 3.4 (voir Théoréme 1.3 et b) du Théoréme 2.2)

s'ensuivent immédiatement du Théoréme 3. 13,

Dans un article en préparation, nous démontrons le
Les propriétés suivantes sont

THEOREME 3.17. Soit KeG.BVY( [c,alx[a,b]).

équivalentes :

1) kenv. ([e,alx[a,bl)

2) k" €BV E d],BV (El b))

3) KgeBV,( Ea,b],Bvc( [c,d]

4) F€em, [ [a,b]),BvC( Ec,d_-f)l

Pour appliquer les résultats précédents a 1'équation

t
y(t) - x + Sé dA(s).y(s) = £(t) - £(a), a<t<b

(L)
onpose K=K, oll KA(t's) =A(s)-A(t), a<s<t<b. Onconcluta partir du

Théoréme 2.8,
3.18. Soit A € SV( [a,b] ,L(X,Y)). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) A€ SVGO(Eﬂ b] L(X,Y)) (voir b) du Théoréme 1.16).

€ G .SV ((_-a b_]"[a b] L(X,Y)).

t

ot (kaD)t)= . dA(s).t(s),  astsb
a

2) KA

3) Kk fG([a b],%)) < ([a,b],¥)

Par 3, 18, on obtient comme cas particulier du Théoréme 3.8 le
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THEOREME 3.19, Soit A € S\/’GO( La,b_[ ,L(X)) tel que pourtout t€ ’_a,b l:
il existe ® >0 avec Sv:lt t+8] [A:l < 1 et pour tout t€_‘a,b_} il existe § >0

avec SV EAI . Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
—_ t-C,t

1) Pour tout t€ Ea,b [ 1' opérateur L+ A(t+) - A(t) est inversible ;

2) A aune et une seule résolvante.

+ — —
DEFINITION 3.8. Soit A : [a,b] —L(X,Y). Onnote A€ SV ( La,b_l,L(X,Y))
si A satisfait la propriété
+ Pourtout t¢E [a,b [ [te:la,b:u on a
= Bl-o G 2] -]
thle S\/jt’ng 1=0 img o SV E—S,t [_A =0].

+
Les fonctions de SV ( [a,b] ,L(X,Y)) sont réglées : voir le Théoréme 7.5.

3.20. Soit A € sV( [a,b] ,L(X,Y)). Les propriétés suivantes sont équivalentes.

1) Aesv([a,b], L, Y) ;

2) K;leG(Ea,b],svb([a,b],L(X,Y))) (on fait K, (t,s)=0 si s=zt);

3) k envoie les sous-ensembles bornés de  G( E},b _j ,X) dans des sous-ensembles

équiréglés de G( Ea,b] ,Y).

Démonstration. 1)¢&=»2). Il est immédiat que pour a<c<d=<b ona
SV, o] E{i - 1</§] =SV 4] Al ;
done SV [ ] Ei\*g - KXL] =lim o SV ] EKK’S - K/t;“e] _
= hmeJ'O SV E+e,t+51 Eq] = SVJt,t+S] E’\] et de facon analogue on a

SV J;,b]E(i\' - K/:-5] =SV [ 5.1 [[:A] _

2)e=>»3) s'ersuit de b) du Théoreme 2.2.

Le théoréme qui suit est une conséquence du Théoréme 3.19. Par 3.20, il s'ensuit

aussi du Théoreme 3.13.

+
THEOREME 3.21 ( [23]). Soit A € SV ( ‘:a,b] ,L(X)). Les propriétés suivantes

sont équivalentes :
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1) Pour tout t € [a, b [ 1' opérateur I+ A(t+) - A(t) est inversible.

2)YA a une et une seule résolvante.

Le Théoréme 3.21 contient comme cas particuliers les théorémes d'existence
de la résolvante pour 1'équation (L) démontrés dans [30] , [12] , |:18:[ , I:S:[ ) EB] ’

etc. Dans J:27], nous caractérisons le résolvante de A ; voir aussi [18] et EZBJ .

PROBLEME OUVERT 5. Soit A € SVG’ ( [a,b] ,L(X)) qui satisfait la

propriété 1) du Théoreme 3.21. Nous ignorons si A admet une résolvante.

PROBLEME OUVERT 6. Soit A € SVGY ( [a,b] ,L(X)) tel que pour tout

g € G( Ei,b] ,X) 1'équation
y(t) + S dA(s).y(s) = glt), as<t<b
a toujours une et une seule solution réglée Vg € G( [a,b _J ,X). Nous ignorons si

1'opérateur g € G( [a,b] , X) — ygeG( ]:a,b] ,X) est de causalité. Il s'ensuit du

+
théoreéme 3.21 que la réponse est positive si AESV™( [a,b] ,L(X)), donc en particulier

si X 75 cO(N) (par le Théoreme 7.5).

Soit H: [a,b]x[a,b] — R. On démontre aisément le

THEOREME 3.22. Pour tout f € G( E:l,b] ), la fonction

_ t
tela,b] — LS H(t,s) f(s) € R
a

est réglée (ol LS note 1'intégrale de Lebesgue) si et seulement si on a

t
1) sup HHtH1<°° ol ”HtH1= LS 'H(t,s)lds
a

a<t<b

t
2) Pour tout s€ [a,b] la fonction t € [s,b] — Lg H(t,0)do est réglée.
S

Soit H satisfaisant aux propriétés du Théoréme 3.22 et tel que pour tout

g € G( El,b]) 1'équation

t
(V) y(t)+ LY H(t,s) yls) ds = g(t), a<ts<b
a

a une et une seule solution réglée yg € G( I:a,b] ).
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PROBLEME OUVERT 7. Nous ignorons si 1'opérateur g € G( [a,b] ) —>
Vg € G( [a,b]) est de causalité.
PROBLEME OUVERT 8. Quand 1'équation (V) a une résolvante, nous ignorons
s'il existe une fonction S : [a,b]x [a,b]—» R satisfaisant aux propriétés 1) et 2)
du Théoreme 3.22 et telle que

yg(tzgt—LS 5(t,s) g(s) d a<t<hb,

L'opérateur intégral défini par H dans (V) en général n'est pas compact

comme montre 1'exemple H(t,s) = [—15- X[, t] (s)
—C y

Dans la suite nous supposons que H(t,s)=0 si s> t.

THEOREME 3.23. L'opérateur intégral défini par H est compact si et

seulement si on a H°€E G( [a,b] ,L1( [a,b])). Dans ce cas on a une et une seule

résolvante.
REMARQUE 5.  On définit K(t,s) = - LS . alors on a
K €G,.BVY(|n blxla,bl), LgHt,s ds~g d_K(t,s).y(s) et K satisfait la

propriété 10) du Thécréme 3.4 car K(t+,t) = 0 pour ,a<t<b comme s'ensuit de

1% a(la,b], ([a,]))

4. APPLICATIONS AUX SEMIGROUPES FORTEMENT CONTINUS
Soit X un espace de Banacl:. On dit qu'une application

T : teR+ —T(t) € L(X)

est un §g_mi-—grou9e si
1) T(@©)= IX
2) T(t+s) = T(t) o T(s) pour tous t,s € R

. . . . (@]
On dit qu'un semi-groupe T est fortement continu (ou (2~), ou encore,

simplement continu) s'il satisfait aux propriétés équivalentes (voir EG] , Prop. 1.18 et

1.23)
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a) Pour tout x€X ona limt\"O T(t) x =x
b) L'application (t,x)€ R x X 1—- T(t) x€X est centinue

c) Pourtout (x,x')€XxX' ona limwO (Tt)x,x'? = (x,x').
Si T estun semi-groupe fortement continu, on définit
D(A) = {xEZX | JAx = 11m ET ) x - xj}

et on dit que 1'opérateur linéaire (non nécessairement continu) A : D(A) — X est

le générateur infinitésimal du semi-groupe T.

4.1. D(A) estdense dans X et A estun opérateur fermé (c'est-a-dire,

xn€D(A) et x —=x avec AXx —»>y implique x€D(A) et y=Ax). A est

continu si et seulement si D(A) =X etdans ce casona T(t)=exp(tA) (voir [33] ).

Dorénavant T note toujours un semigroupe fortement continu et

A : D(A) — X son générateur infinitésimal.

4.2. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Ilexiste €> 0 telque SV [0 s] [T]< 0,
H

ii) Pourtout r>0 ona SV[O ][T]<°°.

LEMME 4.3. Soit TESV( [0 r‘] . Pour tout f€ G( [O r‘_-_l X) ona

r
a) S T(r-s).f(s)ds € D(A) et TE€ [O r‘]n—rg T(7-s).f(s)ds est une fonction
0
continue ;

AS ds—g d_T(r-5).£(s).

Démonstration. Le résultat est immédiat si f est une fonction en escalier.
Puisque la seconde intégrale dans b) et 1'intégrale dans a) sont des forctions conti-

nues de f € G( [O,I‘] ,X) le résultat s'ensuit car A est fermé et les fonctions en

escalier sont denses dans G( [a,b:l , X)

LEMME 4.4 ( [18] , Theorem1.3.8). Soient f,g: [a,b:]-—-+x : les propriétés

suivantes sont équivalentes :

t

a) feG( [a,bj ,X) et glt) =gla) +S f(s) ds pour tout t¢€ l:a,b] .
a4
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b) Pour tout t € La,b [ il existe g4‘_(t) = f(t+) et pour tout t€_]a,b] il

existe g'(t) = f(t-) ;
Y€ G( [ b] et g estune primitive de f (c'est-a-dire g est

continue et en dehors d'un sous-ensemble dénombrable de [a,b_l ona g'(t)=£(t)).

+
Dans la suite, nous écrivons (—l—d%iﬁ = f(t+) sinous avons b) du Lemme 4.4,

THEOREME 4.5. Soit T : R+ —1(X) un semigroupe fortement continu avec

générateur infinitésimal A : D(A) — X. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) Pour tout f € G(/[O,r‘] ,X) 1la fonction
t

v(t) =S T(t-s).f(s)ds , O<ts<r
0
est une solution de 1'équation différentielle
T
d v(t
(*) —d-f-g'—)=AV(t)+f(ti-), O<t<rp

b) Tesv(lor],L

Démonstration. b)==a):Ilexiste v et il s'ensuit du Lemme 4.3 que

T T T
S T(7-s).f(s)ds € D(A) et AS T(7-~8).f(s)ds =S d, T(7-s).f(s) et que la derniére
0 o

o
intégrale est une fonction continue de 7. Il s'ensuit du Lemme 4 .4 que pour démontrer

(*) i1 suffit de démontrer 1'égalité des primitives :
t t

S T(t-s) ds_S B T(T-5).f ]d'r +Sof(s)ds, O<t<rpo

ou encore

t t
S [_—T(t—s).f(s) - f(s):l ds =S [dST('r—s).f(s):ld'r, o<t<r.
o o

Comme les deux membres sont des fonctions continues de f € G( E),r] ,X) etles
fonctions en escalier sont denses dans G E),r] ,X) il suffit de démontrer 1'égalité

pour f=Yx ,_O,c]X (0O<cst et x€X) et dans ce cas elle est immédiate.

a) =»b) : Soit T tel que pour tout f€G(|1),P],X) la fonction v(t) =

t
=§ T(t-s).f(s) ds satisfait & (*). On a donc v(t) ED(A) et Av € G( [0’1‘] ,X).

o)
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r -
Alors Av(r)=A g T(r-s).f(s) ds existe et est une fonction continue de f € G( [O,t_l ),X)
par le théoréme du graphe fermé (car 1'intégrale est une fonction contirue de f et A

est fermé). 11 existe donc ¢ > 0 tel que pour tout € G( E),r] ,X) ona
HA QF T(r-s).f(s) dSH < CHEH :
“0

D'autre pert, si f € E( [:O,I‘J ,X), c'est-a-dire, si f est une fonction en escalier,

il existe
=A S f(s) ds

S dTrs

et on a donc Hg dTr*s ‘1<c”f” pourtout f € E( [0 r‘:l X), donc
sV bl =c.

COROLLAIRE 4.6. Si le générateur infinitésimal A : D(A) —» X d'un semi-

groupe fortement continu n'est pas continu alors X & co(N).

Démonstration. De ]:33] corollaire 4.14, il s'ensuit que si le générateur
infinitésimal A de T n'est pas continu, ona lim sup HI -T(t H =2 et d'autre
t20
part si X;/: on a, par le Théoreme 7.5, que lim, o SV [O t] [T =0 donc

- i

COROLLAIRE 4.7. Soit X (79 CO(N). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) AEL(X) (etalors T(t)=exp(tA)
2) T e sv( E),p] ,L(X
3) TeEBVE( [o,p],Lx

Lt

4) Pour tout fEG( [O,r],x) la fonction v(t)=3 T(t-s).f(s)ds satisfait

(0]
+

d__a"fﬁl=Av(t)+f(ti), 0O<t=<r.

PROBLEME QUVERT 9. Soit X& co(N). Existe-t-il un semigroupe fortement

continu T : R_— L{X) avec générateur infinitésimal non continu ?

REMARQUE. 11 est bien connu que 1a formule de variation des constaprtes
(c'est-a-dire, a) du Théoréme 4.5) n'est pas vraie pour un semigroupe fortement

continu T sans des restrictions sur T et/ ou f. Le Théoréme 4.5 montre que
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la semi-variation est au centre de la question.

Les résultats de ce paragraphe sont essentiellement dus a Travis, [44] , dont

nous avons simplifié la démonstration en faisant usage des résultats du § 1.

5. EXTENSICN DE L'INEGALITE DE GRONWALL-BELLMAN

Nous allons maintenant utiliser les résultats des §§ 1, 2 et 3 pour faire des
extensions de 1'inégalité de Gronwall-Bellman aux équations (L) et (K) dans le cas
numérique (X =R). Nous suivons de prés B__,] .

Rappelons la forme la plus générale de 1'inégalité classique de Gronwall-Bellman.

5.1. Soient p,f,R: Ea,b]--»-R des fonctions continues, B8 =0, telles que
t

o(t) < £(t) +S o(s) B(s) ds , a<t<b

alors t . ? t
p(t)Sf(t)+g £(s) B(S)expB B(a)dc}ds, a<ts<b.

a S

t

Démonstration. Posons (ko )(t) =S p(s) B(s),ds, a<t<b, et
t a

(e0)(t) = § £(s) () exp [S o) dolds, a<t<b.

a
i) Si y(t)=f£({t) + (ky)(t), a<t<b, alors y(t)=1f(t)+ (rf)t), a<t<b.

En effet, la premiére équation intégrale est équivalente a 1'équation différentielle
lindaire (y-f)' = (y-f)8 + £8 dont la solution est y - f = rf.

ii) f <1, dans [a b] 1mp11que (rf )t) < (rf )t) pour a<t<hb,

1S
En effet, ona R(s) exp[S R(o) d0]>0 pour a<s<b,

iii) Par hypothése nous avons p < f+kp. Posons fo =p - kp, alors

f,=f et p=f +rf . Dei)etii), il s'ensuit donc que p=f +rf sf+rf=y.

REMARQUES. 1) La démonstration que nous venons de faire contient déja les

idées essentielles pour les généralisations .
2) Sidans 5.1, onprend g € Ly([a,b]), £20 yet piel ([a,n])

on a un résultat analogue avec des inégalités presque partout.
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Soit X un espace de Banach ordonné et k€L(X) fel qu'il existe re€L(X)

1

avec I -r=(I-k)” (c'est-a-dire, 1'équation x =kx +{ a une résolvante). On dit

gu'on a 1'inégalité de Gronwall-Bellman pour Kk sipourtous p0,[€X, p = f+kp

implique o = f{ - rf.

LEMME 5.2. Sous les hypotheses précédentes les propriétés suivantes sont

équivalentes :

a) On a l'inégalité de Gronwall-Bellman pour Kk ;

b) I-r=0.

Démonstration. a) =>b): Soit x€EX, x>0. Donc 0=<x+k.0 etpar a)

ona O<x-rx, c'est-a2-dire, T-1=0. b)=a):Si p,I€EX sont tels que
p<f+kp alors f,=p- ko satisfait a I, = f etparb)ona p = (I—r)fo <
(I-r)t = - rf.

Nous allons appliquer le Lemme 5.2 avec X = G( [a,b]) et =0 si £(t)=0
pour tout t € I:a,b:] . Pour maintenir 1'analogie avec 1'inégalité classique de Gronwall-

Bellman nous allons, dans ce paragraphe, changer le signe des noyaux des équations

(K) et (L), c'est-a-dire, nous considérons

t

(K) y(t)-g. d_K(t,7).y(1) = (1), a<t=b
a
t

(L) y(t)—g. dA(s). y(s) = £(t), a<t<b.
a

Pour appliquer le Lemme 5.2 dans cette situation il faut résoudre deux problémes:
1) Trouver des conditions pour que K ait une résolvante unique R telle
que la solution de (K) soitl donnée par
y(t) = £(t) - St d_R(t,5).1(s), a<t<b.
a

! ol k [r‘] est 1'opérateur intégral défiri par K [R:I—

(Onadorc T-r=(-k)
voir Définition 2.3).
2) Trouver des ccnditions pour avoir I -r =0, c'est-a-dire pour que

t
(>0 implique f(t)-—S [d_R(t,s).1(s) > 0, a<t<b,
A
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Rappelons que dans ce poragraphe on a GA.BV = G B\ [d b_J [d b]

Rappelons aussi que pour H € G A.BV“ 1' opérateur intégral h € L [ [a,b] ] est

défini par
(hf)(t) :S [d_H(L,5).K(s), a<t<b.

LEMME 5.3, Soit HGGO.BVU. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) T+h=0

b) H est croissante pour tout t€ [a,b_J

c) h=0.
Démonstration. a) =>b) : Soient te_[a,bj et a<s, <s,<t. Ona

X]S1, [2 0 et il s'ensuit donc de a) que (I+h)(x]s1,52 D > 0. Alors
0 = [(I h) ] h[x ](
' >j51, [ ‘IS l-_
-nl; Jy-nl 1) = Hit,s,) - Ht,s,)
XS1’t[ stgytg ( %2 ( °1

oll nous avons appliqué le Théoreme 2.9 ( rappelons que H(t,s)=0 pour s>t

et que hf ne dépend que de la classe d'équivalence de f - voir la Définition 1.5 ;

d h(x - = h(x— ) = h( ~)=h -).
LA Y (P (i Lt B L

et que c)=>a).

I1 est immédiat que b) ==>c)

COROLLAIRE 5.4. Si K € GO.BVu a une résolvante unique R alors on a

1'inégalité de Gronwall-Bellman pour K si et seulement si Rt est décroissante pour
tout t€ [a,bl .

Démonstration. La preuve s'ensuit des Lemmes 5.2 et 5.3 (en prenant H = 1-R).

LEMME 5.5. Soit K € GO.BVU.

o0
a) Si la série Z1K(n) est convergente dans GO.BVu alors en posant
0o n=
1-rR= zk® ona I-r=(I- k)—], et R est donc une résolvante unique de K
n=1 o
(voir la Définition 3.3).

b) Si Kt est croissante pour tout t € a,b__[, alors de méme pour l:K n)




V.35

¢) 5i les hypotheses de a) et b) sont satisfaites alors Rt est décroissante

pour tout t ¢ a,b] ,donc [-r=0.

Démonstration. Ilvidente.

THIZOREME 5.6. Soit 1<€GO.B\/“ tel que

1) k' est croissante pour tout t€ I:a,b]

2) Il existe deD [j b] tel que c(K~,d)< 1 (voir la Définition 3.5).

<

Alors K a une résolvante unique R donnéepar 1-R= I K(n) (et convergente

dans GO.BVU) et Rt est décroissante pour tout t € tE_),bj. On a donc 1'inégalité

de Gronwall-Bellman pour K : pour p,f¢€ G( [a,bJ)
t

p(t) < f(t)+S. d_K(t,s).p(s) , a<t <b
. _

implique K
p(t) < () B d R(t s).f(s), a<t<b.

Démonstration. I1 s'ensuit du Théoreme 3.9 que K a une résolvante unique

donnée par la série de Neumann. On conclut d'apres les Lemmes 5.5, 5.3 et 5.2.

COROLLAIRE 5.7. Soit K € GO.B\/ll qui satisfait a une des hypotheses

suivantes :

I. K€GO BV (c'est-a-dire, k€ﬂ1 [G( [a ,b] )]— voir le Théoreme 3.12)

I. K €G( [a b:[ BV [a b] (c'est-a-dire, k est compact - voir le
'I‘heoreme 2.3) ;

OI. KEB VO (c'est-a-dire, keﬂ1 [G( [a ,b] ), BVa( l:a, b:] )]— voir le Théoreme 3.17).

et tel que Kt soit croissante pour tout t€ El,b] avec K(t+,t)>-1 pour tout

te [a,b L

Alors K a une résolvante unique (donnée par la série de Neumann) et on a

1'inégalité de Gronwall-Bellman pour K.

Démonstration. Le cas I ﬁl] s'ensuit immédiatement du Corollaire 3.11 [_3 14]

et du Théoreme 5.6. Le cas III s'ensuit du cas II par le Théoreme 3.15.

COROL.LAIRE 5.8. Soit A a,b]-—rR croissante avec A(t+) - A(t) < 1
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pour tout t € l_a,b [ Alors A a une résolvante unique (donnée par la série de Neumann)

et on a 1'inégalité de Gronwall-Bellman pour (L).

Démonstration. On fait KA(t,s) =A(s) - A(t) pour ass<t<b. Alors K,

satisfait aux hypotheses du Corollaire 5.7.

LEMME 5.9. Soit A € BV( [a,b:l ,R). Les hypothéses suivantes sont équivalentes:

a) A est croissante et A(t+) - A(t) < 1 pour tout te [:a,b [ ;

b) A aunerésolvante R et Rt est décroissante pour tout t € [a,b] .

Démonstration. Le corollaire 5.8 montre que a) =>b).

b) =a) : posons r(t)=R(t,a), a<t<b. Alors r satisfait

*) r(t)=1+ St dA(s).r(s), a<t<b

a
et par le Théoréme 6.3 ona r € BV( [a,b] ). Puisque Rt est décroissante et
R(t,t) =1 il s'ensuit que r(t)=R(t,a)= 1 (donc % € BV( [a,b] ). Par 2.9 et (¥)
on a [1 - A(t+) +A(t)]r(t+) =r(t) donc A(t+)-A{t)< 1. Aussi A estcroissante :
en effet, par (¥) ona

r‘(t)—r(s)—g.t dA(o).r(c) =0, s,t € a,b]

s
donc r(t) = R(t,s).r(s) par la définition de la résolvante (voir (p) du théoréme 3.4),
r est donc croissante et puisque rl‘ >0 ils'ensuit que pour s<<t ona

t
1 P
g. dr‘(o).i;m > 0. Par (¥)etle Théoreme 2.7, on a alors

)
t t o] -

1 T _

0< SS dr‘(o).F(a-) = S'SdOD +S.S dA('r).r'('r)_l o7 =
t 1
SS: dA@).x(0 ). 557 = Alt) - Als)
Du Lemme 5.9, il s'ensuit le
THEOREME 5.10. Soit A € BV( ':a,b] ,R). Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

a) A est croissante et pour tout t € [a,b [ ona A(t+)-Aft)<1
b) A aune résolvante R et pour tout p,f € G( [a,b:])
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t
oft) = f(t) + S dA(s).p(s), a<t=hb
a
implique que (
p(t) = 1(1) - g d_R(t,5).1(s), a<tsb.
a

RIEMARQUE ; 11 n'est pas difficile & démontrer que si A € BV( [a,b] ,R) aune

résolvante R alors on a
R(t,s) = exp D\(t) - A(S)]

si et seulement si A est continue (voir B] , Theorem 7).

6. D'AUTRES APPLICATIONS ET DIRECTIONS DE RECHERCHE

6.1. L'équation adjointe

Nous allons considérer ici une équation de la forme

t
(K) X(t) - x(t_) -+ St. d_K(t,s).x(s) = £(t) - £(t,), a<t<b
’ 0

avec une contrainte linéaire

x

b
(F ) Foc [x]; S dalt).x(t) = ¢
a

ol o€ SV( El,b] ,L(X,Y)), ceY, x,feqG( [a,b:[ ,X) et le point t€ [:a,b] est fixé.

On peut évidemment prendre le noyau K : [a,b]x[a,b_l——-»L(X) tel que K(t,s)=0

IA

t=t_ et K(t,s):K(t,tO) pour aSsStOStsb

pour tOStSSSb ou ass o

ou astc< to <s<b. Sous ces hypotheses 1'intégrale dans (K) est une fonction réglée

de t pour tout x€G( [a,b] ,X) si et seulement siona K€Gg SVY( [a,b]x I:a,b] ,1AX))

(voir le Théoréme 2.10). Nous supposons encore que (K) a toujours une et une seule
solution (avec x(to) fixé) donnée par une résolvante unique R :

- ot
()= 10+ Rit ). st ) - 101§ a Rit9).160), ast<b.
0

Sous ces hypotheses nous avons démontré dans I_—_ZGJ que 1'équation adjointe

(ou transposée) du systeme (K) , (I“O() est donnée par
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b % b *
y(s)+§. K(t,s) .dy(t)—g. K(t,t_) .dylt) -
(ch) ° b tq* *
_y(to_s)g;: Kt 50K, t )] .ay(t) + [ats) - at )] a = n(s)
ol Y=y dey!, y,h€BVta’b ([a,b],X"); on note vi’b([:a,blx')
[0, o

1'ensemble des fonctions g € BV( [a b] X') qui satisfont g(to) =0 et g(b)=gla).
Cet espace apparait naturellement comme un "dual" et la condition g(b) = g(a) est donc
de nature fonctionnelle-analytique et elle ne doit point étre considérée comme une

contrainte ou une condition de frontiére.

Le résultat principal de [-26] est le théoréme suivant :

THEOREME 6.1. Sous les hypothéses ci-dessus les propriétés suivantes sont

équivalentes :

A. Etant donné (f,c) € G( Ea,b] , X)xY, le systeme (K), (F ) a une solution
x si et seulement si pour tout (y,d) € BV?’b( I:a,b:l ,X')XxY' quiest une solution de
o

(KZ) avec h=0 ona

b
S. (dy(s) , £(s)) + {c,d) =0
a

b

B. J(tO)X est un sous-espace vectoriel fermé de Y ol J(to) = GS. da(t)e
a

R(t, to).

*
C. J(to) Y' est un sous-espace vectoriel fermé de X'.

*
D. Etant donné heri’b([a,b:I,X') 1'équation (KO() a une solution

a,b °
(y,d)GBVt’ ([a,b],x')xY' si et seulement si pour tout zec(Ea,b],X) qui est
(o]
solution du systéme (K), (Fa) avec f=0 et c=0 ona
b
S. (dh(s) , z(s)) = 0.
a

REMARQUE. A et D équivalent a dire que le systeme (K), (ch) et 1'équation
(KZ) sont "normalement résolubles" .

Un "systeme adjoint" a été étudié par beaucoup d'auteurs pour les systémes
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(L) g dA(s).x(s) = £(t) - f(a), a<ts<b.
Voir [42] pour ces systemes et pour des références a des articles ou ces systémes
ont été considérés avec des contraintes particularisées. Dans [19] nous avons donné
un cas particulier du Théoreme 6. 1 (avec to =a et K continue comme fonction de la

deuxidme variable). Le théoréme 6.1 généralise les résultats de [42] et [19] .

6.2. La fonction de Green d'un systeme (K), (ch)'

Nous avons maintenant les hypothéses précédentes. Soient

- t
Y = Fa(l) ot N = {xe:G( [a,b:[ , X) !x(t) - x(to) + S.t dSK(t,s).x(s) =0, a.<_t$b}

o]

et YO( = Fo( [G( [a,b:l ,X)] . Nous supposons que YO = Yoc et que pour tout

(f,c) € G( |:a,b:[ ,X) x Y, le systeme (K) , (Fa) a une et une seule solution. Dans ce
cas J(to) = Gg.b du(t) o R(t,to) : X —Y_ est bijective et nous supposons qu'elle est (
bicontinue (voir [17:1 , Theorem 5). Dans un article en préparation nous allons démontrer

que la solution est donnée par une fonction de Green G : [a,b_‘ X I:a,b:l — L(X)

b
x(t)=3(t)c—g. d_Glt,s).1(s), a<t<b,
ol J(t) = R(t,t ) o Jit y'. ona °
- o.b g.b _ b
G(t,s) = =J(t) o [S da(7) o R(T,S) - S dO(('r)OR('r,to):]+ v(t_-s)Jt) o E’g da(7) 0
. S to a

JZ(t—s) R(t,s)-Z(t—tO) R(t,to) pour t <s<b

[Rer,9) - rer ) )]s
I_Y(s-t) R(t,s)+Y(to—t)R(t,to) pour assst

ol sz[o,oo[ et sz]o,oo[.

Pour tout s € [a,b:J , Gy estla solution du systeme (G ), (G1) ou

(¢}
(G)) F‘O([GS_J =

(Gy) G 1) -G lt)+ S d_K(t,0)0 G (o) = - [¥(s-t) - ¥(s-t )]1_- 2(t-t ) 1 .

O

L'équation (G1) dit qu'au sens de la Théorie des Distributions, on a
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d

t
ds GS(t) -G (t )+OS. doK(t,O')O GS(O' )} = - S(S) + g(t ).

S 0 t o
0

by

Pour tout t € [a b:l Gt satisfait 1'équation "adjointe" (G2) ou

SdG(T SdG r)o K(T,t )~

-b .
- Y(to—s)i‘. aGl(r) [K(T,S)—K(T t) ]} o [us) - att )] -
a

[-7(t-5) 1, +K(t,s) - K(t-, )]+ Z (=t ) [T+ K(t,1) - K(t-,t )] pour t <ssb

I—Y(s—t) [IX+K(t,s)—K(t—,s)]+ Y(to—t) [IX+K(t,tO) - K(t-,to):[ pour ass<t .

Oona GegG’ .SVu( [a,b:lx[a,bj ,L(X)) avec

Gt )=0 , G'b)=G'a) si a<t=b et Gb)-Ga)=I - Rla,t_).

X

Pour le cas particulier du systeme (L), (ch) voir [42:] aussi bien que ses

références. Dans [17] et [1 8:[ nous donnons la fonction de Green du systeme (K), (FO()

sous une autre f orme.

6.3. La régularité des solutions de (L).

Méme dans le cas numérique X =R il existe K € GO.B\/u et 1€G([a,b])
tels que 1'équation
t
(*) y(t) - y@) + | 4 K(t,s).3(s) = 1) - @), a<t<b
a
a des solutions non réglées.
EXEMPLE. Soit =X [ J: et £=0. Toute fonction x : Ea,b] —R
telle que x(t-)=x(t) pour a<t<b et x(a)=0 estune solutionde (*) (avec
y(a) = 0). Voir aussi le probleme ouvert 2.
Dans [25:’ nous avons démontré que pour 1'équation (L) une telle situation ne

peut pas arriver.

Nous disons que A : [a,b]—-» L(X) est simplement continue et nous écrivons

A€ GU( Eﬂ,b],L(X)) si pour tout x€X la fonction t€ [a b] —-A(t) xEX est

continue. Nous posons Sve’( [a,b] ,L(X)) = SV( [a b_] x)ne’ [a,b:[ , L(X
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de facon analogue pour SVGZ( [a,b] ,L(X)).

Rappelons que pour A : [a,b___l —>L(X) et g: a,b]——»— X on définit

t

(kye)(t) = g.a aA(s).gls) astsb

quand cette intégrale existe.

LEMME 6.2. Soit A : l:a,b]——-)-L(X) ; ona
L Ky [a( [a,b] ,X):l c c( I:a,b:] ,X) <=>A € sved ( l:a,b] ,L(X)) ;
O. k, [c( [a,b] ,X)]cc;( [a,b],X)¢=>A e svGY ( [a,b] , LX) ;

m. k, [e(la,0],x)]e Bv( [a,b],x)<>AeBV( [a,0],Lx)).

Démonstration. I BI:] s'ensuit du Theorem I.1.11 de [1 5] (voir aussi le
Théoréme 1.14) et de 2.9. On obtient III de II par contradiction.
Le théoréme suivant est le résultat principal de [25] .

THEOREME 6.3. Soit A € SVG® ( [a,b] ,L(X)) I:Aesva"( I:a,b] , L(X)),

A € BV( [a,b] ,L(X)):I . Alors pour toute fonction f : [a,b] —X qui est réglée

[continue , A variation bor*née] toute solution y: [a,bJ —-X de

t
y(t) - y(a) + S dA(s).y(s) = £(t) - f(a), a<t<b
a

est aussi une fonction réglée [continue, a variation bornéej .

La démonstration fait usage du

LEMME 6.4. Soient A: a,b:[—rL(X,Y) et f: [a,b]——»X tel qu'il existe
b — t

S. dA(s).f(s) ds. Alors pour tout t€ [a,b] il existe S dA(s).f(s) et pour tout

a a -
€ > 0 il existe unefonction en escalier fE : [a,b] —»X telle que pour tout t& [a,b_l ,

avec 1'exception seulement d'un nombre fini de points, on a

t t
”Sa .dA(S)-f(S)" Sé dA(S).fe(s)Hs €.
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6.4. les équations linéaires de Fredholm-Stieltjes.

Dans [22] , nous étudions 1'équation

b
(*) Ax(t) - S d_K(t,s).x(s) = 1(t), a<t=b
a

olt x,I € G Ea,b] X) et Kea .svg( [a,b]x [ab] LX) ;5 AER (ou r€€ si
on considere des espaces de Banach complexes), X # 0.

Nous démontrons que 1'équation transposée est donnée par

b %
(*') Ay(s)-g. K(t,s) .dy(t) = g(s), a<s<b
a

ol y,g€EBV,( [a,b],x') etquesi k7 ea([a,b] ,SV_( [a,b] JK(X))) alors (*) et
(*') n'ont qu'un ensemble dénombrable de valeurs singuliéres X qui sont des valeurs
propres de multiplicité finie avec 0 comme seul point d'accumulation possible, voir
[22] , Theorem 14. En plus, on a toujours 1'alternative de Fredholm pour (¥) et (*')
( [22_-[ , Theorem 15).
De cette facon, nous généralisons des résultats démontrés par Schwabik dans
BS_—_] et [41] ol il suppose que dim X < o, que K esta variation bornée selon
Vitale (voir Définition 3.7 et Théoréme 3.15) et que f et x sont a variation bornée.
Dans le cas général, c'est-a-dire K € G° .Sv;( [a,b]x [a,b] ,L(X)), soit
X fixé ; si (*) a pour toute € G( {_—g,b_] ,X) une et une seule solution réglée, nous
démontrons 1'existence d'une résolvante pour (¥) et (*') ( [22] , Theorem 16). Dans des
conditions plus générales nous démontrons 1'existence d'une pseudo-résolvante ( [22],

Theorem 17). On démontre aussi des résultats analogues dans le cadre des fonctions

continues.

6.5. Rapports entre K, KU, Kget Fr.

Dans les Théoremes 1.12, 3.12, 3.15 et 3.17 on a vu quelques rapports enire
les propriétés de K, KD, K, et [ Voir aussi le Probleme 1 et les Théoremes 1.10 c,

2.2b, 2.3, 3.20 et 3.23. Dans un article en préparation nous allons approfondir cette

étude.
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6.6. Fonctions a variation bornée de plusieurs variables.

Dans une série d'articles (voir B1] et les références données dans [32] ).
Morse et Transue étudient les fonctions a variation bornée selon Vitali (voir Définition
3.7) et les fonctions a variation bornée selon Fréchet. Ces derniéres sont utilisées pour
obtenir des représentations intégr‘aies des applications bilinéaires définies sur un espace

de fonctions continues.

Dans [36] Prandini systématise les résultats de Morse et Transue et les
étend a des espaces de fonctions réglées en obtenant des simplifications remarquables de
beaucoup de leurs résultats.

Dans [46:' Queiroz Barros généralise a plusieurs variables des résultats
exposés ici par un intervalle [a,b] c R. Ses résultats sont liés aux mesures vecto-
rielles et il a réussi a formuler dans ce cadre une grande partie des résultats de [22:] .

Il s'ensuit aussi des applications a 1'inégalité de Gronwall-Bellman de plusieurs variables,

aux équations différentielles hyperboliques, etc...

6.7. Théorie du contrdle.

L. Barbanti a appliqué les théorémes de représentation a la théorie du contrdle

pour 1'équation (K) ; voir [2] .

7. PROBLEMES DE GEOMETRIE DES ESPACES DE BANACH ISSUS DES
QUESTIONS PRECEDENTES.

DEFINITION 7.1. Soit X un espace de Banach. On dit qu'une fonction

f: [a,b]—-p-x est intégrable Riemann et on écrit f € R( [a,b_} ,X) s'il existe

Yt dt=tim HENE -t ) ob el o, t]
Saf(t)dt_L\gﬁo ENt -t ) ot gielt o, tl.
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PROBLEME OQUVERT 10. Existe-t-il un espace de Banach X et une suite

bornée fneR( l:a,b],X) (c'est-a-dire, supr H<oo ol Hf”- sup Hf H
nEN ast<b

telle que pour tout t € [a,b] ona lim fn(t) =0 mais telle que la suite S fn(t) dt
N30 a

ne tende pas vers 0 ?

THEOREME 7.1 (Voir [_—ZO] Theorem 4.5). Soit El b]——rX Les proprié-

tés suivantes sont équivalentes :

a) Pour tout €> 0 il existe une fonction en escalier f [a,b] — X

telle que S , )f —f J ) dt < e, ou S note 1'intégrale de Riemann supérieure

numérique.

dl
) lim T an) - ) =0 o w,(6) = sup{ll s0) - o)l [, s€ [t,_,,e. 1}

c) I estborndeet m Df =0 o_iJ_ m est la mesure de Lebesgue et Df note

1'ensemble des point de discontinuité de f.

DEFINITION 7.2, On dit que f: Eﬂ,b] —> X satisfait la propriété de Darboux

et on écrit f € D( E:,b:l,x) si [ satisfait b) du Théoréme 7.1,

On a évidemment D( L—a,.b] ,X) c R( [a,bl ,X). Voir [15] pour d'autres
propriétés de ces espaces. Les fonctions de D( [a,b] ,X) sont intégrables selon
Bochner-Lebesgue mais les fonctions de R( I:a,b _J ,X) peuvent étre non mesurables

(si X est non séparable).

EXEMPLES 1. X = 82( [a,b] ), ©: [a,b:‘-»R est une fonction bornée et
£(t) = o(t).e, (ol e ¢ =Xy Ilest immédiat que Sbf(t) dt =0 mais f estnon
mesurable (a moins que ¢ =0 presque partout). Voir [:15]

2. soit X=G(la,p]) ou L (fap]) et w1=x, .

b ’

(S f(t)dt)(s)=s-a, a<s<b maislafonction f estnon mesurable.
a

PROBLEME OUVERT 11. Comment doit étre 1'espace de Banach. X pour

quonait D([a,b],X)=R([a,n], X) 2

Dans B7J Rocha Filho démontre que si X est uniformément convexe,
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si X= L [a b] ousi X =C(K) (ol K est un espace compact infini), alors
Ea b] X) G R( [a b] .11 démontre que si =@

X estun espace de Schur alors D [a b:l [a bﬂ I1 démontre aussi

l'existence d'espaces réflexifs X dedimension infinie tels que D( [a,b:l ,X) =R( l:a,b:] , X).

(A) ou, plus généralement, si

Dans B4:l Pelczynski et Rocha Filho démontrent le
THEOREME 7.2. Soit T € np(x,y) alors T [R( [a,b] ,X):lc D( Ea,b] ,Y).

onnote JH([a,b],X) [L1( [a,6],%)] 1'espace des fonctions f: |[a,b]—X
qui sont mesurables l:intégrables selon Bochner-Lebesgue] . On note par Q( l:a,b] ,X)
1'espace des fonctions f: Ea,b] —X faiblement mesurables pour lesquelles il existe un

ensemble de mesure nulle Z c l:a,b_[ tel que f( Ea, bJ\ Z) soit séparable.

THEOREME 7.3 (Voir [9]). Soit X un espace de Banach ; les propriétés

suivantes sont équivalentes :
1) R([a,b],%) cM([a,b],%)
2) R([a,b],%)c 1,([a,6],%)
3) R( Ea,b],x) < Q [a,b] ,X).

PROBLEME OUVERT 12. Comment doit étre 1'espace de Banach X pour qu'on

ait R([a,b],x)c( [a,0],x) 2

Il est immédiat que si X est séparable, on a 1'inclusion. Les exemples 1 et 2
ci-dessus montrent que pour X = 81( [a,b] , G( [a,b] ),Loo( Ea,b:l) on n'a pas
R([a,b], %) cll([a,0],%).

Rappelons que 1'on dit qu'un espace compact .K est dyadique s'il est 1'image

continue de {0,1} , ol m estunnombre cardinal.

Exemple : {0, 1} , M® o M estun espace métrique compact et les groupes
topologiques compacts sont des espaces compacts dyadiques. L'espace Ea,b] G de
EZZ] , p. 128 (c'est-a-dire, le compactifié de Gelfand de 1'algébre de Banach -

G( Ea,b] )) est un espace compact qui n'est pas dyadique comme il s'ensuit de 1'exemple
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2 ci-dessus et du Théoreme suivant démontré dans [9] .

THEOREME 7.4. Soit X =C(K) ou K estun compact dyadique. Alors on a

R([a,b],%) i [a,b],%).

De ce théoréme et des exemples ci-dessus il s'ensuit que

m
a) G({O, 1} ) ne contient pas un espace de Hilbert non séparable (mais il

contient 82(1\]));
m ¥ —
b) c({o,1} ) ne contient pas L_( [a,b]) ni G [a,b_[).
m
De facon analogue on démontre que G({0,1} ) ne contient pas ¢_(N), que

m -
C/({O, 1} ) n'est pas un dual ni un P, etc. Voir [9_J .

PROBLEME OUVERT 13. Pour quels espaces de Banach X et Y, a-t-on
sv( [a,b] ,L0x, v)) c ol [2,b],L0¢,7)) 2

Dans [37] Rocha Filho a démontré le théoréme suivant.

THEOREME 7.5. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) sv([a,bl,LX,Y)) = sV([a,b],L(X,Y))  (voir Définition 3.8)
2) SV(Ea,b],L(X,Y))c G(l:a,b],L(X,Y))

3) sv(la,b],1x,v) < b [a,b],Lx, 7))

4) Y#CO(N).
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