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EQUATIONS INTEGRALES GENERALISEES ET APPLICA TIONS 

Resurne , Dans cet expose on donne des theorernes de representation tntegr'ale 
pour les operateurs detinis dans l' espace des fonctions reglees. Ces theoremes permet­ 
tent de caracter-tser les opet-ateurs de causalite et d I etudier les equatlcns Iineaires inte­ 
gr ales de Volterra-Stieltjes. Il en resulte des applications a la theor-ie des semi-groupes 
d I oper'ateur-s et a l' inegalite Iincaire de Gronwall-Bellman. On mentionne d I autres 
applications et resultats et on presente plusieurs problernes ouverts, en panticuller des 
problemes de geomctr-ie des espaces de Banach issus des questions prccedcntes . 

INTRODUCTION 

Dans cet expose nous presentons les pnincipaux resultats de la theor-ie des 

equations Iineatres integr ales de Volterra-Stieltjes 
t 

y(t) - x+ S d
5
K(t ,s). y(s) = f(t) - f(a), 

a 
(K) 

dans le cadre d' un espace de Banach X. Les fonctions f, y : [a, b]~ X sont 

regleeS (C I est-a-dire n I ont que des discontinuites de prerniere espece) et 

K:[a, b] x [a, b] -+ L(X) est telle que l I integr'ale dans (K) soit encore une fonction 

reglee (vorr Theorerne 2. 8). Ces noyaux permettent d' ailleurs de representer tout 

operateur F de I I espace des fonctions reglees qui soit de causalitc , c I est-a-dire , 

pour tout tE:[a,b] (Fy)(t) ne depend que de y dans [a,t] (voirv'I'heoreme z i lu). 

Le Iait que les donnees f et les solutions y puissent etre discontinues est important 
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dans beaucoup de questions de mathcmatique , physique et technclogie . 

Puisque K et y dans (K) peuvent avoir des points communs de disconti­ 

nuite i1 faut remplacer l' integr-ale de Riemann-Stieltjes par une integr ale plus gener-ale : 

nous utilisons l' integr-ale inter'ieure (voir Detinition 1 . 9). 

L' equation (K) contient comme cas par'ticuher-s les equations integr-alcs Iinealres 

de Volterra 
t 

y(t) - x+ S H(t,s).y(s)ds = f(t) - f(a), as. t :5 b 
a s 

(en effet, on prend K(t,s) = S H(t,a )da, voir aussi le Theor-eme 3 .22) et les equations 
a 

lineair-as integrales de Stieltjes 
t 

y(t) - x + S dA(s). y(s} = f(t) - f(a), 
a 

Rappelons que les equations diffrirentie lles Iineaires a retard peuvent etre mises 
sous la forme (K) (voir [18] , p. 91 )et que l 'equation (L) contient les equations diffe- 

(L) a:St:5b. 

rentielles Iineair-as 

y'(t) + B(t).y(t) = g(t), 

y(a) = x 

as t s b 

t t 
(eneffet, onprend A(t)=S B(s)ds et f(t)=S g(s)ds). 

a a 

Dans l' etude des equations (K) et (L) on cher'che des conditions pour qu ' elles 

aient une solution unique et une resolvante telle que la solution soit donnee par 
t 

y(t) = f(t) + R(t,a). [x-f(a)]- S· ct
5
R(t,s).f(s), a::; t :5 b. 

a 

Les premiers a etudler l'equation (L) ont ete Wall (1954) [45] et Mac Nerney 
(1955) Go]. Dans Go], MacNerneysupposeque A: [a,b]~L(X) estcontinue 

et a var iation bornee ; les fonctions f ' y : [a' b]--+ x sont a variation bornee (mais 
ses resultats sont encore valables si elles ne sont que reglees). n demontre l' existence 
de la resolvente donnee par une integr-ale multiplicative. Dans [12] Hildebnandt ( 1959) 

etend les resultats de Go] au cas ou A n' est que de variation bornee, ainsi que f 

et y (mais ses resultats sont encore valables si f et y sont seulement reglees). 
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Il utilise l' integr-ale de Young (vcir Detinitlon 1. 10) et trouve des conditions necessaires 

et sutfisantes pour l' exister.ce de la resolvante (analogue a 1) du 'I'heorcrne 3. 19). 
Le prernier- auteur qui a etudie l'equation (K) fut Hinton (1966) dans [14] ou il 

considere une classe par-ticuliere de noyaux K (a vaniation bornee dans la seconde 

var iable , votr Ia Def'inition 3. 6) et f, y reglees. Pour cette classe, il dernontre 

l' existence d' une r esolvante ; il tr-availle avec les integr-ales de Riemann-Stieltjes a 
gauche et a droite . Schwabik (1974) dans [39] (voir' aussi [40]) donne des conditions 

pour l' existence de la resolvante de (K) si K est a var-iation bornee selon Vitali 
(voir Definition 3. 7) et y, f sont a var iation bornee (mais ses resultats sont encore 
valables si elles ne sont que reglees) ; il utilise une integr-ale equivalente a celle de ( 

Young et suppose que dim X< ='. 

En 197 4, dans [18] nous avons commence l' etude de (K) dans des conditions 

plus gencrales en ne supposant plus que le noyau K soit a var iation bornee dans Ia 
seconde vartable mais seulement a semi-variation bornee (voir Definition 1. 7). Nos 
resultats ont ete etendus par Souza ( 1974) dans [s] pour l' equatton (L) et par Arbex 

(1976) dans [1] et Gomes (1980) dans [10] pour l'equation (K). Dans G4], nous 
obtenons un theoreme assez simple pour l 'existence de la resolvante de (K) et de ce 

theoreme , on deduit d' une tacon tres simple tous les theoremes d' existence de la 

resolvante pour les noyaux consider'es auparavant dans [14 J, L39J, [40], [18], [1 J, 
[10] et G 1 J pour (K) et dans Go], [12], [18] , [s] et [23] pour (L) (voir le 

Theoreme 3. 8 et ceux qui le suivent). 

Aux paragraphes 1 et 2 de cet expose, nous donnons la partie de l' "Analyse" 

dont nous avons besoin dans la suite. Le 9 3 contient les resultats pour les equations 
(K) et (L). Ces resultats ont beaucoup d' applications. Au § 4, nous demontrons un 

resultat de Travis ~4] de la theorie des serr.i-groupes fortement continus. 

Au paragrc:,phe 5, nous appliquons nos resultats pour obtenir des generalisations 

de l' inegalite de Gromvall-Bellman.Au paragraphe 6, nous mentionnons rapidement 

plusieurs autres applications et directions de recherche. Dans cet expose, nous presentons 
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plusieurs problemes ouverts et au par-agr aphe 7 nous donnons quelques pr'obleme s ouvor 

de geometr-ie des espaces de Banach issus des questions prxicedentes . 

Les resultars developpes ici ont Iait l' objet de [21], [24], [2s] et [5J 
principalement. 

1. NOTATIONS ET RESUL TA TS FONDAMENTAUX 

Nous suivons de pr'es les notations de [21 J ; voir aussi U s] et [17 J . 
Nous considerons toujours des espaces vectoriels sur le corps R des nombres 

reels rnais tous nos resultats sont encore valables pour des espaces vectoriels complexe~ 

W, X, Y, Z designent toujours des espaces de Banach , L(X, Y) designe l 'espace de 

Banach des applica tions Jineair-as continues u : X ___.. Y ; on note ~(X, Y) le sous , 

espace de celles qui sont compactes et IT /X, Y) celui des 1-sommantes (c' est-a-dire c; 

transforment une serue sommable de X dans une serie absolument sommable de Y). 

On ecrtt L(X) = L(X,X) et X' = L(X,R). Par Ix on note l'automorphisme identiquE 

de X. Par X A on note Ia fonction carecter-tstique de l 'ensemble A(x A (t) = 1 si 

tE:A et XA (t) = 0 si t</A). 

DEFINITION 1. 1. Une division d' un intervalle G, b] est une suite finie 

d : t O = a < t 1 < t2 < ... < tn = b. 

Nous ecrivons / d / = n et ~ d =: sup15:i$ / d / / ti - ti- l /. On note par- 

D []3, b] , ou simplement par D, 1 'ensemble de toutes les divisions de G, b] . On 
- 

dit qu 'une division d est plus fine qu ' une division - d , on ecr-It d 2>' d' si tout 

point t. 
I 

de d est un point de d. 

DEFINITION 1.2. Si x,(xd)dE:D sontdespointsd'unespace topologique E 

on ecrit x = limdE:D xd si pour: tout voisinage V de x il existe dv<==D tel que 

pour d ~ dv on a xdE:V. La notation x = lim ~d~0 xd est evidente. 
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On dit que f : [a, b]~ X est une fonction en escalier , on ecr-it f € E( [a, b] , X), 

s 'il existe d€D [a, b] telle que f soit constante dans chaque intervalle ouvert de d. 

DEFINITION 1 . 3. On dit que f : G, b] ~x est une fonction reglee, on ecrut 

f € G( [a,tJ ,X), si pour tout t € [a,b [G€]a,b]] il existe f(t+) = lim1:it f(t) 

G(t-) = limttt f('t)J. 

1. 1. G( G,b] ,X) est un espace de Banach quand on le munit de la norme 

sup(//f// = supast~b //f(t)// _ Voir [18], Theoreme I.3.6). 

1 . 2. ( [1 s] , Theoremc I . 3. 1) Soit f : G, b]~ X ; les proprietes suivantes 
'. sont equivalentes : 

ii) Pour tout € > O, il existe fe € E( [a,b] ,X) telle que /If - f II s € 
€ 

iii) Pour tout e > O, il existe d€D [a,b] telle que w~/f) s e ou 

wif) = sup / / sup{//t(t) - f(s)// It._ 1< s < t < t.}. 1sis d 1 1 

DEFINITION 1.4. On dit qu+un ensemble i,c G([a,b] ,X) est equiregle si 

pour tout e > O, il existe d € D [a,b] telle que wif) s e pour tout f € '&. 

THEOREME 1.3 ( ~2], Theorem 3). f:, c G( [a,b] ,X) est relativement compact 

si et seulement si l' on a 

A 1 . °n est equiregle 

A2. Pour tout t € [a,b] l'ensemble -&(t) = {f(t) € X /f € t} est relative­ 

ment compact. 

Pour f € G( [a,b] ,X) on detinit f-(t) = f(t-) si a< t s b et C(a) = f(a+). 

G-( [a,b] ,X)= {f € G( G,b] ,X) /c= t} est un sous espace vectoriel Ierrne de 

G( [a,b] ,X). 
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Pour f, g €. G( Gi, b] , X) les pr-opr-ietes suivantes sont equivalentes 

i) On a S: !(s) ds ~ S: g(s) ds pour tout t € [a,b] 

ii) f(t+)=g(t+) pour tout tE:[c1,b[ 

i ii ) f(t-) = g(t-) pour tout t €.]a, b] . 

DEFINITION 1. 5. Nous consider-ons comme equivalentes deux fonctions reglees 

f, g qui satistont aux propr-ietes ci-dessus. La classe d' equivalence de f contient une 

et une seule Ionction de G-( [;,b] ,X): C. Voir [1s], p. 20. 

DEFINITION 1. 6. On dit que f : G, b] --+- L(W, X) est une fonction simplement 

reglee, on ecr-it f €. Go-( Gi,b] ,L(W,X)), si pour tout w€.W ona f.w €. G( [a,b] ,X) 

oii (f.w)(t) = f(t)w, a:::; t :c:: b. Du theor-eme de Banach-Steinhaus il s'ensuit que pour 

tout t€.[a,b[ [t€.]a,b]] ilexisteunelementde L(W,X) quon note f(t-i--)[f(t.:.)] 

tel que lim'ttt f( T )w = f(t+)w [um-rt t f(-r) w = f(t.:.) w] pour tout w€.W. Du principe 

de Ia Iimitation uniforme il s 'ensuit que 

1 • 4 . Toute fonction simplement reglee est bornee . Go- ( [a, b] , L(W, X)) avec 

la norme du sup est un espace de Banach , 

1.5. G( [a,b] ,L(W ,X)) c Go- ( [a,b] ,L(W ,X)). Ona l'egalite si et seulement si 

dirn W < =. 

DEFINITION 1 . 7. Pour o : [a, b]-+ L(X, Y) on detinit sa semi-variation 

(dans [a, b] ) par SV [J = SV [a, b] [cx] = sup «cn SV d [cx] ou 

I d I 
SV [cx] = sup{!! E [cx(t.) - «(t, 1)]x.\\ \x.E:X, \\x.\\~ 1}. CX . 1 1 1- 1 1 1 

l= 

Si SV [cx] < 00 on dit que cx est une fonction a semi-variation bornee et on ecrit 
cxE:Sv(Gi,b],L(X,Y)). Sideplusona cx(c)=0 pour un point c C ~,b] onnote 

cx € SVc( [a,b]),L(X,Y)). Pour 

limTtc SV [T ,ct] [cx] = supc<T::;d 

[c, ct] c [a, b] on definit SVJ c, d] [cx] = 

SV [T ,d][cx] et de rnerne pour SV [c,d [[cx]. 

n est immediat que toute fonction a semi-variation bornee est bornee. 
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THEOREME 1. 6. SV) [i ,b] , L(X ,Y)) est un espace de Banach quand il est 

muni de Ia norme <X~ SV [cx]. 

La demonstr-ation s 1 ensuit du theoromc 1. 11 ; voir aussi [1 5] , I. 3. 3. 
I ct I 

Pour Y = R ona SVd [cx]= Vd [cx]= ~ \\cx(t.) - cx(t._1)\\ ; ceci montre que 
. 1 1 1 
l= 

supd€.D V d [cx]= V [cx], Ia variation de c , Si V [cx]< 00 on dit que <X est une 

fonction a variation bornee et on note cx €. BV( [a, b] ,X r ) • De Iacon analogue on detinlt 
BV( [a,bJ ,X), BV ( [a,b] ,X) etc. c 

DEFINITION 1.8. BW( Gi, b] ,Y) = SV( [a,b] ,L(R,Y)); un element de 

BW( ~, b] , Y) est dit une fonction a variation faible bornee . 

Du theorerne de Dvoretzky-Rogers il s 1 ensuit 

1. 7. BV( [a, b], Y) c BW( CI, b], Y) et l 1 on a l 1 egalite si et seulement si 

dim Y < 00• 

1. 8. BV( [a, b] , L(X, Y)) c SV( [a, b] , L(X, Y)) et l 1 on a l 1 egalite si et seulement 

si dim Y < 00• 

DEFINITION 1 . 9. Si c : [a,b]~L(X,Y) et f: [a,b]~x on detimt 
b 

~ dcx(t).f(t) et 11integrale interieure 
a 

11 integrale de Riemann-Stieltjes 
b 

~- dcx(t).f(t) par 
a /"b 

j dcx(t).f(t) = lim 
a 6d~O 

I l 
i}-:, 

I I r 
' ; [ 

! 
,, ! f 

i 
' 

I d I 
E Gx(t.)- cx(t. 1)] .f(~.) oii 

. 1 1 1- 1 
l= 

~ . €. [t. 1 ' t .J 1 1- 1 

b lct\1 J 
'· dcx(t).f(t)=lim ~ Lcx(t.)-cx(t. 1).f(;.") ou 
J a dE:D i= 1 1 l- 

1 

b 
quand ces limites existent. De Iacon analogue on definit ~ cx(t).df(t) etc. 

, a 

b b b b 
1. 9. S 1 il existe ~ dcx(t).f(t) alors il existe ~- dcx(t).f(t) =~ dcx(t).f(t). Si ~.dcx(t). 

a a a a 
f(t) existe et si « et f n 1 ont pas des points communs de discontinuite alors 

b - 
~ dcx(t).f(t) existe.(Voir Us], TheoremI.1.2). 
a 



b 
Pour l "integr'ale S dcx(t).f(t) on a la formule d "integr'ation par parties 

a 
b b S dcx(t).f(t) + S cx(t).df(t) = cx(b).f(b) - cx(a).f(a) 
CX a 

laquelle, en gener'al , n' est pas valable pour 11 intcgr-ale Inter-ieure (mais voir- [1 sJ , 
Theor'em I.4. 21 ). 

THEOREME 1.10. Soient cxE:SV( [a,b] ,L(X, Y)) et f E: G( G,b] ,X). 
b 

a) II existe F cx(f) = S · dcx(t).f(t) 
a 

b ldl r] 
b) //C dcx(t).f(t)- z; G(t.)- «(t, 1)] .f(e:)/1 s sv Lcx lt'd. (f) j . 1 I 1- I a I= 

//F (f)/1 s sv [cx] //c/I 
CX 

c) L 'image par F de tout ensemble equiregle est relativement compact si CX 

etseulementsi cx(t)E:!S(X, Y) pourtout tE:G,b]. 

Voir [rn], Theorern I.4. 12 et [22], Theorem 4 d) pour la demonstration. 

La gener'alfsatfon suivante du theoremc de representation du Riesz pour- les 

elements f E: C-( [a,b] )' justifie les notions desemi-variation et d'integrale interieu 

THEOREME 1. 11 ( [1 s], Theorem I. 5. 1). L I application 

CX E: sv ( [a,b] ,L(X, Y)) 1-+F E: L [c-( [a,b] ,X), y] a CX 

est une Isometrue (c' est-a-dtro , I IF /I= SV [cx]) du premier espace de Banach aur- le a: 
second. Ona o(t) x= Fa: [x [a,b]x] pour a< t s b et xE:X. 

De G J , p. 184, i1 s 'ensuit le 

THEOREME 1. 12. Soit a:E:SV ( G,b] ),L(X, Y)): -- a 

a:E:BV) G,bJ ,II/X, Y))~Fa: E: rr1 [c( G,b] ,x), Y]. 

PROBLEME OUVERT 1. Nous ignorons une caracterisation 

des a:€ SVa( [a,b] ,L(X, Y)) tels que Fa: E: !S [c( [a,b] ,X), Y]. 
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THEOREME 1.13. Soient cxE:SV( G,b] ,L(X, Y)) et g€Go- ( [a,b] ,L(W,X)). 
a,b - . 

Il existe l' integrale interieure simple I= ,f dcx(t) o g(t) € L(W, Y) definie par 

Iw = S ! dcr( t). g{ t )w pour tout w E:IV. On a '1h II > S V [;,J I lg 11. ( Parfois nous supprimons 
le signe c ). 

THEOREME 1. 14 ( [rn], Theorem I.4 .20). Soit cx: 

pour tout f E: G( [a, b], X) [gcca ( [a, b] , L(X))J il existe 
Alors ona cxE:SV( G,b] ,L(X,Y)). 

est telle que 

a) s u p S V [cx J < oo 
n n 

b) Il existe cx : [a, b]---+- L(X, Y) tel que 

t € G,b] et tout xcx 

G,b].-+L(X, Y) tel que 

S·b dcx(t).f(t) [aS? dcx(t)o g(t)]. 
a a 

THEOREME 1. 15 (Helly [rn], Theorem I.5.8). Si la suite cx csv([a,b] ,L(X, Y)) n 

cx (t) x -+ a(t) x pour tout n 

alors ona 

i) cxE:SV( G, b], L(X, Y)) et SV Gx]::; lim inf SV [cx J - n 
b b 

ii) S· dll'.n(t).f(t) ~ S· dcx(t).f(t) pour tout f E: G( G,b] ,X) 
a a · 

iii) [a '-b dc (t) o g(t)] w -+ [a\~ dcx(t) o g(t)] w pour tout gE:Ga ( G, b] , L(W ,X)) 
ja n ja 

et tout wE:W. 

Commentaires. L I tntegr'ale Inter-ieure semble avoir ete definie pour la premiere 

fois par Pollard en 1920, G 5] , mais il n' en a pas donne beaucoup de resultats . En 

19 3 1, elle fut etudiee dans la thcse de Dushnik , voir G 3] , p. 9 6 et a ete uti lisee en 
1934 par Kaltenborn , G9J, pour donner un theoreme de representation pour les elements , i'. 

de G( G, b] ) ' dont notre theorerne 1 . 11 est une generalisation. Voir [rn] , 'I'heoreme 
I.5.6 pour une rcpresentation des elements de L [c( [a,b] ,X),Y]. La notion de semi­ 

variation a ete creee en 1936 par Gowurin, [11]. Le theorerne 1. 15 a ete demontre 

par Helly dans le cas nurner-ique (X = Y = R) et pour f continue. 

i. 

'· 
I 

I l 
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Les resultats du § 3 pour les eq uations (K) et (L) utilisent l' integr-ale interueure 

tandis que plusieur s des auteur s dont nous donnons des references font usage de l' inte­ 

gr'ale de Y oung . 

DEFINITION 1. 10. Pour o: : [a, b] ~L(X, Y) et f : [a, b]~ X on definit 
b-- 

11 integrale de Young Y S do:( t). f ( t) par 

b lctla - .7 
y\ do:(t).f(t) = lim lJ { [o:(t. 1-i-)- «(t, 1)] .f(t. 1) + [o:(t.-=-)- c(t, 1+)J .f(~·-) + j a dE:D i= 1 1- 1- 1- 1 1- 1 

+ [o:(t.)- «(t, .:.)] .f(t.)} ou ~: E: ]t. 1 , t. [ 
1 1 1 1 1- 1 

quand cette limite existe (aussi bien que les limites o:(t+) et o:(t.:.)). De tacon analogue 
b b 

on def'init Ys o:(t).df(t), !ys do:(t)o g(t) pour g: Gi,b] ~L(W,X) etc. 
a a 

Remarque. La definition habituelle de l' Integrale de Young suppose que o: , f 

et g sont des fonctions a vartation bcrnee , 

11 est facile de passer de l' Integrale inter-ieure a 11 integr-ala de Young et recipro­ 

quement car les deux integrales sont associees, c' est-a-dire, on a le 

THEOREME 1. 16. a) Pour o:E:SV( G, b], L(X, Y)) et f E: G( Gi, b] ,X) il 
b -- 

e x is t e Y S o:(t).df(t) et ona 
a 

b b s. do:(t).f(t) + ys o:(t).df(t) = o:(b).f(b) - o:(a).f(a) . 
a a 

b) Pour o: E: SVGa ( [a, b], L(X, Y)) = SV( Gi, b], L(X, Y)) n Ga ( [a, b] , L(X, Y)) et 
. -- b 

f E: G( G,b] ,X) il existe ys do:(t).f(t) et ona 
a 

b b 
Y S do:(t).f(t) + S · o:(t).df(t) = o:(b).f(b) - o:(a).f(a). 

a a 

La demonstt-ation s 'ensuit du Theoreme I. 4. 21 de LJ s] . 
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2. REPRESENTATIONS INTEGRALES D' OPERATEURS. 

DEFINITION 2. 1. Soit K : T X S -+ Z. Pour tout (t,s) E: T x S on ecnit 

Kt(s) = K (t) = K(t,s). s 

Les fonctions K O et K sont detinies par 
0 

et T K
0 

: sE:S ~ K E:Z . . s 

DEFINITION 2.2. Pour K: [c,ct]x [a,b] --+L(X,Y) nous considerons les 

propmetes suivantes : 

( G0 ): K est simplement reglee en tant que fonction de la prerniere variable, 

c' est-a-dlre , pour tout s E: [a, b] on a K
5 
E:G0 ( [c, ct] , L(X, Y)) 

(G): K est reglee en tant que fonction de la premiere var'iable 

(SVu): K est unitormernent a semivaniation bornee en tant que fonction de la 
seconde variable, c' est-a-dire , on a 

sv" rK] SV r.Kt] < 00• U = sup cs ts d U 

(SV~):K satistait (SVu) et K(t,a)=0 pour tout tE:[c,ct}. 

On note K E: c0. SV~ ( [c ,ct].x [a, b], L(X, Y)) si K satisfait (G0) et (SV~). 

De Iacon analogue on detinit c0 .BVu( [c,ct]x[a,b] ,L(X, Y)), G.BVu( [c,ct].x ~,b], 
a 

L(X, Y)) etc. 

Du theoreme 2 . 2, i1 s I ensuit le 

THEOREME 2 . 1 . 

il est muni de Ia norme 

c0 .SVU( [c,ct]x[a,b] ,L(X,Y)) a 

K ~ SVu U<]. 
est un espace de Banach quand 

THEOREME 2. 2. a) ( [18] , Theorem I. 5. 10). L' application 

KE:G
0
• SV~( ~ 'ct].x Gi 'b] 'L(X 'Y)) ~ F KE:L [c-( [a' b] 'X), G( G:' ct] 'Y)] 

est une isometrie (c' est-a-dire , I IF K 11 = SVu !J<]) du premier espace de Banach sur le 
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second ou pour tout f € G( G, b] , X) nous definissons 
b 

(FKf)(t) = S· d
5
K(t,s).f(s), as ts.b , 

a 

Ona K(t,s)x = FK Lx [a,sJxJ (t) pour s € ]a,b], t € [c,ct] et xE:X. 

b) ( ~2], Theorem 10). L'image par FK de tout ensemble borne de G( G,b] ,X) 

est un ensemble equiregle de G( [c, ct] , Y) si et seulement si on a 

K0 E:G( G,ct] ,SV ( [a,b] ,L(X, Y))). a 

) 

THEOREME 2.3 ( [22], 'I'heorernes 11 et 13). Soit K € Ga .SVu( G:,ct] x [a,b], 
- a 

L(X, Y)). Si F KE:li [c( [a, b] , X),G( [c, ct], Y)] alors K0E:G( [c ,ct] , SV a( [a, b], K(X, Y))). 

Reciproquement, si [c, ct] = [a, b] et Y = X alors de K 0€ G( [a, b] , SV a ( [a, b], 

!S(X))) il s'ensuit que (FK)2 €~[c( [a,b] ,x)]. 

THEOREME 2.4 (Bray [1s], Theorern II. 1.1). Soient cx € SV( [c,ct], L(Y,Z)), 

KE:Ga .SVu( [c,ct]x[a,ct] ,L(X, Y)), et f € G( Gi,b] ,X) ~E:Ga ( Gi,b] ,L(W ,X))]. On - -- 
definit 

d 
(F K)(s) =a\. dcx(t) o K(t,s), as s s b, et 

(X ..) c 
b 

(FKf)(t) = S· dsK(t,s).f(s), c s t s d. 
a 

Alors ona 

a) F K € SV( G,b] ,L(X, Y)) et sv [F- K]s sv [cx]svu [K] 
(X - (X 

b) FKfE:G( [c,ct] ,Y) [FKfE:Ga( [c,ct] ,L(W,Y))] et i!FKfll s SVu [K] !Itii 
b d d .b 

c) S· ds [
0S· dcx(t) o K(t,s)] .f(s) = S· dcx(t). [~· dsK(t,s).f(s)]. 

a c c a 

Dans le cas numenIque (W = X = Y = Z = R) et pour f continue, Bray a dernontrx; 

ce theorerne vers 1918 dans G.J. 
2.5. Si F1 € L [c( G,b] ,X), G( [c,ct], Y)] et F2 € G( [c,ct], Y),G( ~,f] ,z)] 

sont definies, respectivement, par K1E:Ga .SVu( G:,ct] x G,b] ,L(X, Y)) et 

K2E:G
0 

( ~ ,f]x [c, ct], L(Y, z )) alors F 2 o F 1€ L/s;( [a, b] ,X), G( [c, ct], Y)] est definie 
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par KE:Ga. SVu( [e ,f] xGi, b], L(X, Z)) oii 
d 

K(t,s)=aS· d K2(t,r)oK1(r,s), (t,s)E:[e,f]x[a,b]. 
c r 

THEOREME 2. 6 (La formule de Dirichlet [18] , Theorem II. 1 . 6). Avec les 

hypotheses du Theoreme 2 . 4 prenons [c, ct] = [a, b] . On a 
b s b b -- - S· d

5 
[S • dO'.(t) o K(t,s)] .f(s) = S • dcdt}. [S • d5K(t,s).f(s) + K(t,t).f(t)] a a a t 

b b b t S • .d
5 
[S • dO'.(t).K(t,s)] .f(s) = S • dcdt ). ~- d5K(t,s).f(s) - K(t,t).f(t)]. a s a a 

Du 'I'heoreme precedent s' ensuit immediaternent le 

THEOREME 2.7. (La formule de substitution). Soient O'.€SV( Gi,b] ,L(Y,Z)), 

gE:Ga( [a,b],L(X,Y)) et fE:G( [a,b],x) ~E:Ga( ~,b],L(W,x))]. Ona 

b s l b S· d
5 
[S• dO'.(t) g(t)_ .f(s) = S · dO'.(s).g(s) f(s). 

a a a 

Dans [20] , il y a d' autres versions du 'I'heoreme de Dirichlet et de la formule 

de aibstitutlon. 
t 

Dans le Theoreme 2.6 la fonction t € G,b]i-+Sa.d5K(t,s)f(s)-K(t,t) • f(t) 

est reglee mais les deux terrnes de la s omme ne le sont pas necessairement , Pour cette 

r'aison quand nous considerons l' equation (avec Y = X) 
t 

y(t) - x+ S· ·ct
5
K(t,s). y(s) = f(t) - f(a), 

a 
(K) a s t s b 

il taut taire une hypothese supplementaire pour assurer que l' Integrale dans (K) est 

une fonction reglee de t pour tout yE:G( G 'b] 'X). 

DEFINITION 2.3. Soit KE:Ga .SVu( [a,b]x Gi,b] ,L(X,Y)); pour tout 

fE:G( [a,b] ,X) on definit 
t 

(kf)(t) = S· d
8
K(t,s).f(s), a::; t::; b. 

a 

THEOREME 2.8 ( ~1], Theorem 2.6). Soit K E:Ga .SVu( Gi,b]x[a,b] ,L(X,Y)). 

Les proprietes suivantes sont equivalentes : 



\ 

a) K est simplement reglee sur la diagonale, c' est-a-dire, pour tout xE::~ 

la fonction t € [a, b]~ K(t, t)x € Y est reglee. 

b) Pour tout f € G( G,b] ,X) ~ kf € G( [a,b], Y) 

Ce theorerne est du a Arbex, . [1] p. 30. 

Si le noyau K du Theoreme 2. 8 satisfait la pr-opriete a) ci-dessus, on ecrit 

K € c1 .SVU( [a,b]x[a,b] ,L(X, Y)). 

2.9 ( /J1], Theorern 2.11). ~ K€G1 .SVu( [a,b]x[a,b] ,L(X, Y)) ona 
t 

(kf)(t+) = S· d
5
K(t+,s).f(s) + [K(t+, t+) - K(t+, t)] .f(t+), as t < b 

a 

(kf)(t-) = s~ d
5
K(t.:,s).f(s), a< t s b. 

a 

Quand K € G~.SVu( [a,b],L(X,Y)) on peut remplacer K(t,s) par 

K(t,s) - K(t,t) sans alterer L'operatsur k. De cette Iacon on obtient un noyau de 

c0 .SVu( [a,b]x [a,b] ,L(X, Y)) qui est nul sur Ia diagonale et on ecrit alor-s 

K€G1
~. svu(· [a, b]x [a, b], L(X, Y)) ; on suppose merne que K(t, s) = O pour s > t 

car cela ne change pas k. 

DEFINITION 2.4. On dit que F € L [c( ~,b] ,X),G( [a,b], Y)] 

de causalite si pour tout f € G( [a,b] ,X) et pour tout c€ [a,b], 

est un operate 

implique (Ff) /[a' c] = 0. 

THEOREME 2. 10 ( G1], Theorem 2. 10). L'application 

K€Gg .SVU( [a,b]x [a,b] ,L(X, Y)) I--+ k€L [c-( [a,b] ,X),G( [a,b] 'Y)] 

est une isometrie (c' est-a-dire , //k / / = S v" [x] ) du premier espace de Banach sur le 

sous espace des operateurs de causalite du second. Ona K(t,s).x = -k fx G,t]x](t) 
pour s, t € G,b] et «ex, 
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3. L I EQUA TION LINEAIRE INTEGRALE DE VOL TERRA-S TIEL T JES 

Dans ce paragr-aphe , on note en abrcge G~.svu = cg.svu( G,b].x [a,b] ,L(X)) 

et analoguement 

s ~ t on ecrit 

a u u G Ll' SV , G O .BV etc. 

K € Gf .SVu 

Si K€G~.svu satistait K(t,s)=Ix pour 

a u Pour K € G~ .SV et 
ct rt 

(K)c y(t) - x+ J 
c 

ou f, y € G( G:, ct] , X) et xcx. Nous cherchons des conditions pour que I' equation 

(K)d ait toujours (c' est-a-dire , pour tout f€G( [c, ct], X) et tout x€X) une et une 
c 

seule solution reglee y € G( G:, ct] , X). 

G:, ct] c[a, b] considerons 11 equarion 

d
5
K(t,s).y(s) = f(t) - f(c), cstsd 

3. ~ ( b 1], 3. 1) Soient K € G~. SVu et a s c < d < e s b. 

a) Si (Kf a toujours (c+est-a-dire , pour tout f€G( [c,e] ,X) et tout x€X) 
- c 

au plus une solution reglee alors le meme est vrai pour (K )~. 

b) Si (K)~ 

(K)d 
·c 

a toujours une solution reglee' on a le meme pour 

et (K)~ ont toujours tiu plus une solution reglee, aloI's on a le meme 

pour 

c) Si 

(K)e c· 
ct) Si (K)~ et (K)~ ont toujours une solution reglee alors on a le meme pour 

1Jt1 . .,.,. 
DEFINITION J.1. On dit quune fonction R: [a,b]xG,b]~ L(X) qui satisfait 

( Ga) (voir Definition 2. 2) est une guasi-resolvante de K si elle satisfait I' eguation 

de la resolvante 
t 

R ( t , s) - I + a \. d K ( t , r ) o R ( r , s) = 0, x j 7' s 
assstsb. 

THEOREME 3. 2. ( G 1] , Theorem 3. 2) Soit K € G~SVu Les proprietes suivan- 

tes sont equivalentes : 

1) Pour tout s € [a, b] et x€X I' equation homogene 
t 

y( t) - x + s d 'T K ( t , r ) . y( r ) = 0, 

a une et une seule solution reglee y
5

5 
€ G( [s, b] , X). ,x 

s s. t a b 
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2) K a une et une seule quasi-resolvante R. 

Dans ces conditions on a y (t) = R(t,s).x, s,x s zs t s. b . 

PROBLEME OUVERT 2. Supposons satisfaites les propr-ietes equivalentes du 

'I'heoreme 3.2 ; nous ignorons si (R*) a des solutions qui ne satisfont pas (Ga ), ou 

encore, si l' equation hornogene de 1) a des solutions non reglees. Pour l' equation (L) 

la reponse est negative : voir le Theoreme 6. 3 et [25] . 

THEOREME 3. 3 ( ~ 1] , Theorem 3.3) Soit R une quasi-resolvante de 

KE:G~.SVu (non necessairement unique). Les proprietes suivantes sont equivalentes 

1) Pour tout s€ G, b] , xE:X et fE:G( [s, b] , X) la fonction 
t 

(p) y{t) = f(t) + R(t,s). [x-f(s)]- \. d R(t, r).f(r), s:s;t:$b 
j' s 7' 

est une solution reglee de {K)b. s 

1 a) La propriete 1 ) avec s = a 

) a u 2 RE:G1 .SV . 

DEFINITION 3. 2. Une resolvante de K est une quasi-r'esolvante qui satistait 

la propr-iete 2) du Theoreme 3 . 3 . 

PROBLEME OUVERT 3. Si K E: G~. sv" a une seule quast-resolvante R 

a-t-on R E: cf, SVu ? La reponse est positive si pour un entier m I' operateur km 

est compact (voir [21] , la remarque g) qui suit le Theoreme 3 .4). 

PROBLEME OUVERT 4. Si K E: G~.BVu a une seule resolvante, a-t-on 

R € Gr BVU ? Pour l' equation (L) la reponse est positive. 

Pour l' equation (K) il peut arriver des situations assez inatendues meme dans le 

cas numer'iqua (X = R). 

EXEMPLE. Soit G,, b]= [o, 1] et considerons le noyau 
K(t,s) = Xr2 r(s), 

Lt 't L 
s, t E: [o, 1] . 
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On a K € G 0. BVu( [o, 1 ]x [o, 1 J ) et il n' est pas difficile de demontrer que pour tout 

f € G( [o, 1]) l' equation 
t 

y(t) + ~. d
5
K(t,s).y(s) = f(t), 0::; t::; 1 

0 

a une et une seule solution reglee yf€G( [o, 1]) mais 11 operateur fE:.G( lP, 1]) .-..+ 
yf€G( [o, 1]) n' est pas de causalite car 

y/t) = f(t) - C(t) + C(/1), 

Voir ~ 1] , Exemple 1 ; voir aussi l' Exemple 2 . 

o s t s }. 

Dans le theoreme suivant, nous donnons des conditions equivalentes qui assurent 

que pour tout [c,ct]c [a,b] l'equation (K)d a toujours une et une seule solution c 

reglee ( donnee par (p ) ) . 

THEOREME 3.4 ( ~1], Theorem 2.4 et ~4] ). Soit K € Ga.SVu. 
I. Les proprietes suhrnnte sont e uivalentes : 0 
1. Pourtout gE:.G a,b ,X l'equation 

t 
y(t) + \. d K(t,r).y(r) = g(t), a::; t::; b Ja T 

a une et une seule solution reglee Yg € G( [a,bj ,X) et l'operateur 

g € G( G,b] ,X)~ y E:.G( [a,b] ,X) g 

est de causalite . 

2) Pour tout ctE:.] a, b] , 

une seule solution reglee. 

3) Pour tout c€ G,b [ 

une seule solution reglee. 

xE:X et f€G(G,ct],x) l'equation (K)d auneet a 

xE:X et f€G( G:,b] ,X) l'equation (K)b a une et c 

4) Pour tout G:,ct]c G,b], xE:X et f€G( [c,ct],x) l'equation (K)d a une c 

et une seule solution reglee. 

5)Pourtout tE:G,b] ilexiste Et>0 telque 

i) Pourtout c€~,b[ EE:]0,ECJ et fE:G(G:,c+E],X) l'equation 

(K f+E a une et une seule solution reglee. 
c 

ii) Pour tout ctE:]a,b], EE:]o, Ed] et fE:G( Gi-E,ct] ,X) l'equation 

(K )~_ E a une et une seule solution reglee. 



V. 18 

6) Le noyau 
7) Le noyau 
8) II existe 

a u K a une et une seule quasi-resolvante R et on a R € c1. SV . 
K a une et une seule resolvante R. 
RE:Gf. SVu qui satisfait 

t 
R(t,s)-I +0'. d K(t,r) R(r,s)=0, x j 7" s 

et 

(~) 
. t 

R(t,s)-K(t,s)-I +0\. d R(t,r)oK(r,s)=0, 
x j s 7" 

) 

II. Si les proprietes equivalentes de I sont satisfaites, on a 

9) Pour tout G:,ct]c [a,b] la solution de (K)d est donnee par c 
t 

(p) y(t) = f(t) + R(t,c). [x - f(c)]- S. d
5
R(t,s).f(s), c :5 t :5 d. 

c· 

10) Pour tout t E: G, b [ l' operateur I - K(t+, t) est inversible, c' est-a-dire, x 
il existe Ux - K(t+, t)]-1 E: L(X). 

III. Si l' operateur kE:L [c( [a, b] , X)] defini par K est compact alors la 

propriete 10) est equivalente aux proprietes de I. 

Pour K E: Ga. SVu nous definissons K(n) € Ga. SVu 
0 0 

(n+1) ast (n) K (t,s)= . d K(t,r)oK (r,s), 
s 7" 

L'operateur defini par K(n) est kn (voir 2.5). 

par K( 1) = K et 

DEFINITION 3. 3. On dit qu ' une :resolvante R de K est donnee par la serie 

de Neumann si I' on a 

Ix - R(t,s) = K(t,s) - K(2)(t,s) + K(J)(t,s) - ... 

Ia serfe etant convergente dans G~.svu. Dans ce cas K a une seule resolvante 

car si r E: L [c( G, b] ,x)] est l' oper'ateur defini par une resolvante R (votr definition 

2. 3) alors I - r est un inverse a droite de I + k et si R est donnee par la ser'ie 

de Neumann alors I-r est 1 'inverse de I+k et I+k n' a donc pas d' autres inverses 

a droite , 

REMARQUES. 1) La demonstnation cte III du Theorerne J. 4 est relativement simple : 

si k est compact i1 s'ensuit du Theorerne 2.3 qu'on a K0E: G( G,b] ,svb( [a,b] ,L(X))) 
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et en utilisant cette pr-opniete et 10) du Theor'erne 3 .4 on dernontre que pour tout 

G:, ct]c[a, b] I' equauon (K)d avec f = O et x = O n' a que Ia solution y = o. n c 
s 'ensuit de la theor'ie des opcrateurs compacts que (K)~ a toujours une et une seule 

solution, c' est-a-dire , on a 4) du Theoreme 3. 4 ( voir aussi le Theoreme 3. 13). 

2) De Ia theorte de l' inversion des oper-ateurs dans une algebre de Banach il s 'ensuit 

que l' ensemble X des noyaux K € G~. SVu qui satisfont aux proprtetes equivalentes 

de I du Theoremc 3.4 est un sous-ensemble ouvert de G~.svu et que l t appl ica- 

tion (non Iineairc ) KE:J(, 1-+R - I E:;J{, est bicontinue. On conclut que si KE:% alors x 
Ia solution y de (K )d est une fonction continue de x, f et K. 

c 

3) De 5) du Theoreme 3. 4 on conclut que les proprietes equivalentes de I ne 

dependent que de K dans un ensemble arbitrairement petit de la forme 

U I I { ( t, s) It._ 1 <s s t s t.} 
1sis d 

1 1 

oir d est une division de [a' b] . Un resultat de ce type a ete dernontre d I abord par 

Arbex , [1] , et, dans un autre cadre , par Bitzer, LJ] . 

De 4) ~ 5) du 'I'heoreme 3 .4 il s 'ensuit le 

THEOREME 3. 5. Soit 

chaque intervalle Ui_ 1 , ti] 

a une resolvante unique. 

K € G~. SVu 7_' il existe d€D Ul, b] tel que dans 

I' equation (K) 1 a une resolvante unique alors (K)b t. 1 __:.___ a 
1- 

REMARQUE 4. Un resultat tres profond du a Arbex [1] dit qu 'ona un resultat 
analogue en remplacant "resolvante unique" par "resolvante donnee par la serie de 

Neumann'! , 

DEFINITION 3.4. Si K € cg.svu on deflntt K- € cg.svu par K-(t,s) = 

=K(t.:,s) si as s < t. 

Le theorerne qui suit montre que I I etude de I I equation (K )b peut se reduirc a a 
, ( -)b I' etude de K a . Un premier resultat de ce type est du a Arbex [1] . 
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THEOREME 3.6 ( {J4] ). Soit K € G~.svu. 

a) R est une quasi-resolvante G,esolvante] [unique] de K =>-R est une qw 

resolvante .G,esolvante] [unique] de K-. 

b) S est une quasi-resolvante 0:"esolvanteJ [uniqueJ de K- ==.>R est une 

quasi-resolvante h,esolvante] ~mique] de K ou 
t 

R(t,s) = S(t,s)- as. dT [K(t,T)- K-(t,r)]os(r,s), 
s 

a ssstsb et R-= s. 
I 

'1/,, 

! 

c) R est donne par la serie de Neumann ~ S est donne par la serie de 

Neumann. 

a u DEFINITION 3.5. Pour: K € c0sv et d€D Ul,b] on note 

c(K,d)= sup/ /sup{svr: t][Kt] /s._1stss.} 1 < · < d LS · _ 1 , I I -1- I 

c(K,d") = sup / / sup{sv7 t] [Kt]/ s._1stss.} 1<"< d _s._1, I I _}_ I 

LEMME 3. 7. Soit K € c;Jsvu. Les proprietes suivantes sont equivalentes. 

1) n existe d€D /]i, b] tel que c(K, d) < 1 G:(K, d ·) < 1]. 

2) a) Pour tout c€ G, b [ il existe S' > 0 tel que 

sup{ SV [s:,t] [i/]/cstsc+S} < 1 [sup{ sv]c,t] fitJ/ cstsc+S}<1]. 

b) Pour tout d€] a, b] il existe b> 0 tel que 

Demonstr-ation . 1) => 2) est evident 2) => 1) suit de la compacito de G, b] 
(Voir f24J ) . 

THEOREME 3. 8 ( _[j4J ). Soit K € cz. SVu tel qu 'il existe d€D [a, b] avec 

c(K-, d') < 1. Alors les proprietes suivantes sont equivalentes : 

1)Pourtout t€G,b[ L'oper'atcur I-K(t+,t) estinversible. x 

2) K satisfait aux proprietes equivalentes de I du Theoreme 3. 4. 
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Demonstratton. Pan II du Theoreme 3. 4, on a 2) ==> 1). Pour demontrer que 
1) ~ 2) par le Theor'eme 3. 6, il suffit de le Iaire pour H = K-. Par 3) du Theorerne 3. 4 

et par Ie Theoreme 3. 5, il suffit de dernontrer que pour tout i = 1 , 2, . . . / d / et tout 

c€ G. 1 , t. [ I' equation 
1- I 

t. t . 
(H) 1 y(t) - x+\. d H(t, T).y(r) = f(t) - f(c), 

c jc r 

a une et une seule solution y E: G( [c,t) ,X). 
t 

Par' 2. 9 on a /im1 + c t d7H(t, T ).y( T) ~ - H( c-i-,c).y(c+), Ceci montre qu ' une ( 

solution y de (H) 1 satisfait c 

y(c+) - x - H(c+,c).y(c+) = f(c+) - f(c). 

Puisque H(c+, c)= K(c+, c), on conclut par 1) que 

y(c+) = G - K(c+, c)]-1• [x + f(c+) - f(c)]. x 

Pour tout xE:X et f E: G( [c,t.J, X), nous posons 
I 

~ = ;K,x,f = { uE:G( [c, ti] ,X) / u(c) = x ,u(c+) = [i - K(c+, c)]-1. [x+f(c+) - f(c)]}. 
II est tmmediat que :le, est ferrne dans G( [c,tJ ,X). Pour zE:G( [c,t.J ,X) nous 

I I 

posons 
t 

(Tz)(t) =x+ f(t)- f(c)- \. d H(t,T).z(T), 
jc T 

c s t s t. 
I 

on a Tz E: G( [c, t.J , X) et Ty = y si et seulement si y est une solution de (H /i. 
I t. C 

Pour demontrer l 'existence d' une solution unique de (H)c1 il est donc suffisant de 

montrer que T :Je c ;/G (ce qui est tmrnediat) et que T est une contraction de ~ 

pour u 1 , u2 E: ;fe on a 

//Tl½-Tu1/I = sup{//(Tu2)(t)- (Tu1)(t)// /c::;t::;ti} 

t 
= sup{I/S. drH(t,r). [u2(r)-u1(T)]// /c::;t::;ti}. 

c 
Si on remarque que (u2-u1)(c+) =0 on conclut par 2.9 que 

t t . 
r. dTH(t, r). [u2(r)-u1(r)]= lim ('. d H(t, r). [u2(-r)-u1(-r)] j c s-l, c j s 7" 

• i , 



donc I ( d rH(t, r). [u2( r )-u 1 ( r )] f I :c lim5
-1,csv t_s, t] [tt1] I lu2-u111 ~ SVJ c, t] [i;~ I lu2-u111 

alors //Tu2 - Tu1/I:::; supc~tsti SV]c,t] ~~llu2-u111 s 

supt. 
1
::;tst. SVJ t. 

1
, t] [Kt.:.] I lu2-u1 I/ s c(K-, d · )I lu2-u111, ce qui conclut la dernonstr-ation 

1- 1 1- 

car c(K-, d. ) < 1 par hypothese . 

THEOREME 3.9 (Arbex). Soit K E: G~.svu tel qu'il existe dE:D Ca,b] avec 

c(K-, d) < 1. Alors K a une resolvante donnee par la serie de Neumann . 

Demonstr-ation . On note q = c(K-, d) < 1. 

supc::;t::;t. llH(t,c)II:::; supc::=;t:::;t. SV u:,t] GiJ~ q 
1 1 

on conclut que //K(c+,c)//:::; q < 1 

Soit 

car 

c c G. 1,t. [; 1- 1 

H(t,t)=0. 

ona 

De K(c+,c)=H(c+,c) 

donc I - K(c+, c) est inversible. Du Theoreme 3. 8 x 

il s 'ensuit donc que K a une resolvante. Par la rernarque 4, il suffit de demontrer que 
t. 

la resolvante de chaque (K-i 1 est donnee par Ia serte de Neumann , ce qui est immediat 

car on montre par- recurrence i~u~ poun ti- l ,; t ,; ti on a SV []:. 
1
, t] UH(n))t]:::; q0• 

1- 

On va maintenant appliquer' le Theorerne 3 . 8 aux noyaux constderes par Hinton, 

Gomes et Schwabik. 

DEFINITION 3.6. On note G0 .BV::; ( [c,ct]x[a,b] ,L(X,Y)) l'ensemble des 

noyaux K: G:,ct]x[a,b]~L(X,Y) qui satisfont (G0) et tels qu'il existe une fonction 

croissante g : [a, b]-.+R telle que 

//K(t,s2) - K(t,s2)//:::; g(s2) - g(s1) pour t E: [c,ct] et a:::; s
1
:::; s

2
:::; b. 

Quand [c,ct]= [a,b], Y = X et de plus ona K(t,s) = 0 pour s ~ t on note 

en abrege Pour ces noyaux Hinton a dernontre l' existence d' une resolvanto , 

THEOREME 3. 10. Soit K E: Ga. BV::;. Les propr ietes suivantes sont equivalentes : 
- 0 

1) Pour tout t E: G, b [ l' operateur I - K(t+, t) est inversible. x 
2) K satisfait aux proprietes equivalentes de I du Theoreme 3 .4. 
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, Demonstration. Il , reste a montrer que 1) ~2). Puisque g est croissante 

~our tout E > 0 il existe dE:D @, b] tel que g(sc) - g(si- 1+)::; E pour i = 1, 2, ... 

J d J . Alors pour s. 1 < t < s. on a 
1- 1 

sv] t]. [Kt-J:::; v] J !J<t-]::; g(s.-) - g(s._1 4-)::; E si_ 1, . si- 1' si 1 1 

et le resultat suit du T'heoreme 3. 8. 

COROLLAIRE 3. 11. Soit K E: Gg.sv:::; tel que JJK(t+,t)J! < 1 pour tout rc [a,b [ 

Alors K a la resolvante donnee par la serie de Neumann. 

Demonstration. On maintient la notation de Ia demonstretton du Theoreme 3.10 : on 

a IIK(t+,t)II:::; E si t E:]s. 1,s. [ car pour s. 1 < t < T < s. ona IIK(-r,dl:::; 
~ 1 ~ 1 

SV tJ,-r] [K-r]:::; SV]si_
1
,-r] G<:-r]:::; E. D'autre part , par hypothese , ona 

IIK(si+,si)II< 1 pour i=0, 1, ... , /ctl-1. Onconclutqu'ilexiste dE:Dui,b] tel 
- 

que c(K, d) < 1 et le resultat suit du Theoreme 3. 9. 

Par ailleurs , nous demontrons le 

THEOREME 3. 12 (a paraftre}, Soit K E: G0 .SV~( G:,ct]x G,b] ,L(X, Y)). Les 

proprietes suivantes sont equivalentes 

1) K E: c0 .sv!( [c,ct]x [a,b] .n.tx, Y)) 
2) KCE:BVa( Gi,b] ,G( G:,ct] ,n1(X, Y))) 
3) FK E: n1 [c( [a,b] ,X),G( G:,ct], Y)]. 

THEOREME 3.13. (Gomes Go] ). Soit K E: cg.svu tel que K0E:G( [a,b], 

SV b ( Gi, b] , L(X))). Les proprietes suivantes sont equivalentes : 

1) Pour tout t E: [a, b [ l' operateur Ix - K(t+, t) est inversible. 

2) K satisfait aux proprietes equivalentes de I du Theoreme 3 .4. 

Demonstration. Pour appliquer le Theoreme 3. 8, montrons que pour tout E > 0 

il existe dE:D @, b] tel que c(K-, d · ) :::; E. La fonction K0 etant reglee on conclut 

de c) de 1 . 2 que pour tout E > 0 il existe dE:D !Ji, b] tel que pour t 1 , t11 E:] si, si+.l [ 



ona ::S E. Par le Theor'eme 1. ·15, on a 

r s.+ t J 
pour si< t s si+ 1 donc SVJ si, t] Lf( 1 -K - S: E et comme 

s.+ 
(car pour sE]s.,t] ona K 1 (s l e- Jim I K(T,S)=O puisque 

1 TyS. 

r. t-J 1 
T s; s) i1 s'ensuit que ~-3VJ. t] LK s; E pour s. < t s s. 1. S., 1 H· 

l 

V. 2d 

[j S.+ t J 
SV fp 'b] K 1 - K -_ :....-- E 

s.+ I 
K 

1 J ] = 0 s. 't 1 

K( T ,s) = O si 

COROLLAIRE 3.14. Soit Kccg.svu tel que K0E:c( UJ,b] ,svb( G,bJ ,L(X))) 

et 1/K(t+, t)/ / < ·1 pour tout t E G, b [. Alors K a une resolvante qui est donnee P'.;i_:(' - la serue de Neumann. 

La demonstr-ation est analogue a celle du Corollaire 3. 11 . 
Schwabik dans G9J et Go] considere 1 'equation (K) avec des noyaux qui sont a 

variation bornee selon Vitali. 

DEFINITION 3. 7. Soit K : G:, ct]x G, b] ~ Z. Pour dE:D /]i, bj et 

bE:D U:,d] on note Kji = K(tj'si)- K(tj,si_1)- K(t.i_.1,s) + K(tj-1'si_1), i= 1, 2, .. lq /, 
j= 1, 2, ... , Is-I et v~ d rK]= ~ //K .. /1. Si 

u' . . Jl J,l 

v[K]= u [s:,dJ,xf;7,b] [K]= sup{ vS',ct [K]IS'E:D [c,d]'d€D /ii,b]} < oo 

on dit que K est une fonction a variation bornee selon Vitali et on ecr-it 
K € BV( /;,d]xf;i,b], Z). Si de plus ona K(t,a) = K(c,s) =rfour rc G,,d] et sE; [a,bJ 

on ecnit KE:BV ( G:,ct]x G,b] ,z). c,a 

THEOREME 3. 15 ( G6 l ). L' application 

KE:B c,a( G:,ct]x[a,b], Z) ~KaE:BV/ G:,ct] ,BV) G,b], Z)) 
est une isometrie (c' est-a-dire V fs, ct] U< °J= V [K]) du premier espace de Banach 

sur le second. 

Si KE:BV(G,b]x[a,b],L(X)) satisfait K(t,s,)=0 pour s z- t onnoteen 

abrege KE:B V
0
• 
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THEOREME 3. 16. Soit KE:BV0• Les proprietes suivantes sont equivalentes. 

1) Pour tout rc G,b [ l'operateur Ix - K(t+,t) est inversible. 

2) K satisfait aux proprietes equivalentes de I du Theoreme 3. 4. 

La demonstretton suit immediatement des Theoremes 3. 13 et 3. 15 car 

Le theoreme d I existence et unicite des equanons differentielfes Iineairas 8 retard 

(voir [21], § 4) et III du Theoreme 3.4 (voir Theoreme 1.3 et b) du Theoreme 2.2) 
s 'ensuivent Immedlatement du Theoreme 3. 13. 

Dans un article en preparation, nous demontrons le 

THEOREME 3. 17. Soit KE:G.BV~( G:,ct]x[a,b] ). Les proprietes suivantes sont 

equivalentes : 

1) K E: B vc,a( ~,d]x Gi, b]) 
2) KaE:BVc( G:,ct] ,BV

8
( [a,b] )) 

3) K0E:BV
8
( G,b] ,BVc( ~,ct])) 

4) F K E: 111 [c( G,b] ),BV c( G:,il,]. 

Pour appliquer les resultats precedents a l 'equation 
t 

(L) y(t) - x+ S. dA(s). y(s) ~ f(t) - f(a), 
a 

on pose K = KA ou KA (t,s) = A(s) - A(t), a::; s::; t::; b. On conclut a partin du 
Theoreme 2. 8. 

3. 18. ~ A E: SV( [a,b] ,L(X, Y)). Les proprietes suivantes sont equivalentes: 

1) A E: SVGa ( [a,b] ,L(X, Y)) (voir b) du Theoreme 1. 16). 

2) KA E: cg.svu( /;,bJxG,b] ,L(X, Y)). 

3) kA [c( f;,b] ,x)] c G( G,b], Y) ou (kAf)(t) = s: dA(s).f(s), 
a 

Par 3. 18, on obtient comme cas particulier du Theoreme 3. 8 Ie 
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THEOREME 3. 19. Soit A € SVGo- ( G, b], L(X)) tel que pour t out tc [~, b [ 

il existe b > 0 avec SVJ t, t+SJ [A] < 1 et pour tout t E:] a, b] il existe b > 0 

avec SV U- 8', t [ [A] . Alors les proprietes suivantes sont equivalentes : 

1) Pour tout t E: Gi, b [ l' operateur 
2) A a une et une seule resolvante . 

I + A(t+) - A(t) est inversible x 

DEFINITION 3.8. Soit A: G,b] -+L(X,Y). On note A E: SV±( G,b],L(X,Y)) 

si A satisfait la pr'opriete 

+ Pour tout t E: [a,b [ GE:]a,b]] ona 
( s v-) r -

1 
r: r J -, 

lim'Si,o SVJ t, t+S'] LA_ = o Llimb\-0 sv U-S', t [ U.\ = o_ . 

Les fonctions de SV±( [a,b] ,L(X,Y)) sont reglees: voir' le Theor'erne 7 .5. 

3.20. Soit A E: SV( G,b] ,L(X, Y)). Les proprietes suivantes sont equivalentes. 

1) AE:SV±( G,b] ,L(X,Y)); 

2) K;E:c([a,b],svb([a,b],L(X,Y))) (on tait KA(t,s)=0 si s z- t.) : 

3) kA envoie les sous-ensembles bornes de G( G, b] ,X) dans des sous-ensembles 

equiregles de G( G,b] 'Y). 

Demonstr'ation . 1)~2). Il est immediat que pour a::::; c::::; d :5 b ona 

SV [a,b] U<t - K~] = SV Lf ,ct] [A] ; 

ctonc sv G, b] [K;:0 - K;tJ = limEtO sv I:;, b] [K~+b - K;:EJ = 
= limE}O SV U+E,t+SJ If..] = SVJt,t+b] [A] et de Iacon analogue ona 

sv ti,b]U<,t - K1-SJ = sv U-6,t [~]. 

2 )<=> 3) s' er.suit de b) du Theorerne 2. 2 . 

Le theorerne qui suit est une consequcnco du Theor'erne 3. 19. Par 3. 20, il s 'ensuit 

aussi du Theorerne 3. 13. 

THEOREME 3.21 ( ~3] ). Soit A E: sv:t( Gi,b] ,L(X)). Les proprietes suivantes 

sont equivalentes : 
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1) Pour tout t E: G,, b [ l t oper-ateur- I +A(t+)-A(t) est inversible. x 
2) A a une et une seule resolvanre. 

Le Theoreme 3. 21 contient comme cas particuliers les theoremes d' existence 

de la resolvante pour l' equation (L) demontres dans LJo], [12], [18], [s], Gn] , 
etc. Dans !)7 J , nous caracter-isons 12. resolvante de A ; voir aussi [1 s] et ~3] . 

PROBLEME OUVERT 5. Soit A E: SVG0 ( [a, b] , L(X)) qui satisfait la 

propriete 1 ) du Theoreme 3 . 21 . N ous ignorons si A admet une resolvante . 

PROBLEME OUVERT 6. Soit A E: SVG0 ( (;,b] ,L(X)) tel que pour tout 

g E: G( G' b] ,X) l' equation 
t 

y(t) + S· dA(s).y(s) = g(t), 
a 

a toujours une et une seule solution reglee y E: G( G,b] ,X). Nous ignorons si g 

l' operateur g E: G( G. 'b] ,X) 1---+ y E:G( G 'b] ,X) est de causalite , n s I ensuit du 
g + 

theoreme 3.21 que la reponse est positive si AE:SV-( G,,b] ,L(X)), donc en particulier 

a s r s b 

si X f c
0
(N) (par le Theoreme 7 .5). 

Soit H : G.,b]x[a,b] --+ R. On dernontre aisernent le 

THEOREME 3.22. Pour tout f E: G( G,b] ), la fonction 

t E: Gi,b] ~ Lst H(t,s) f(s) E: R 
a 

est reglee ( ou L s note l' integrale de Lebesgue) si et seulement si on a 

1) supa:s;t:s;b l!Htll1 < 00 ou i1Htll1 = Lst IH(t,s) lcts 
a t 

2) Pour tout sE: [a, b J la fonction t E: [s, b J t-+ L s H( t, a ) da est reglee. 
s 

Soit H satisfaisant aux proprnetes du 'I'heoreme 3. 22 et tel que pour tout 

g E: G( G 'b]) 11 equation 
t 

y(t) + LS H(t,s) y(s) ds = g(t), 
a 

a une et une seule solution reglee y g E: G( G 'b] ) . 
(V) 
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Nous ignorons si l' oper ateur g E: G( [a, b]) i---+ 
y g E: G( [~,b]) est de causalite , 

PROBLEME OUVERT 8. Quand l' equation (V) a une r-esolvante , nous ignorons 

s' il existe une f onction S : [a, b]x [a, b]- H satisraisant aux propr-iete s ·1) et 2) 

du Thcor'erne 3. 22 et telle que 
t 

yg(t)=g(t)- Ls S(t,s)g(s)ds, 
a 

a:s;t:s;b. 

L' oper ateur intcgr-al defini par H dans (V) en gener-al n' est pas compact 

comme montre l' exemple H(t, s) = t~a X G, t J (s). 
Dans Ia suite nous supposons que H(t,s) = O si s ?.'.: t. 

THEOREME 3 .23. L' operateur integral defini par H est compact si et 

seulement si ona H
0
E: G( [a,b] ,L/ [a,b])). Dans ce cas ona une et une seule 

r esolvante . 

t 
REMI\RQUE5. On detirut K(t,s)=-LS H(t,o-)do-; alor-s on a 

K E: Go.BVU( G,b]xGi,b]), LSH(t,s) y(s) ds =sst dsK(t,s).y(s) et K satistait la 
a 

propriete 10) du Theorerne 3.4 car K(t+,t) = 0 pour I a::::: t < b comme s'ensuit de 

HOE: G( [a,b] ,L1( ~,b])). 

4. APPLICATIONS AUX SEMIGROUPE~; FORTEMENT CONTINUS 

Soit X un espace de Banach , On dit qu 'une application 

T : tE:R 1---+-T(t) E: L(X) + 
est un semi-groupe si 

1) T(O) = IX 

2) T(t+s)=T(t)oT(s) pour tous t,sE:H. 
+ 

On dit qu ' un semi-groupe T est fortement continu (ou (e0), ou encore, 

simplement continu) s 'il satisfait aux propnictes equtvalcntcs (voir [0] , Prop. 1 . 18 et 

1. 23) 
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a) Pour tout xE:X on a limttO T(t) x = x 

b) L' application ( t, x) E: R x X t-+ T( t) xE:X est ccntinue + 
c) Pour tout (x,x') E: X x X' ona limt}O (T(t)x,x') = (x,x'). 

Si T est un semi-groupe fortement continu, on detinit 

D(A) = { xE:X I ]Ax = lim t [T(t) x - x]} 
tio 

et on dit que l' opcrateur Iineatre (non necessairernent continu) A : D(A)--+ X est 

le generateur infinitesimal du semi-groupe T. 

4.1. D(A) est dense dans X et A est un operateur ferme (c'est-a-dire, 

x E:D(A) et x _...x avec Ax ~ y implique xE:D(A) et y = Ax). A est n - n -- n -=~a.- - 

continu si et seulement si D(A) = X et dans ce cas ona T(t) = exp(tA) (voir [33] ). 

Dorenavant T note toujours un semigroupe fortement continu et 

A : D(A) ~ X son genereteur- intinitesimal , 

4. 2. Les proprietes suivantes sont eguivalentes : 

i) n existe E > o tel que sv [o, EJ [T]< 00• 
ii) Pour tout r > O ~ SV [p,r][T]< 00• 

LEMME 4.3. Soit TE:SV( [o,r] ,L(X)). Pour tout f E: G( [o,r] ,X) ona 

a) sr T(r-s).f(s) ds € D(A) et 7' E: [o,r]i--+S7' T(r-s).f(s)ds est une fonction 
0 0 

continue ; 
r r 

b) AS T(r-s).f(s) ds = S d
5 
T(r-s).f(s). 

0 0 

Demonstration. Le resultat est immediat si f est une fonction en escalier. 

Puisque Ia seconde integrale dans b) et l' mtegrale dans a) sont des for.ctions conti­ 

nues de f € G( [o,r J ,X) le resultat s t ensuit car A est Ierme et les fonctions en 

escalier sont denses dans G( [a,b] ,X). 

LEMME 4. 4 { [1 s] , Theorem I. 3. 8). Soient f, g : [a, b]~ x ; les proprietes 

suivantes sont equivalentes : 

a) fE:G([a,b],x) et g(t)=g(a)+~tf(s)ds pourtout tE:[a,b]. 
a 



b) Pour tout t € [a, b [ il existe 
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g'(t)=f(t+) etpourtout t€]a,b] il + 
existe g~ (t) = f(t-) ; 

c)f€G(G,b],x) et g estuneprimitivede f (c icst-a-dire g est 

continue et en dehor s d' un sous-ensemble denornbrabla de ona g' (t) = f(t)). 
+ 

Dans la suite, nous ecr'ivons d;1(t) = f(t±-) si nous avons b) du Lemme 4.4. 

THEOREME 4. 5. Soit T : R ~L(X) un semigroupe fortement continu avec -- + 
generateur infinitesimal A : D(A) --+- X. Les proprietes suivantes sont equivalentes : 

a) Pour tout f € G( [p, r], X) la fonction 
I t 

v(t) = S T(t-s).f(s)ds , 0 s t s r 
0 

est une solution de I' equation differentielle 
+ 

d- v(t) 
dt = A v(t) + f(t±-), (*) O s t s r 

b) T € SV( [o,r] ,L(X)). 

Demonstratton . b) ~a): II existe v et il s'ensuit du Lemme 4.3 que 
T T T S 
O 
T( r-s).!{s)ds € D{A) et AS/( r-s).!{s)ds - S 

O 
d
5 
T( r-s).!(s) et que !a der'niore 

integr-ale est une fonction continue de T • II s "ensuit du Lemme 4. 4 que pour demontrer 

(*) il suffit de dernontrer- 11 egalite des primitives : 

t t ir T J t S T(t-s).f(s)ds = S A lJ T(r-s).f(s) ds d r + S f(s) ds, 
0 0 0 0 

ou encore 

Ostsr 

t t S [T(t-s).f(s) - f(s)] ds = S [ct
5 
T( r-s).f(s)] d r , 

0 0 

Comme les deux membres sont des fonctions continues de f E: G( [o, r J , X) et les 

0 s t s r. 

fonctions en escalier sont denses dans G( W, r J , X) il suffit de demontrer l' egalite 

pour f = X !J), c] x (0 < c :s t et xE:X) et dans ce cas elle est immedlate , 

a)==> b): Soit T tel que pour tout fE:G( W,r] ,X) la fonction v(t) = 

= st T(t-s).f(s) ds satistait a (*). Ona donc v(t) E: D(A) et Av E: G( fu,r] ,X). 
0 
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r 

Alors Av(r) =AS T(r-s).f(s) ds existe et est une fonction continue de f € G( [o,t] ),X) 
0 

par le theorcme du graphe Ierme (car l' integr-ale est une fonction contirue de f et A 

est Ierrne ). 11 existe donc c > 0 tel que pour tout f € G( [g, r J , X) on a 
r 

[[A \ T(r-s).f(s) ctsl[::; c[lr[[ . 
...,0 

D'autre pert , si f € E( [o,r] ,X), c+est-a-dire , si f est une fonction en escalier , 

il existe 

et ona donc 

r r 
S d

5 
T(r-s).f(s) =AS T(r-s).f(s) ds 

0 0 

[JS r ds T(r-s). f(s)[ [ ::; c[ [r[ [ pour t out f € E( [o, r J, X), donc 
0 

sv [o,r] ~r] ::; c. 

COROLLAIRE 4. 6. Si le generateur infinitesimal A : D(A) ~ X d' un semi­ 

groupe fortement continu n' est pas continu alors X ..p c (N). 
0 

Demonstr'ation , De GJ] , corollaire 4. 14, il s' ensuit que si le generateur 
Inf'initestmal A de T n'est pas continu, ona lim sup [[i -T(t)IJ ~ 2 et dautre x 

t-,o [ 7 
par't si X 4 c

0
(N) ona, par le Theoreme 7. 5, que limt+O SV [o, t] T.J = 0 donc 

limtiO//ix-T(t)[ / = 0. 

COROLLAIRE 4. 7. Soit X ;-J. c (N). Les proprnetes suivantes sont equivalentcs : -- 'T 0 

1) AE:L(X) (et alors T(t) = exp(tA)) 

2) T € SV( [o,r] ,L(X)) 

3) T€8Vt'( [o,r] ,L(X)) 

4) Pour tout fE:G( [o,r] ,X) la fonction 
. -. t 

v(t) = ~ T(t-s).f(s)ds 
0 

+ 
d- v(t) = Av(t) + f(t+_) , dt 

satisfait 

PROBLEME OUVERT 9. Soit X~ c
0
(N). Existe-t-il un semigroupe fortement 

continu T : R --... L(X) avec generateur intinitestmal non continu ? 
+ 

REMARQUE. Il est bie n connu que la Iorrnule de var'iation des constantes 

(c+est-a-dire , a) du Theorerne 4.5) n'est pas vraie pour un semigroupe fortement 

continu T sans des restr'ictions sur T et/ ou f. Le Theoreme 4. 5 montre que 
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la semi-variation est au centre de la question. 

Les resultats de ce par-agraphe sont essentiellement dus a Trevis , [44] , dont 
nous avons simplttie la demonstr'ation en taisant usage des resultats du § 1. 

5. EXTENSICN DE L'INEGALITE DE GRONWALL-BELLMAN 

Nous allons maintenant utiliser les resultats des § § 1, 2 et 3 pour Iair'e des 

extensions de l' inegalite de Gronwall-Bellman aux equations (L) et (K) dans le cas 

numeruque (X= R). Nous suivons de pres [5]. 
Rappelons Ia Iorrne Ia plus generale de l' inegalite classique de Gronwall-Bcllman . 

5. 1 . Soient p , f, (3 : (;i, b]-+- R des fonctions continues, /3 ~ 0, telles que 

t 
p(t) s f(t) + S p(s) {J(s) ds , 

a 

p(t) :0 f(t) + si f(s) ·.R(s) exp ~ t /l(o) dc J ds , 
a s 

t 
Demonstr'atton , Posons (kp)(t) = S p(s) {J(s),ds, as t s b, et 
t t a 

(rf)(t) = S f(s) /3(s) exp ~ f3(a) cta] ds, as t s b. 
a s 

i) Si y(t) = f(t) + (ky)(t), as t s b, alors y(t) = f(t) + (rf)(t), 

alons 
as t :s: b. 

En effet, la prerniere equation Integrale est equrvalente a 11 equation differ'entielle 
Jineaire (y-t}' = (y-f )/3 + f(3 dont la solution est y - f = rf . 

ii) f1 s f2 dans G,b] implique (rf1)(t) :s: (rf2)(t) pour as t s b. 
t 

En effet, ona f?(s) exp ~ (3(a) cta]~ O pour as s s b. 
s 

iii) Par hypothese nous avons p s f + kp. Posons f = p - kp , 
0 

a~ t ~ b. 

alons 

f s f et p = f + rf . 
0 0 0 

De i) et ii), il s 1 ensuit donc que p = f + rf ~ f + rf = y. 
0 0 

REMARQUES. 1) La demonstration que nous venons de faire contient deja les 

idees essentielles pour les generalisations . 

2) Si dans 5.1, on prend f3 € L1( ~,b]), (3 ~ 0 

on a un resultat analogue avec des inegalites presque partout . 

, et p~f € L
00
( G,b]) 
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Soit X un espace de Banach ordonne et kE:L(X) tel qu ' il existe rE:L(X) 

avec I - r cc: (I-kf 1 (C I e~;t-a-dire, 11 equatton x = kx + f a une resolvante ). On dit 

qu'on n l'inegalite de Gronwall-Bellmun pour I( si pourtous p ,IE:X, p ::S f+kp 

implique ,o ~: I - rf. 

LEMME 5. 2. Sous les hypotheses precedentes les pI'oprietes suivantes sont 

equivulentes : 

a) On a l' inegalite de Grornvall-Bellman pour k ; 

b) I-r20. 

Dcmonstr-ation. a)=>-b):Soit xE:X, x?O. Donc 0::Sx+k.O etpara) 

on a O ::S x-rx , c' est-a-dire , I - r 2 0. b) =}a) : Si p , fE:X sont tels que 

p ::S f + ko alor s r = p - kp 
0 

satistait a I ::Sf etparb)ona p=(I-r)f ::S 
0 0 

(I-r)f = f - rf. 

Nous allons appliquer le Lemme 5. 2 avec X = G( [a, b]) et f 2 0 si f(t) 2 0 

pour tout t E: [a, b] . Pour maintenir' l' analogie avec l' lnegalite classique de Gronwall­ 

Bellman nous allons , dans ce par-agnaphe , changer le signe des noyaux des equations 

(K) et (L), c' est-a-dirc , nous considerons 

t 
y(t)-'. d K(t,r).y(r)=f(t), Ja T 

t 
y(t) - S· dA(s).y(s) = f(t), 

a 

(K) 

(L) 

a::St::Sb 

a::St::Sb. 

Pour appliquer- le Lemme 5. 2 dans cette situation il Iaut resoudre deux problemes: 

1) Trouver des conditions pour que K ait une resolvante unique R telle 

que la solution de (K) soit donnee par 
t 

y(t) = f(t)- S· d
5
R(t,s).f(s), a ::S t ::S b. 

a 

( On a dor.c I - r = (I - k f 1 Oll k [r] est l' opcr-ateur integral defiri par- K [RJ- 

voir Def inition 2 . 3). 

2) 'I'rouvcr des ccnditions pour avoir I - r 2 O, 
(' t 

f?:0 implique f(t) - J .d
5
R(t,s).f(s)? 0, 

a 

C I est-a-dire pour que 

a~ t ~ b. 
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Rappelons que dans ce p.11'agraphe ona G.6.BVu = G-1.BVu( [1,b]x[a,b] ,R). 
Rappelons aussi que pour H € G I);.. BVu l' opcr-ateur integral h € L [c( [a, b])] est 

def'ini par t 
(hf)(t) = S .d

5
H(t,s).f(s), 

a 

LEMME 5. 3. Soit H€G . BVu. Les propr-ietes suivantes sont equivalentes : 
0 

a) I+h?O 

b) ii est croissante pour tout t€ Gi, b] 
c) h z O. 

Dcrnonstrutton . a) ~b) : Soient t €]a, b] et a s s1 < s2 s t. On a 

X] [? o et il s 'ensuit donc de a) que 
s1 ,s2 

oii nous avons applique le 'I'heorerne 2. 9 ( rappelons que H(t, s) = O pour s ? t 

et que hf ne dcpend que de la classe d' equlvalence de 

donc h(x 1- [) = h(x] [) = h(x r J)= h(x] J). 
LC' d c' d LC ' d - c' d 

et que c)~ a). 

f - voir la Detinition 1 . 5 

n est Irnrnediat que b) ~c) 

COROLLAIRE 5. 4. Si K € G . BVu a une resolvante unique R alor-s on a 
- 0 

l' inegalite de Gronwall-Bellman pour K si et seulement si Rt est decroissante pour 

tout t € G,b]. 

Demonstr'ation . La preuve s'ensuit des Lemmes 5.2 et 5.3 (en prenant H = 1-R). 

LEMME 5. 5. Soit K € G . BVu. 
0 

00 

a) Si la serie :B K(n) est convergente dans c
0
. BVu alors en posant 

oo n=1 
1 - R = !.: K(n) ona I - r = (I - kr1 et R est donc une resolvante unique de K -- ' n= 1 
( voir la Def inition 3 . 3). 

b) Si Kt t . t es cro1ssan e pour tout alors de meme pour 
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c) :-:;i les hypotheses de a) et b) sont satisfaites alors R1 est decroissante 

pour tout t E: ~ • b] , donc [ - r ~ 0. 

Demonstr-ation. Ev.idente . 

THEOREME 5 .6. Soit KE:C . BVu tel que 
0 

1) K1 est croissante pour tout ic G, b] ; 

2) II existe dE:D 1 7 LP,bJ 
Alors K a une resolvante unique 

tel que c(K-,d) < 1 (voir: la Definition 3.5). 
co 

R donnee par 1 - R = ~ K(n) (et convergente 
n-1 

t E: Gi, bj. On a donc l' inegalite dans G . BVu) et Rt est decr-otssante pour tout 
-- 0 - 

de Gronwall-Bellman pour K : pour p, f E: G( G, b]) 
--t 

p(t) s:; f(t) + ~. ct
5
K(t,s).p(s), 

a 
as t :::;b 

implique ~t 
p(t) s:; f(t) - j. d

5
R(t,s).f(s), 

a 

Dernonstr-ation . n s I ensuit du Theoreme 3. 9 que K a une resolvante unique 

a:St:Sb. 

donnee par' la ser-ie de Neumann. On conclut d' apres les Lemmes 5. 5, 5. 3 et 5. 2. 

COROLLAIRE 5. 7. Soit K E: c0. BVu qui satisfait a une des hypotheses 

suivantes : 

I. KE:G
0
.BV:S (c'est-a-dire, kE:t11 [c( [a,b] )]- voir le Theoreme 3.12) 

II. K E: G( G,b] ,BVb( G,b] )) (c'est-a-dire, k est compact - voir le 
Theor-erne 2. 3) ; 

III. KE:B vo (c' est-a-dire , kE:111 [c( [a ,b]), BV a ( [a, b] )]- voir le Theorerne 3.17). 
et tel que Kt soit croissante pour tout rc [;, b] avec K(t+, t) >- 1 pour tout 

rc G, b[. 
Alors K a une resolvante unique (donnee par la serie de Neumann) et on a 

l I inegalite de Gromvall-Bellman pour K. 

Demonstr-ation . Le cas I fo] s I ensuit irnrnediatement du Corollaire 3. 11 l3. 14] 
et du Theorcrne 5. 6. Le cas III s' ensuit du cas II par le 'I'heoreme 3. 15. 

COROLLAil1E 5.8. Soit A: G,b]~R croissante avec A(t+)-A(t)< 1 
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pour tout t € Gi, b [. Alors A a une resolvante unique (donnee par la serie de Neumann) 

et on a l' inegalite de Gronwall-Bellman pour (L). 

Demonstr-ation , On Iait KA (t,s) = A(s) - A(t) pour as s s t s b. Alors KA 

satisfait aux hypotheses du Cor'ollaire 5. 7. 

LEMME 5. 9. Soit A € BV( [a, b] , R). Les hypotheses suivantes sont equivalentes 

a) A est croissante et A(t+) - A(t) < 1 pour tout t€ [a,b [; 

b) A a une resolvante R et Rt est decroissante pour tout t € [a, b] . 

Demonstr-ation . Le corollaire 5. 8 montre que a) ==>b). 

b) ===;>a): posons r(t) = R(t,a), as t s b. Alor s r satistait 
t 

(*) r'(t) = 1 + S· dA(s).r(s), as t s b 
a 

et par le 'I'heoreme 6.3 ona r € BV( [a,b] ). Puisque Rt est decroissante et 

R(t,t)=1 tl s+ensuit que r(t)=R(t,a)~1 (donc !E:BV(~,b])). Par2.9 et(*) r 
ona [1 - A(t+) + A(t)]r(t+) = r'(t) donc A(t+) - A(t) < 1. Aussi A est croissanta : 

en effet, par (*) ona 
t 

r'(t) - r{s) - S· dA(a ).r(a) = O, 
s 

donc r'(t) = R(t,s).r(s) par Ia definition de la resolvente (voir (p) du theoreme 3.4). 

s, t € [a, b] 

r est donc croissante et puisque ! > O r il s 'ensuit que pour s < t ona 

St. 1 dr'( a).~ ~ 0. Par (*) et le Theoreme 2 . 7 , on a alor-s rto 1 s ,t 1 \ t [ a J 1 
O s j. dr'(o ).r(a) = j" da 1 + S· dA( r ).r( r) ·rrai = 

s s s ,t 1 
J . dA(a ).r(a ).rral = A{t) - A(s). 
s 

Du Lemme 5. 9, il s' ensuit le 

THEOREME 5. 10. Soit A€ BV( G,b] ,R). Les proprietes suivantes sont 

equivalentes : 

a) A est croissante et pour tout t € [a, b [ on a A(t+) - A(t) < 1 
b) A a une resolvante R et pour tout p , f € G( Gi, b] ) 
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t 

p(t) < f(t) + S. dA(s).p(s), 
a 

implique que 
(,t 

p(t) ~-- f(t) - J" d
5
R(t,s).f(s), 

a 

RE!VIARQUE; Il n' est pas difficile ~1 demontrer' que si 

resolvante R alors on a 

R(t,s) = exp [b(t) - A(s)] 

si et seulement si A est continue (voir GJ, Theorem 7). 

A€ BV( G,b] ,R) a une 

6. D 'AUTRES APPLICA TIONS ET DIRECTIONS DE RECHERCHE 

6. 1 . L' eguation ad:jointe 

Nous allons consider-er ici une equation de Ia forme 

(K) 
t 

x(t) - x(t ) + '· d K(t,s).x(s) = f(t) - f(t ), 
, 0 Jt S 0 

0 

avec une contrainte lineaire 

(F ) 
CX 

b 
F [x]='· dcx(t).x(t)=c 

CX Ja 

ou cxE:Sv(G,b],L(X,Y)), c€Y, 

On peut evidemment prendre le noyau 

x,f€G( [a,b] ,X) et le point t € [a,b] est fixe. 
0 

K: [a,b]x[a,b]-+L(X) tel que K(t,s) = 0 

pour t :s: t :S s :S b ou a :S s s: t :S t et K ( t, s) = K ( t, t ) pour a :S s s:: t :S t S:: b 
0 0 0 0 

Ol! a :S t :S t :S s :::; b. Sous ces hypotheses 11 integrale dans (K) est une fonction reglee 
0 

de t pour tout x€G( G,b] ,X) si et seulement si ona KE:G~ .SVu( [a,b].x [a,b] ,L(X)) 

(voir le 'J'heor'erne 2. 10). Nous supposons encore que (K) a toujours une et une seule 

solution (avec x(t ) fixe) donnee par une resolv,rnte unique R : 
0 

x(t) ~ f(t) + R(t,!
0
). [x(t

0
) - f(t0)J- s: d

5
R(t,s).f(s), a:cteob. 

0 

Sous ces hypotheses nous avons domontr-e dans ~6] que l' equation adjointe 

(ou transposee) du systerne (I<) , (F ) est donnee par­ a 
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y(s) + s~ K(t,s)*.cty(t)- st K(t,t
0
) .dy(t)- 

o 
- Y(t -s}'~ [K(t,s)-K(t,t )]* .dy(t) + Gx(s) - «(t )]* d = h (s) 

0 j O 0 c 

ou Y = x , dE:Y', y,h E: avt'b( G,b] ,x') ; on note 
U),cx{ O 

l' ensemble des fonctions g E: BV( [a, b] , X' ) qui satisfont 

B v: ' b ( Gi , b] , X ' ) 
0 

g(t
0
) = O et g(b) = g(a). 

Cet espace apparaft naturellement comme un "dual" et la condition g(b) = g(a) est donc 

de nature fonctionnelle-analytique et elle ne doit point etre consideree comme une 

contrainte ou une condition de rrontiere , 

Le resultat pnincipal de ~6] est le theoreme suivant : 

THEOREME 6. 1. Sous les hypotheses ci-dessus les proprietes suivantes sont 

equivalentes : 

A. Etant donne (t ,c) E: G( [a,b] ,X)xY, le systerne (K), (F ) a une solution 
(X 

x si et seulement si pour tout 

(K*) avec h = 0 on a 
(X -- -- s~ 

a 

(y,d) E: avf'b( [a,b] ,X') xY' 
0 

qui est une solution de 

(dy(s) , f(s)) + (c,d) = 0 . 

b 
B. J(t0)X est un sous-espace vectoriel ferme de Y oii J(t

0
) = as dcx(t)o 

a 

* C. J(t ) Y' est un sous-espace vectoriel ferrne de X'. 
0 

D. Etant donne hE:BVf' b( [a, b], X') l' equation 

(y, d) E: avf' b( ~, b] ,X') x Y' ~i et seulement si pour tout 
0 

solution du systerne (K), (F ) avec f = O et c = O on a 
(X 

('b 
j· (dh(s), z(s)) = 0. 
a 

* (K ) a une solution 
(X 

zE:G( Gi, b] , X) qui est 

REMARQUE. A et D equivalent a dire que le systeme (K), (F ) et l' equation 
(X 

(K*) sont "norrnalement resolublesu , 
(X 

Un "systeme adjoint" a ete etudie par beaucoup d' auteur s pour les systernes 

(L),(F ) oir 
(X 
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t 

(L) x(t) - x(a) +s. dA(s).x(s) = f(t) - f(a), as; t s; b. 

Voir [42] pour ces systemes et pour des references a des articles ou ces systernes 
ont ete consideres avec des contraintes par-ticular-isecs , Dans [19] nous avons donne 

un cas par'ticulier' du Theorerne 6. 1 (avec t
0 

= a et K continue comme fonction de la 

deuxierne variable). Le tneoreme 6 . 1 gener-alise les resultats de Gi2] et [19] . 

6.2. La fonction de Green d'un systeme (K), (Fcx). 

Nous avons maintenant les hypotheses precedentes . Soient 
. t 

Y = F (f) oii f = {xE:G( ~,b] ,X) lx(t) - x(t ) + S· d K(t,s).x(s) = 0, as;ts;b} 
O <X O t S 

0 

et Y = F [c( [a, b] ,x)] . Nous supposons que Y = Y et que pour tout 
(X (X O (X 

(f ,c) E: G( [;,b] ,X) x Y le systerne (K) , (F ) a une et une seule solution. Dans ce 
b (X (X ( 

cas J(t ) = as. dcx(t) o R(t,t ) : X~ y est bijective et nous supposons qu'elle est 
0 0 0 a 

bicontinue (voir [17], Theorem 5). Dans un article en preparation nous allons demontr'er' 
que la solution est donnee par une fonction de Green G: [a,b] x [a,b]--+ L(X) 

b 
x(t) = J(t) c - S. d

5
G(t,s).f(s), as; t s; b , 

- 1 a 
o u J ( t) = R ( t , t ) o J ( t f . On a 

0 0 

G(t,s)--J(t) 0 Ls~ dcx(r)oR(r,s)- "s: dcx(r)0R(r,to)]+Y(to-s)J(t)o fs: dcx(r)o 
. s 0 

r: l~ J Z(t-s) R(t, s) - Z(t-t0) R(t, t0) pour 
LR( T , s) - R( T , t ) ) + 

0 - l-Y(s-t)R(t,s)+Y(t -t)R(t,t) pour 
0 0 

t :::;ss;b 
0 

ou Y=X[o,oo[ et Z=X]o,oo[ 

Pour tout s E: [a, b] , G
5 

est la solution du systeme (G0), (G1) ou 

(G ) 
0 

F [c ] = 0 
(X s 

t 
G
5
(t) - G

5
(t
0
) +a\. d K(t ,a) o G (a)= - [Y(s-t) - Y(s-t )] I - Z(t-t ) I . 

jt a s o x o x 
0 

L' equation ( G 1) dit qu ' au sens de la Theor'ie des Distributions, on a 
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d~ { G5(t) - G5(t0) +as: da K(t ,a) o G5(a)} = - b (s) + '&'(to)· 
0 

Pour tout t € G, b], c' satisf'ait l' equauor: "adjointe" (G2) ou 

t ,b t \b t G(s)+cry dG(T)o K(r,s)-crj" dG(r)oK(r,t
0
)- 

s t 
0 

J-Z(t-s) [i + K(t,s)- K(t-,s)]+ Z(t-t ) [i + K(t,t ) - K(t-,t )] pour 
X O X O 0 

= l-Y(s-t) Lix+K(t,s)-K(t-,s)]+ Y(t
0
-t) [ix+K(t,t

0
) - K(t-,t

0
)] pour 

t <ss'b 
0 

Ona G € Ga .SVu( [a,b]x[a,b] ,L(X)) avec 

Gt(t ) = 0 , Gt(b) = c\a) si a< t:::; b et G3(b) - Ga(a) = I - R(a,t ). 
0 X 0 

Pour le cas particulier- du systerne (L), (F cx) voir G-2] aussi bien que ses 

references. Dans [17 J et [1 s] nous donnons la fonction de Green du systeme (K), (F ) 
. (X 

sous une autre f orrne . 

6 . 3 . La regularite des solutions de ( L). 

Meme dans le cas numenique X = R il existe K € G 
O
• BVu et f€G( [a, b J ) 

tels que l' equation 
t 

(*) y(t) - y(a) + '· d K(t,s).y(s) = f(t) - f(a), 
ja s 

a des solutions non reglees . 

EXEMPLE.Soit K(t,s)=x[a,tQs) et f=0. Toutefonction x:[a,b]-.+-R 

telle que x(t-) = x(t) pour a< t :5 b et x(a) = 0 est une solution de (*) (avec 

y(a) = 0). Voir aussi le probleme ouvert 2. 

Dans b5] nous avons demontre que pour l' equation (L) une telle situation ne 

peut pas arr-iver-. 

Nous disons que A: G,b]-+ L(X) est simplement continue et nous ecrivons 

A € c? ( G, b], L(X)) si pour tout xcx Ia fonction t€ G, b] ~A(t) x€X est 

continue. Nous posons sve" ( Gi,b] ,L(X)) = svt G,b] ,L(X)) n ca ( Gi,b] ,L(X)) et 
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de Iacon analogue pour SVGa ( [a,b] ,L(X)). 

Rappelons que pour A : [a,b] -+ L(X) et g: [a,b]--+ X on detinit 
t 

(kAg)(t) = S· dA(s).g(s) , a~t~b 
a 

quand cette integrale existe. 

LEMME 6.2. Soit A: ~,b]-+L(X); ona 

I. kA [e-( [a,b] ,x)] c C( Gi,b] ,X) <=>A€ SVC-a ( [a,b] ,L(X)); 

II. kA [e-( [a,b] ,x)]cc( [a,b] ,X)<==}A € SVGa ( [a,b] ,L(X)); 

III. kA ~( Gi,b] ,x)]c BV( Gi,b] ,X)~AE:BV( G,b] ,L(X)). 

Demonstration. I [ir] s' ensuit du Theorem I. 1 . 11 de [15] (voir aussi le 

Theoreme 1 . 14) et de 2. 9. On obtient III de II par contradiction. 

Le theoreme suivant est le resultat principal de [25] . 

THEOREME 6.3. Soit A€ SVGa ( ~,b] ,L(X)) [AE:SVC-a ( [a,b] ,L(X)), 

A € BV( G, b] , L(X) )] . Alors pour toute fonction f : [a, b] ~x qui est reglee 

G:ontinue, a variation bornee] toute solution y : Gi, b]-+X de 
t 

y(t) - y(a) + S· dA(s).y(s) = f(t) - f(a), 
a 

est aussi une fonction reglee [continue' a variation bornee] . 

La demonstratton tatt usage du 

LEMME 6.4. Soient A: [a,b]~L(X,Y) et f: G,,b]-+X tel qu'il existe 
b - t S· dA(s).f(s) ds. Alors pour tout t € G,b] il existe S· dA(s).f(s) et pour tout 

E ~ 0 il existe unef onction en escalier fE: G,b] ~x 
8

telle que pour tout tE: G,b], 

avec l 'exception seulement d' un nombre fini de points, on a 
t t IIS. dA(s).f(s) - s. dA(s).fE(s) 11 ~ E. 
a . a 
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6. ,t. Les equations lineaires de Fredholm-Stieltjes. 

Dans [?2] , nous etudions l' equation 
b 

(-*) >..x(t) - '· d K(t,s).x(s) = f(t), as t s b j s 
a 

ou x,fE:c([a,b],x) et KE:C?.sv~(G,b].x[a,b],L(X)); >..E:R (ou >..E:C si 

on considere des espaces de Banach complexes), >.. I= 0. 

Nous dcmontrons que l' equation tr ansposee est donnce par 
b 

(*') >..y(s)-s. K(t,s)*.cty(t)=g(s), a s. s s. b 
a 

ou y,gE:BVa( [a,b] ,X') et que si K0 E: G( [a,b] ,sva( [a,b] ,!S(X))) alor-s (*) et 

(*' ) n' ont qu ' un ensemble denornbrable de valeuns stngulier'es A qui sont des valeurs 

propres de rnultiplicite finie avec O comme seul point d' accumulation possible, voir- 

[22], Theorem 14. En plus, ona toujour's l' alterriattve de Fredholm pour (*) et (* 1) 

( ~2], Theorern 15). 

De cette Iacon , nous gener ali sons des resultats dernontres par Schwabik dans 

Gs] et [41] ou il suppose que dim X < 00, que K est a var-iation bornee selon 
Vitale (voir Definition 3. 7 et 'I'heoreme 3. 15) et que f et x sont a vaniation bornee . 

Dans le cas general , c+est-a-dtrc K E: Ga .SV~( Gi,b]x G.,b] ,L(X)), soit 

,\ fixe ; si (*) a pour toute f E: G( G, b], X) une et une seule solution reglee, nous 

demontrons l'existence d'une resolvante pour (*) et (*') ( ~2], Theorem 16). Dans des 

conditions plus gener ales nous demontrons l 'existence d' une pseudo-r-esolvann, ( ~2] , 

Theorern 17). On dernontre aussi des rxisultats analogues dans le cadre des fonctions 

continues. 

6 . 5. Rapports entre 

Dans les Theorernes 1. 12, 3. 12, 3. 15 et 3. 17 on a vu quelques rapports entre 

les propr-ietcs de K, K P, K O et f<' K. Voir aussi le Problerne 1 et les Theoremes 1 . 10 c, 

2 . 2 b, 2. 3, 3. 20 et 3. 23. Dans un article en preparation nous allons approfondir ce tte 

etude. 
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6. 6. Fonctions a variation bornee de plusieurs var iables . 
Dans une senie d' articles ( voir' [j 1 J et les references donnees dans [32] ) . 

Mor'se et Tr'ansue etudient les Ionctions a vaniation bornee selon Vitali (voir Definition 
3. 7) et les fonctions a vaniation bornee selon Frechet . Ces derrueres sont utilisees pour 
obtenir des representations integr'ales des applications biltneaires def'inies sur un espace 

de fonctions continues. 

Dans [36] Prandini systernatise les resultats de Mor'se et 'I'ransue et les 

etend a des espaces de fonctions reglees en obtenant des simplirications remarquables de 
beaucoup de leurs resultats . 

Dans [46] Queiroz Bar'ros gener'alise a plusieur s vaniables des resultats 
exposes ici par un intervalle Gi, b] c R. Ses resultats sont Iies aux mesures vecto­ 

rielles et il a reussi a formuler dans ce cadre une gr'ande pantie des resultats de ~2] . 

Il s "ensuit aussi des applications a 11 indgalite de Gronwall-Bellman de plusieuns var-iables , 

aux equations differentielles nyperboliques , etc ... 

6. 7 . Theorie du controle. 

L. Barbanti a applique les theoremes de representation a la theor'ie du controle 
pour l' equation (K) ; voir [2] . 

7. PROBLEMES DE GEOMETRIE DES ESPACES DE BANACH ISSUS DES 
QUESTIONS PRECEDENTES. 

DEFINITION 7. 1 . Soit X un espace de Banach. On dit qu ' une fonction 

f : [a, b]-+X est integr'able Riemann et on ecrit f € R( [a, b] , X) s' il existe 

b 
\ f(t)dt=lim f(~.)(t.-t. 1) ..) a .L\d~O l l 1- 

ou ~. € G. 1 , t.J . l 1- l 
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PROBLEME OUVERT 10. Existe-t-il un espace de Banach X et une suite 

bornee f E: R( Gi,b] ,X) (c+est-a-dire , sup llf II< oo oii !Ifii= sup llf(t)II) 
n nE:N n ast-sb b 

telle que pour tout t E: [a,b] ona lim fn(t) = 0 mais telle que la suite S fn(t) dt 
n~oo a 

ne tende pas vers O ? 

THEOREME 7. 1 (Voir Go] , Theorem 4. 5). Soit f : [i, b]~ X. Les proprie­ 

tes suivantes sont equivalentes : 

a) Pour tout E > 0 il existe une fonction en escalier f E : [a, b] -+ X 
-b 

telle que Sa J Jf(t) - f E(t)/ J dt ::; E , ou ~ note l' integrale de Riemann superieure 

numertque , 

I d I 
b) lim !: w.(f)(t. - t. 1) = O oh 

Ad~O i=1 1 1 l- 
w.(f) = sup{I! f(t) - f(s)IJ I t,s€ G. 1, t]}. 1 1- I 

c) f est bornee et m Of = 0 ou m est la mesure de Lebesgue et of note 

l' ensemble des point de discontinuite de f. 

OEFINITION 7 .2. On dit que f: G,b]-+ X satisfait la propriete de Darboux 

et on ecrit f E: o( G,b] ,X) si f satistait b) du Theoreme 7. 1. 

Ona evidemment O( G,b] ,X) c R( G,b],x). Voir [15] pour d'autres 

propnietes de ces espaces. Les fonctions de 0( [a, b] , X) sont Integr-ables selon 

Bochner-Lebesgue mais les fonctions de R( {;,b] ,X) peuvent etre non mesurables 

(si X est non separable). 

EXEMPLES 1. X = e2( G, b]), cp : [a, b]+ R est une f onction bornee et 
b 

f(t) = cp(t).et (ou et = X{t}). n est irnmediat que Sa f(t) dt = o mais f est non 

mesurable (a moins que cp = o presque partout). Voin U5]. 
b 2. Soit X= G( G,b]) ou L

00
( [a,b]) et f(t) = X Gi,t]. Ona 

(s f(t) dt) (s) = s - a, a::; s ~ b mais la fonction f est non mesurable. 
a 

PROBLEME OUVERT 11 . Comment doit etre I' espace de Banach X pour 

qu+on ait 0( [a,b] ,X)= R( [a,b], X)? 

Oans [37 J Rocha Filho dernontre que si X est unitormement convexe, 
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si X= L1( ~,b]) ou si X= C-(K) (ou K est un espace compact infini), alors 
D( [a,b], X)~ R( Gi,b] ,X). n dernontre que si X= eJ(A) ou, plus gener-alernent , si 
X est un espace de Schur alor s D( [a,b] ,X)= R( [a,b_ ,X). n demontre aussi 
1 'existence d' espaces reflexifs X de dimension infinie tels que D( [a, b] , X) = R( [a, b] , X). 

Dans G4] Pelczynski et Rocha Filho demontrent le 

THEOREME 7.2. Soit T € np(X,Y) alors T [R( [a,b],x)]c D( Gi,b] ,Y). 

On note J{( G,b] ,X) [L1( [a,b] ,x)] l'espace des fonctions f: [a,b]___.x 

qui sont mesurables Untegrables selon Bochner-Lebesgue]. On note par Q( G,b] ,X) 

l' espace des fonctions f : G, b] ~x faiblement mesurables pour lesquelles il existe un 

ensemble de mesure nulle Z c [a, b] tel que f( G, b], Z) soit separable , 

THEOREME 7 .3 (Voir [9] ). Soit X un espace de Banach ; les proprietes 

suivantes sont equivalentes : 

1) R( [a,b] ,X) cJf.( [a,b] ,X) 

2) R( G,b] ,X) c L1( G,b] ,X) 

3) R( G,b] ,X) c Q( [a,b] ,X). 

PROBLEME OUVERT 12. Comment doit etre l' espace de Banach X pour qu ' on 

ait R( G,b] ,X) c Jl( G,b] ,X) ? 

n est immediat que si X est separable , on a 11 inclusion. Les exemples 1 et 2 

ci-dessus montrent que pour X = e 1 ( G, b] , G( Gi, b]), L
00 
( Gi, b]) on n' a pas 

R( G,b] ,X) cJ(( [a,b] ,X). 

Rappelons que l' on dit qu ' un espace compact K est dyadigue s 'il est 1' image 
m 

continue de { 0, 1} , ou m est un nombre cardinal , 
m 

Exemple : { O, 1} , Mm ou. M est un espace metrique compact et les groupes 

topologiques compacts s ont des espaces compacts dyadiques. L' espace G, b] G de 

~2] , p. 128 (c' est-a-dire , le compactttie de Gelfand de 11 algebre de Banach 

G( [;,b])) est un espace compact qui n' est pas dyadique comme il s 'ensuit de l' exemple 
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2 ci-dessus et du Theorerne suivant dernontre dans [9] . 

THEOREME 7 .4. Soit X = C-(K) oii K est un compact dyadique. Alors on a 

R( [a,b] ,X) cJl( [a,b] ,X). 

De ce theoreme et des exemples ci-dessus il s' ensuit que 
m 

a) C-( { O, 1} ) ne contient pas un espace de Hilbert non separable (mais il 

contient e 2 (N)) ; 

b) e-({o,1}m) necontientpas) L
00
([a,b]) ni G([a,b]). 

m 
De Iacon analogue on dernontre q ue C-( { 0, 1 } ) ne contient pas € 

00 
(N), q ue 

c({ O, 1}m) n'est pas un dual ni un PA etc. Voir fo]. 

PROBLEME OUVERT 13. Pour quels espaces de Banach X et Y, a-t-on 

SV( [a,b] ,L(X, Y)) cJl( ~,b] ,L(X, Y)) ? 

Dans G1] Rocha Filho a dernontre le theorerne suivant. 

THEOREME 7. 5. Les proprietes suivantes sont equivalentes : 

1) SV( [a,b] ,L(X, Y)) = sv\ [a,b] ,L(X, Y)) 

2) SV( G,b] ,L(X, Y)) c G( [a,b] ,L(X, Y)) 

3) SV( G,b] ,L(X,Y)) c D( G,b] ,L(X, Y)) 

4) Y .q c
0
(N). 

(voir Detinition 3. 8) 
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