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Resumo

Transformacdes em covaridveis sdo aplicadas em andlise de regressdo por
varios motivos e familias de transformagdes paramétricas, como a de Box-Cox, sdo muito
comuns. Quando uma transformagdo paramétrica € usada, o estimador de méxima
verossimilhanca do parametro da transformagdo é freqlientemente sensivel a pequenas
perturbagdes dos dados. A maioria dos métodos de diagnéstico nessa linha trata do uso de
transformagdes na varidvel resposta ou em ambas, varidvel resposta e covaridvel. Além
disso, o estudo restringe-se a modelos lineares.

Neste trabalho, descreveremos algumas técnicas de diagnéstico quando sdo
utilizadas transformagdes na covaridvel em modelos lineares generalizados, com aplicagdo
a um conjunto de dados com resposta binaria, a0 qual foi ajustado o modelo de regresséo
logistica de Box-Cox.

Palavras-Chave: Modelo de Regressdo Logistica de Box-Cox, Diagnéstico, Diferenga de

Verossimilhangas, Analisc de Influéncia Parcial.



1. Introdugio

O modelo de regressio logistica de Box-Cox foi proposto por Guerrero ¢ Johnson

(1982), que aplicaram a transformagdo de Box-Cox

x* -1

,A#0
logx ,A=0.

£D =

a variavel cxplicativa do modelo de regressdo logistica.
Nessas condigdes, se Y é uma varidvel resposta binaria, com valores 0 ou 1 e admite-
se que p= P(Y=1) é fungdo de uma variavel explicativa, também denominada covariavel, X,

o modelo de regressio logistica de Box- Cox ¢ dado por

IOE[LJ =5+ ﬂlxm
I-p

que equivale a expressdo

= exp(f, + fx™)
L+exp(B, + Bx™)’

comx>0.

De acordo com essa construgdo, o modelo de regressdo logistica seria apropriado ap6s
uma transformagdo da covaridvel, mas nao sabemos antecipadamente qual seria ela. O.
pardmetro de transformagéio A deve ser estimado, ¢ uma possibilidade é a utilizagdo do

método de maxima verossimilhanga, que estimaria conjuntamente By, B, € A.



Com ecsse objetivo, Siqueira(1992) sugere o seguinte procedimento de
estimacéo em dois estagios:
Inicialmente, fixado um particular valor dc A, obtém-sc as cstimativas de maxima

verossimilhanga de fy e B, através do procedimento de Newton-Raphson. Calcula-se entdo

o logaritmo da fun¢@io de verossimilhanga com base no valor de A fixado e G,, £,

estimadores de maxima verossimilhanga obtidos. Repete-se o procedimento para cada valor
de L pertencente a um particular conjunto de possiveis valores. Sugere-se que A seja
escolhido no intervalo [-2, 2], que pode ser ampliado se necessario. A estimativa de
méxima verossimilhanga de X é o valor desse pardmetro que maximiza o logaritmo da
fun¢ao de verossimilhanca.

Verifica-se que esse método de estimagdo, embora bastante simples,
geralmente € executado com sucesso.

Siqueira e Taylor (1999) analisam o custo de estimag@o de A no modelo de regressdo
logistica de Box-Cox, avaliando a inflagdo da varidncia dos estimadores de alguns
parametros de interesse devido a adicdo de A.

Adicionalmente, Lee e Yick (1999) destacam a alta sensibilidade do estimador de tal
pardmetro a pequenas perturbagdes nos dados. A maioria dos métodos de diagndstico neste
caso trata do uso de transformagdes na variavel resposta ou em ambas, varidvel resposta e
explicativa e restringem-se a modelos lineares. Os autores desenvolvem técnicas de
diagnéstico quando sdo utilizadas transformagdes na varidvel explicativa em modelos
lincares generalizados.

O objctivo do presente trabalho é apresentar uma breve anélise de diagndstico no
modelo de regressdo logistica de Box-Cox.

Serdo descritos inicialmente dois métodos de diagnéstico propostos por Lee e Yick
(1999) para o modelo linear generalizado com transformag@o na variavel explicativa.

Posteriormente, seré feita uma adaptagdo desses métodos ao modelo de regressio
logistica de Box-Cox através de uma aplicagdo a um conjunto de dados com resposta

binaria.



2. Métodos de Diagnéstico no Modelo Linear Gencralizado com transformacio

na variavel explicativa

Serdo apresentados nessa segdo os métodos de diagnético: diferenca de

verossimilhangas e influéncia parcial para 0 modelo linear generalizado.
Diferen¢a de verossimilhangas

Seja y = (¥, ¥,)" 0 vetor de respostas com densidade:
1, (::0) = exp{[y,6, - b(6)))/ a(g) + c(y,, #)}
com 6, =k(n,), em que 7, ¢ o preditor linear ¢ a(.), b(.), ¢(.) sdo fungdes conhecidas. Sem

perda de gencralidade, o pardmetro de dispersio ¢ é supostamente conhecido ou &

A

substituido por um cstimador ¢ ¢ escrito como a = a(@), que forncce uma densidade da
familia exponencial com parametro natural 8. O logaritmo da fungdo de verossimilhanca ¢

entdo dada por:

P
a E[y.-k(m)—b{k('i,-)}]-
Consideremos X uma matriz de covaridveis do modelo, n x (p + g), particionada na
forma:
X=[x,z]=[xy... xp, 21 ... Zq),
COm X ... Xp, Zj ... Xq correspondentes as colunas da matriz X.
Um melhor ajuste para o modelo linear generalizado proposto pode ser
freqitentemente obtido transformando uma ou mais das covariaveis z presentes em X =
[x,z].

Seja o preditor linear do modelo transformado:



n=xd8+G(z,A)¢,

em que G(z,4) =(g,(24), 4 ) &, (241 4,)] éumamatriznx qe

T
g,(z4) = (gj(z(u)”lf)»"" 8,(2y) 1;'))

representa uma familia de transformagdo conhecida, duplamente diferenciavel, indexada

por & (j =1, ...,q). e 8 e € sdo vetores de pardmelros, p € q dimensionais. Temos aqui um

interesse especial no vetor de pardmetros A.
Scjam L(}, 8, &) o logaritmo da fungdo de verossimilhanga, 5(2.) e ;"(}.) fungdes
que maximizam L(\, 8, &), para A fixo e L(4;8(4),£(4)) o correspondente méximo obtido.

Para avaliar a influéncia de casos individuais na estimativa de méxima verossimilhanga A

- a

de A, a diferenca entre A e Afy, a estimativa de maxima verossimilhanga sem o caso i,

pode ser mensurada através da medida diferenga de verossimilhangas dada por:
LD, =2[L(2)- L(Aw)],

em que L(2) = L(4;8(2),€(A)) -
Para o caso especial de regressdo linear, Wei e Hickernell (1996) (citado por Lee e

Yick (1999)) obtiveram aproximagdes para simplificar os calculos dos valores de LD;. Um

grande valor LD; indica que provavelmente a estimativa 4 é fortemente dependente do caso

i
Anilise de influéncia parcial

Com a notagdo jé introduzida, considercmos novamente o preditor linear antes da

transformagéo da covariavel z, dado por

M=xPp+zy. (2.1)
O modelo apés a transformagio é:
n=xp+G(z,A)¢ (2.2)

de modo que z = G(z, 4,) representaria a inexisténcia de transformaggo.




Um teste de hipdtese Ho: & = 2y pode ser baseado em Dy — D, a redugdo da fungdo
desvio do modelo (2.1) para o modelo (2.2). £ importante verificar se qualquer observagao

tem um impacto indevido neste teste. De modo geral, a fungdo desvio de um particular
L .
modelo ¢ definida como D =-2 ln[—io-j,, em que L é a fungHo de verossimilhanga desse

modelo calculada nos cstimadores de maxima verossimilhanga e Lo é a correspondente

fungao para o modelo saturado. Denotando-se Do) ¢ Dy as fungdes desvio do modelo (2.1)

e (2.2) respectivamente apés excluir o caso i, Lee (1988) (citado por Lee e Yick (1999))

sugeriu uma medida de influéncia parcial para o impacto do caso i na transformagao como:
di = (Do — D) - (Dyj) - D),

que compara redugdes no desvio devido a transformagéo com e sem a i-ésima observagéo.

Novamente aqui, grandes valores de d; implicam em grande alteragio da redugio no desvio

com a retirada da i-ésima observagéo.

3. Adaptagio ao Modclo de Regressio Logistica de Box-Cox

Neter, Kutner, Nachtsheim ¢ Wasserman (1996) apresentam uvm conjunto de dados
relativo a varidvel resposta compra de carro (sim ou ndo) em fun¢do de algumas
caracteristicas da familia e que sera analisado a scguir.

Uma montadora de veiculos contrata uma empresa de pesquisa de mercado na
condugdo de um estudo piloto para analisar a probabilidade de uma familia comprar um
carro novo durante o ano scguinte. Uma amostra casual de 33 familias foi selecionada e
foram coletados dados da renda familiar anual (X, em milhares de délares). Doze meses
depois, foi conduzida uma entrevista para determinar se, no decorrer do ano, houve compra

de um veiculo novo (Y = 1) ou nao (Y = 0). Estes dados sdo apresentados na Tabela 3.1,



Tabela 3.1 — Dados relativos as 33 familias.

Familia (i) Yi X
1 0 32
2 0 45
3 1 60
4 0 53
5 0 25
6 1 68
7 1 82
8 1 38
9 0 67

10 1 92
11 1 72
12 0 21
13 0 26
14 1 40
15 0 33
16 0 45
17 1 61
18 0 16
19 1 I8
20 0 22
21 0 27
22 1 35
23 1 40
24 0 10
25 0 24
26 1 15
27 0 23
28 0 19
29 1 22
30 0 61
31 0 21
32 1 32
33 0 17




Com base nos dados aprcsentados na Tabela 3.1, serdo feitas as analises de
diagnéstico  apresentadas na segdo anterior. Serd ajustado o modelo
log[l—p(-"?—)]= By + Bx¥. Para estimar seus parimetros, conforme descrito na segdo
anterior, serdo fixados valores de A no intervalo [-2, 2]: -2; -1,5; -1; -0,5; 0,5: 1; 1,5; 2 e
para cada um deles, obteremos as estimativas de maxima verossimilhanga de fo e ;. O
logaritmo da fungdo de verossimilhanga desse modelo, indexado pelos parimetros 8 =(fy,
B1, ) € dado por

L= [y, logp, +(1-y,)log(1- p,)]
i=]

=3 3y + Bx®) = Y log(1 + exp(By + Bx))
i=l

i=l
com p; = p(x;).
Calcula-se entdo o logaritmo da fungdo de verossimilhanga com base no valor de ) fixado e
By, By, estimativas de maxima verossimilhanga obtidas para cada um dos valores de A. A

estimativa de méxima verossimilhanga de A é o valor desse parimetro que maximiza o

logaritmo da fun¢@o de verossimilhanga.

Foi utilizado o programa estatistico R, para o ajuste do modelo com base nos dados.

O modelo ajustado é log —11(;‘—)— =~1,209212+0,000974x?,
1-p(x)
Apés esse procedimento, para' cfeito de diagnostico, retira-se cada uma das
observagoes e repete-se o célculo feito anteriormente. Com isso, é possivel calcular cada
uma das estimativas de maxima verossimilhanga de A sem o caso i, o que permitird o

calculo da diferenga de verossimilhangas,

DV, = 2[L(A) - L(A)).

Adicionalmente, obtivemos a medida DV, =2[L(4) - L, (A4m)], onde L, (A1) éa

fungdo de verossimilhanga com base nas n — 1 observagdes restantes, calculada no ponto

Ay



A Tabela 3.2 apresenta as estimativas de maxima verossimilhanga de A quando
retiradas cada uma das observages e os valores de DV; e DVy;.

Como pode ser observado na Tabela 3.2, os valores mais influentes séo relativos as
familias 9, 19, 26 ¢ 30, quando o calculo & feito por 2[L(A) — L(Aw)] e para o célculo de

2[L(A) = L, (A)], os dados influentes sdo das familias 9, 19, 26 ¢ 29. Observa-se que sdo

familias que compraram automével e tém renda familiar baixa (caso das familias 19, 26 ¢
29) ou familias que ndo compraram um automével ¢ tém renda familiar alta (familias 9 e

30).



Tabela 3.2 - Diferengas de verossimilhangas para os dados da Tabela 2.1.

Observagio retirada . A= 20L02) - L(Aw)] 20L(A) ~ Ly (A)]
nenhuma 2

1 2 0 0,020093 -0,81857
2 1,5 0,5 0,033290 -1,22788
3 2 0 0,052070 -0,96537
4 1,5 0,5 0,074718 -1,65244
5 2 0 0,018934 -0,69749
6 2 0 0,050348 -0,65042
7 2 0 0,026162 -0,26141
8 2 0 0,065512 -2,01869
9 2 0 0,503970 -2,98286
10 2 0 0,009216 -0,11395
11 2 0 0,045782 -0,51673
12 2 0 0,018598 -0,64713
13 2 0 0,019043 -0,71204
14 2 0 0,060222 -1,92038
1S 2 0 0,020397 -0,83994
16 1,5 0,5 0,033290 -1,22788
17 2 0 0,052290 -0,92292
18 2 0 0,018283 -0,59972
19 1 1 0,162789 -2,91422
20 2 0 0,018663 -0,65861
2] 2 0 0,019166 -0,72744
22 2 0 0,075315 -2,16363
23 2 0 0,060222 -1,92038
24 2 0 0,018018 -0,56212
25 2 0 0,018838 -0,68376
26 0,5 1,5 0,178257 -3,22293
27 2 ¢ 0,018737 -0,67081
28 2 0 0,018456 -0,62624
29 2 0 0,140307 -2,71912
30 2 0 0,220395 -2,26286
31 2 0 0,018598 -0,64713
32 2 0 0,087764 -2,30409
3 2 0 0,018339 -0,60795

A Tigura 3.1 apresenta os graficos de DV; e 0o mddulo de DV para as 33

observacdes.



Figura 3.1 - Graficos das diferengas de verossimilhanga.
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Para o cilculo das medidas de influéncia parcial foram usadas as fungdes desvio das

saidas do programa estatistico R, quando ajustados os modelos (2.1) e (2.2) com base nos

dados da Tabela 3.1,
Os valores das diferengas nas fungdes desvio e da medida d; estdo apresentados na

Tabela 3.3.

Tabeta 3.3 — Medida de influéncia parcial com base nos dados da Tabela 3.1

Observacdo retirada Dyji - Diiy (Do - D) - (Dqji) - Dy}
nenhuma
1 0,13 0,08
2 0,04 1,17
3 0,27 -0,06
4 0,04 0,17
5 0,21 0,00
6 0,18 0,03
7 0,07 0,14
8 0,44 -0,23
9 0,37 -0,16
10 0,05 0,16
11 0,14 0,07
12 0,26 -0,05
13 0,19 0,02
14 0,44 -0,23
15 0,12 0,09
16 0,04 0,17
17 0,26 -0,05
18 0,31 -0,10
19 0,00 0,21
20 0,24 -0,03
21 0,19 0,02
22 0,41 -0,20
23 0,44 -0,23
24 0,37 -0,16
25 0,22 -0,01
26 0,05 0,16
27 0,23 -0,02
28 0,28 -0,07
29 0,12 0,09
30 0,13 0,08
3 0,26 -0,05
32 0,38 -0,17
33 0,30 -0,09

Il



Observamos valores de d; relativamente baixos em modulo, indicando inexisténcia

de pontos influentes no teste que avalia a necessidade de transformagdo.

4. Consideragdes finais

Lee e Yick (1999), ainda no contexto de transformagdes no modelo linear
generalizado, apresentam algumas medidas de influéncia local, que ndio foram aqui
calculadas e seriam sugestdes para um trabalho futuro.

Devido a facilidades computacionais e & ampla variedade de modelos existentes na
literatura, parece scr uma tendéncia atual preferir utilizar um novo modelo, ao invés de se
transformar os dados.

Acreditamos no entanto que o uso de transformagdes no modelo de regressio
logistica, apesar da riqueza de classes de modelos alternativos, ainda é uma étima opgo.
Destacamos a facilidade de interpretagio dos parimetros desse modelo, aliados a sua

simplicidade ¢ popularidade e ainda, a disponibilidade na maioria dos pacotes estatisticos
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