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RESUMO: Este trabalho apresenta os resultados de uma pesquisa realizada para testar a
aplicabilidade das equações multtquâ âricas como método local de interpolação para dados dis­
persos. As equações multiquádricas foram propostas orig inalmente como um método global para
representação analitica de superftcies a partir de pontos de dados discretos. Esse método foi de­
senvolvido porque os mapas computados por polinômios ou harmônicos de Fourier não apresen­
tavam precisão suficiente para fins de Engenharia. Entretanto, a principal restrição desse método
era o número de pontos de dados, tanto pela impossibilidade de resolução de grandes sistemas li ­
neares quanto pelo tempo de computação, tomando seu uso proibitivo . Devido a essa restrição
foi desenvolvida uma pesquisa para avaliar a possibilidade de usar as equações multiquádricas
como método local de interpolação, computando-se pequenas áreas do mapa e assim sucessiva­
mente até a completa cobertura. Este estudo consistiu basicamente em simular interpolações sob
várias condições de números de pontos vizinhos e valores de constante C para dados amostrados
em cinco superftcies matematicamente definidas . Os resultados.obtidos demonstraram a viabilida­
de de usar as equações multiquâdricas como método local de interpolação para dados dispersos
em área.

UNITERMOS: Interpolação; equações multiquádricas; modelamento de superfic ies.

INTRODUÇÃO

As medidas diretas ou indire tas de propriedades da Terra, obtidas em uma dada
reg ião , resultam geralmente em pontos de dados distribuídos irregular ou serni-regu­
lannente, devido a problemas de via s de acesso, de ex istência de afloramentos e de
economia. O ú ltimo problema citado é justamente o custo, pois a obtenção de uma
malha regular de pontos é inviável economicamente em muitos casos, como, por

- - exemplo ,-no-caso-deJ evantamentos_aerotransportados. _ _ _

Assim , para se proceder à representação gráfica de pontos que tenham resultado
emd istrib uição irregul ar ou semi-regular , deve-se pesquisar o modelo dig ita l que os
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Geometricamente , cada termo da superfíci e mul tiquá drica, conform e a equação
(1), representa um simples cone se o valo r de c: ~or igual a zero ou um~ ~iperbo!6ide
se o valor de C for igua l a uma constante pos ítrva . Portanto, a superfície multiqu á­
drica é representada por uma som at6ria de cones simples 011 hiperbol6ides , depen ­
dendo do valor dado a C . Segundo HARDYS, essa somatória tem sido bastante efeti ­
va na representação de vários tipos de topografia.

O método das equações multiquádricas, de acordo com FRANKE2, é completa­
mente estável com relação à constante C , especificada pelo pesquisador, e dá resu l­
tados bastante consistentes.

HARDy7 recomenda utilizar ou C igual a zero ou igual a valores pequenos, por­
que se esta constante for grande ocorrerá o mau condicionamento do ~istema de
equações. Ainda conforme esse autor, um bom valor de trabalho para C é Igual a 0,6
vezes o espaçamento entre os pontos de dados .

Os coeficientes da equação (1) são obtidos através da resolução de um sis tema li­
near de equações:

A matriz à esquerda apresenta a diagonal principal igual à raiz quadrada da co ns­
tante C .

O sistema linear de equações (3) pode ser também resolvido pelo método de eli­
minação de Gauss (DORN & McCR AKEN I). Se a constante C for igual a ze ro , de ­
ve -se proceder antes à permuta de linhas pa ra que , após essa operação, nenhum ele ­
mento da diagonal principal seja nulo . Este procedimento não altera os valores dos
coeficientes .

Uma so lução mais eficiente para resolu ção do sistema de equações (3) com a dia­
gonal principal nula foi proposta por HARDy 7. Segundo sua proposição, amb os os
lados do sistema de equações deve ser multiplicado pela matriz dos elementos a ij · Es­
ta multiplicação deixa os elementos da diagonal principal iguais à soma dos quadra­
dos dos elementos da linha e , portanto, livres de zeros . As sim, após esta operação , o
sistema ode ser t:eso lvido. normal~~!!~..!? método_~e elim~!.!~9~~_de qauss.:.___ __

A principal lim itação do método ora descrito é a dimensão do sistema, pois será
sempre igual ao número de pontos de dados , visto que o método é global.

Assim, p rocedeu-se a um estudo para verificar a ap licabilidade dessas equações
como .: método 'loca l de interpolação, ou seja, defi nindo -se sucessivamente as

(3)

(2)
n

F. = I c. «X. - X .)2 + (Y . - y.)2 + C) 112 para i = 1, n
J . J J J J I

J = 1

ou em forma matricial, fazendo
2 2 C) 112a.. = «X. - X .) + (Y . - Y .) +

IJ J I J I
r

~~,
j;

\
'i
I

\

onde: C , é o coefic iente da equação multiquádrica;
Xi é a coordenada leste oeste do pont~ i ;
Y j é -a-coordenadanorte-sul-do -ponto-l; --- -- ---- --- --
X é a coordenada les te oeste do ponto a ser interpolado;
Y é a coordenada norte sul do ponto a ser inte rpolado;
F é o valor da variável depende nte interpolada;
C é urna constante que irá definir os te rmos da superfíc ie mu lt iquád rica.

represente . Tal modelo é obtido através do ajuste de uma fu nção ma temática aos POIl­

tos de dados amostrados . Essa função deve ser tal que o valor calculado sob re um
ponto de dado deve ser exatamente igual ao valor observado (amostrado) , ou seja, a
superfíci e ajustada c'cve coincidir ao menos nos pontos de dados com a superfície
original do terreno. Além disso', a função ajustada deve produzir uma superfície
contfnua e suave. -Dentre as várias funções matemáticas existentes, que satisfazem os
requisitos anteriores, será utilizado nesse trabalho o método das equações multiquá­
dricas, pois, segundo FRANKE2, fo i o método mais impressionante em termos de
capacidade de ajuste e suavidade visual entre os métodos por ele tes tados . Entretan­
to , o método das equações multiquádricas, como foi definido originalmente por
HARDy4, é um método global e, portanto, apresenta como principal lim itação à sua
utilização o número de pontos de dados, pois os métodos globais dependem de todos
esses pontos .

Os resu ltados da pesquisa realizada pelo autor, para testar a aplicabil idade das
equações mult iquádricas como método local para conjuntos de dados irregularmente
distribuídos em área, são apresentados neste trabalho, porém, tem-se antes uma in­
trodução teórica às equações multiquádricas , necessária ao entendimento da metodo­
logia proposta.

METODOLOGIA CORRENTE
Neste item tem-se a apresentação das equações multiquádricas como método glo ­

bal de interpolação, como orig ina lme nte proposto por HARDy4.

HARDy4 sugere a aplicação de equações multiquádrica s para representação analíti­
ca da superfície de um terreno, a partir de um conjunto discreto de pontos de observação .

As equações rnu ltiquádricas proporcionam uma interpolação exata e fo i j ustamente
pesquisada por aquele autor porque os mapas aproximados por po linômios ou
harmônicos de Fourier não apresentavam precisão suficiente para fins de engenharia.

A hipótese básica da análise multiquádrica é que qualquer superfíc ie matemática
suave (indefinida matematicamente), pode ser aproximada, como o grau de precisão
desejado, através da soma de uma grande variedade de superfície s regulares matema­
ticamente definidas , particularmente de formas quádricas (HARDy6).

Segundo FRANKE2, o método das equações multiquádricas é o mais impressio­
nante em termos de capacidade de ajuste e suavidade visual dentre os diversos méto­
dos de interpolação por e le testados .

A forma geral de uma equação mu ltiquádrica é corno segue:
n

F = I C , «X. _ X)2 + (Y . _ y)2 + C)112
i = 1 J l I (1)
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onde: Fobs i é o valor da função do ponto i;

FcomPi é o valor interpolado no ponto i;

A Tabela 1 apresenta os erros RMS de estimativa obtidos para os ajustes globais
com os dados das superfícies S 1 a S5 .

Para cada superfície , calcularam-se os valores da me sma em 100 po ntos esco lhi ­
dos aleatoriamente em cada um dos 100 quadrados de lado 1 do intervalo (0,10) x
(0,10) . Dessa forma , pa ra cada conjunto de dados, procedeu-se ao ajuste global de
equações multiquádricas. Para se avaliar o ajuste mediu-se um erro que se comete ao
se estimar uma determinada superfície a partir de um conjunto de dados aleatoria­
mente distribuídos no domín io da mesma. Tal erro , aqui denominado erro de esti­
mação, foi medido entre os dados interpolados sobre uma malha regular de 10 x 10
n6s , com origem em (0,0) e abertura igual a 1 nos dois eixos, com aqueles calculados
pe la função. Esse índ ice é chamado erro RMS (Root Mean Square) e é calculado pe -
la fó rmula a segui r:

equações multiquádricas para pequenas porções do mapa até cobrir toda a área do
mesmo. Os resultados desse estudo encontram-se apresentados a seguir.

METODOLOGIA PROPOSTA

Para se utilizar as equações .multiqu ãdricas definidas sobre suportes locais é ne ­
cessário saber.. inicialmente, ~ . vizinhança próxima ao ponto a ser interpolado, que
deve ser considerada para se interpolar corretamente ou com mínimo de erro. Esse
~úmero é facilmente determinado quando se utiliza de polinômios locais, pois será
~gu~1 ao número de coeficientes do polinômio. No entanto, como não havia nenhuma
mdl~ação ~o número de pontos necessário à interpolação local através de equações
mul tiquãdricas, procedeu-se a um estudo simulando a interpolação usando desde 4
até 40 pontos em incrementos de 4. Esse estudo foi efetuado ut ilizando-se cinco su­
perfícies matematicamente definidas, conforme o Quadro I.

A fim de se evitar números muito pequenos, somou-se uma constante (igual a 1)
aos va lores obtidos nas superfícies S2, S3, S4 e SS. Isto equivale a deslocar toda a
superfície para uma altura igual a esta constante do plano original.

Além da definição da vizinhança é preciso saber também o valor da constante C
da equação (1), que poderia dar o melhor ajuste, tanto global como local. Assim, a
fim de se conhecer o efeito dessa constante, todos os ajustes foram feitos para diver­
sos valores de C . Os valores escolhidos nesse estudo foram ° 1 2 4 8 e 16 vezes a
distância média entre os pontos de dados . ' , , ,

,I.
"

n
erro RMS (%) = lIn l « Fobs j - Fcomp/Fobs j)2) 112. 100

i = I

(4)

QUADRO I: Superfícies matemáticas utilizadas para simular o ajuste local
através de equações multiquádricas

TABELA 1 - Erros RMS de estimativa (%) entre os ajustes globais e as funções

matemáticas originais

superfície

S I = (64 - (X_5,S)2 + (Y_S,S )2)1I2

S2 = EXP ( _«X_5)2 + (Y -Si))

S3 = EXP (-O,2S«X-S)2 + (Y _S)2))

S4 = EXP ( _« X + Y _ll )2 + (x -y )2n o ))

S5 = 0,75 EX? (-«9X-2)2 + (9Y-2)2)/4)
+ 0 ,7SEXP H 9X + l)2 / 49 -(9Y+ l )110)
- 0,20 EXP (_(9X -4) 2 - (9Y _7)2)
+ O,SO EX? (-«9X-7)2 + (9Y-3)2)/4)

[r efer ência )

Franke &
Nielsonâ

[d escrição]

parte de uma
esfera

colina abrupta
elevando-se de
um plano

colina menos
abrupta que S2

colina longa e
estreita

sem descrição

" . Erros RMS de es timativa (%)

Superfície C=o C= l C =2 C = 4 C =8 C = 16

51 3,31 1,96 1,70 1,39 1,10 0,86

52 1,33 1, 13 1,29 1,43 1,62 2,90

53 0 ,8S 0,22 0 ,13 0 ,07 0 ,03 0 ,007

54 3,SS 2 ,27 2,66 3,17 4 ,22 9,71

5S 4,7 1 3,99 3 ,7 1 3 ,43 3 ,18 3,00

Nesta tabela , podem-se notar dois comportamentos distintos com re lação à va­
riação da constante C: para as superfícies S 1, S3 e SS o erro RM5 diminui com o
aumento da constante C, enquanto para as superfícies S2 e 54 ocorre exatamente o
contrário. Observa-se, também, que, para essas superfícies o erro mínimo está entre O
e 1. Isto confirma em parte o que foi afirmado por HARDy7

, que um bom valor de
trabalho para C seria igual a 0,6 vezes a distância média entre os pontos de dados.

--Deve :-s"e·-evitar-o· uso -de-c onstantes-iguais-a-zero -em-ajustes-globais, pois-para-as-su­
perfícies aqui tes tadas o erro de estimativa sempre foi maior para ajustes com C
igu a is a zero do que para ajustes com C iguais a valo res pequenos (no caso 1 vez a
dist ânci a média) .

Geociências , São Paulo, (n 2esp.): 1-22, 1990. G eociê ncias, S ão Pa ulo, (n2esp.): 1-22, 1990. , .'
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T AB E LA 3 - E rros RM8 ( %) de estimativa e aproximação observados pa ra a
superfície 82

A p~rti r da d~sc:ição das superfícies 5 1 a 5 4 , de acordo com McLAIN8 e da ob­
servaçao da projeçao em perspectiva da superfície 55 apresentada em FRANKE &
NIELSON3, tem-se que as superfícies 51 , 53 e 55 são top ograficamente mais suaves
enqua~t? as superffc ies 52 e 54 ~ão mais acidentadas . Assim, pode-se inferi r quepar~
superf~c~es mais suaves o uso d~ co~stantes maiores melhora o ajuste, enquanto para
superfícies topograficamente mais acidentadas o aumento de C tende a piorar o ajuste.

É preciso ressaltar que o erro de interpolação, que seria medido entre os dados in ­
terpolados com aqueles observadosnos pontos de dados originais, seria igual a zero
porque a superfície multiquádrica passa exatamente pelos pontos originais de dados .

Conhecidos os valores in terpolados pelas equações multiquádricas globais sobre
?s. ~6s da malha regular, procedeu-se aos ajustes locais para cada nó dessa malha,
iniciando-se com uma vizinhança definida por 4 pontos, aumentando-se sucessiva ­
mente até 40 pon~~s em incr~mentos de 4 .pontos. Para cada passo, bem como para
cada .constante uti lizada, mediram-se os erros de estimativa e de aproximação, este
defim~o com<:, sendo o desvio do ajuste local em relação ao global. O erro de inter­
polaç ão, medido entre os valores interpo lados com os valores dos pontos de dados
ongmais, mesmo para o ajuste local, é zero , porque a superfície multiquádrica pa ssa
exa tamente sobre todos os pontos de dados utilizados no ajuste da mesma. Os resul ­
tados encontram-se nas Tabelas 2 a 6 e Figuras 1 a 10.

'1
!

C =O C =1 C = 2 C = 4 C =8 C = 16
Número

de Erros Erros Erros Erros Erros Erros
RMS(%) RMS(%) RMS(%) RMS(%) RMS(%) RMS(%)

Pontos

EST. APR . EST. APR . 1 EST . APR . EST. APR. EST. APR. EST. APR.

4 15,10 14,74 7,26 7 ,24 5,19 5,25 3,45 3,70 2,47 2,99 2,13 3,88
8 6,16 5,97 2,64 2,11 2,71 1,97 3,02 2,11 3,32 2,40 3,53 3,63

12 3 ,59 3,23 1,85 1,33 1,87 1,28 1,95 1,31 2,07 1,56 2,20 3,09
16 2,37 1,82 1,47 0,77 1,68 0,84 2,01 1,08 2,32 1,53 2;52 3,13 .
20 2,01 1,37 1,28 0,54 1,42 0,55 1,62 0 ,70 1,76 1,15 1,82 2;95
24 1,78 0,96 1,24 0,49 1,40 0,56 1,62 0,77 1,81 1,27 1,92 2,99
28 1,73 0,78 1,27 0,30 1,44 0, 35 1,63 0,65 1,80 1,26 1,95 3,05
32 1,65 0 ,62 1,24 0 ,25 1,42 0,28 1,61 0 ,54 1,77 1,11 1,95 2,89
36 1,60 0,52 1,22 0, 17 1,44 0,19 1,64 0,38 1,90 0,90 2,22 3,10
40 1,54 0,43 1,19 0 ,14 1,35 0,14 1,54. 0,31 1,82 0,80 2,44 2,88

" ) .

TABELA 2 - Erros RMS (%) de estimativa e aproximação observados para a
superfície S I

c = O C = 1 C = 2 C =4 C=8 c = 16

TABELA 4 - Erros RMS de estimativa e aproximação observados para a su­
perfície 83

.--

EST. APR. EST. APR . EST. APR. EST. APR. EST. APR. EST . AP R.

C = 16

Erros
RMS(%)

C=8

Erros
RMS{%)

C =.4

Er ros
RMS(%)

C =2

Erros
RMS (%)

C = l

Erros
RMS(%)

C =o

Erros
RMS(%)

Número -------------- -------- --- - - -

de

Pontos

Erros
RMS(%)

Erros
RMS(%)

Erros
RMS(%)

Erros
RMS(%)

Erros
RMS(%)

Erros
RMS (%)

Número ---- _

de

Pontos

ÉST. APR. EST . APR. EST . APR. EST. APR. EST . APR . EST. APR.4
8

12
16
20
24
28
32
36

;·40

19, 74 17 ,95 9,16
9,50 7,31 3,66
6,97 4 ,49 2,95
5,59 2,68 2,91
5,07 2,12 2,46
4,76 1,66 2,38
4, 52 1,40 2,31
4,37 1,20 2,28
4,25 1,04 2,24
4,12 0,90 2,21

;: -

8,55
2,46
1,49
0,95
0 ,75
0,61
0,51
0,45
0,39
0,33

6,85
2,72
2,34
2,09
2,00
1,96
1,9 1
1,89
1,88
1,85

6,33
1,63
1,08
0,65
0,51
0,42
0,34
0,3 1
0,26
0,22

4,82 4,37
1,97 1,04
1,75 0,7 1
1,61 0,39
1,55 0,31
1,54 0,25
1,5 1 0,20
1,50 0,18
1,49 0,15
1,48 0,13

3,32
1,44
1,29
1,21
1, 18
1,17
1,15
1,15
1,15
~ , ~_5

2,90 2 ,38
0 ,66 1,11
0 ,43 0,97
0 ,22 0,94
0 ,17 0,93
0,13 0 ,9 1
0,10 0,89
0,09 0,89
0,08 0 ,88
0,97 . (),s.s.

1,98
0,46
0 ,27
0,15
0 ,11
0 ,08
0,06
0,05
0,04
0,04

4 15,38 15,26 7,49 7 ,43 5,38 5,34
8 6 ,48 6,36 2,01 1,89 1,29 1,2 1

12 3,75 3,55 1,19 1,06 0,92 0 ,85
16 2,24 1,98 0,79 0,63 0,57 0,48
20 1,80 1,49 0,63 0 ,46 0,47 0,37
24 1,47 1,07 0,53 0,37 0,38 0,28
28 1,34 0,88 0 ,44 0,28 0,29 0,20
32 1,12 0,67 0,39 0,22 0,25 0 ,15

·---"- - - - - 36-- 1- 12 - 0 -56- 0 3 5- -0 17- -0 -12- -0-10
, 40 1:06 0:47 0:32 0:13 0:19 0:08

3,54 3,52 2,25 2,25 1,57 1,57
0,85 0,8 1 0,67 0 ,66 0,66 0,66
0,68 0 ,65 0,56 0,55 0,52 0,52
0 ,43 0 ,39 0,39 0 ,38 0,38 0,38
0,38 0,33 0,34 0,32 0,30 0,30
0,27 0,21 0,20 0,1 8 0,17 0,1 7
0,19 0,1 5 0,1 5 0,15 0 ,18 0,1 8
0,16 0,1 2 0,13 0,13 0,16 0 ,16
0;11-0,07' "0 ;09 -- 0 ;09-0;13-0;13-­
0 ,10 0,05 0 ,06 0 ,05 0,05 0,05

~~iênciás, São Pa~Jo , (n~ esp.): i -22, 1990.
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FIG. 1- Erros de aprox imação RMS (%) em função do número de po ntos para a superfíc ie SI .

c = 0 C =1 C=2 C =4 C= 8 C = 16
Número

de Erros Erros Erros Erros Erros Erros
RM S(%) RMS(%) RMS (%) RMS (%) RMS (%) RMS (%)

Pont os

EST . APR. EST. APR . EST. APR. EST. ' ,\'PR. EST. APR . EST. APR .

4 15,75 13 ,70 8,55 7,36 6,70 5,35 5 ,20 3,60 4,28 2,42 3,84 1,87
8 7,85 5 ,62 4,29 1,51 3,76 0,9 1 3,40 0,66 3,22 0 ,70 3 ,20 0,93

12 6,13 2 ,89 4,00 0 ,71 3 ,66 0 ,64 3,35 0 ,54 3, 14 0 ,47 3 ,03 0 ,45
16 5,30 1,28 4 ,01 0,43 3,7 1 0 ,36 3,44 0 ,33 3,25 ,0 ,36 3 ,16 0 ,45
20 5,10 0,95 3,98 0 ,35 3,70 0 ,30 3 ,43 0 ,27 3,22 0,28 3,10 0,33
24 4,98 0 ,69 3,98 0,35 3 ,69 0,3 1 3,41 0,27 3,20 0,26 3,07 0,29
28 4 ,94 0,55 3,99 0 ,28 3,70 0,24 3,42 0 ,2 1 3 ,20 0, 19 j,05 0,27
32 4,87 - 0,45-"3,98 - 0 ,27 3,70 0,23 3,43 0 ,19 3 ,20 ' 0 ,17 3~04' -0 ;-20

36 4, 82 0 ,4 1 3,97 0,28 3,70 0 ,24 3,42 0 , 19 3,18 0 ,16 3,02 0, 16
40 4, 83 0 ,32 3,98 0 ,2 1 3,70 0 ,17 3,43 0 ,14 3, 19 0, 12 3,0 1 0 ,16

l - o•

I:
I

8
,.
l ' 9
I '

TABELA 5 - Erros RMS (%) de estimativa e aproximação observados para a /
superffcie S4 SUPERFICIE S1

'~J,
~

C =O <:; =1 C=2 C =4 C =8 C = 16 (f)

~ LEGENDA
Número o:::

de Erros Erros Erros Erros Erros Erros O C = ORMS (0/0 ) RMS (%) RMS(%) RMS(%) RMS(%) RMS(%)

I~Pon tos 10 O C = 1EST. APR. EST. APR. EST. APR . EST . APR. EST. APR. EST . APR. Ü« f:j, C 2~. 2 =
4 15,64 14,88 8,27 8, 18 6,45 7,05 5,03 6,64 4,22 7,06 3,88 11,63 X O8 7,16 6,22 3,24 2,29 2,63 2,41 2,32 3,04 2,28 4 ,25 2,39 10, 18 O C = 4

12 4,83 3,37 2,3 1 1,7 1 2,19 2,29 2,19 2,99 2,26 4,24 2,40 10,2 1 o:: +o.. C = 816 4,10 1,82 2,32 0 ,89 2,56 1,14 2,84 1,71 3,00 3,20 3,08 9,86 «
20 3,91 1,35 2,23 0,67 2,38 0,98 2,45 1,7 1 2,40 3,43 2,40 9 ,96 w X C = 16
24 3,74 0,97 2,25 0 ,59 2,39 0 ,93 2,43 1,65 2,37 3,27 2,39 9,54 O
28 3,70 0,79 2,29 0 ,40 2,53 0 ,62 2,7 1 1, 17 2,78 2,63 2,97 8,65 O
32 3,66 0,61 2,28 0,29 2,53 0,49 2,74 1,04 2,85 2,5 1 3,25 7,99

I o::
36 3,65 0,53 2,30 0 ,2 1 2,63 0,27 2,96 0 ,70 3,16 2,15 3 ,67 7 ,60 I o:::
40 3,62 0,44 2,27 0, 17 2,58 0,26 2,96 0 ,64 3,42 1,96 4 ,59 7, 12 j W

..,.

TABELA 6 - E rros RM S (%) de estimat iva e aproximação observados para a
superficie S5
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Nas Figuras I a 5 foram lançados os erros de aproximação RMS (%) em função do
número de pontos, para cada valor da constante C. Nelas pode-se observar que:

-- em geral, o ajuste local aproxima-se mais do global com o aumento do número
de pontos, como seria de se esperar, porq ue , se o' método é global, o ajuste .local
ten de ao global quando o número de pontos do primeiro tende ao número de
pontos usado no último;

- existe uma melhora significativa (diminuição do erro de aproximação) do aju ste
local quando se passa de C igual a zero para C igual a L;

- o ajuste das superfícies SI, S3 e 85, ditas topograficamente 'suaves, melhora
com o aumento da constante C até um valor igual a 4 vezes a distância média.
Essa tendência já não se verifica para as superfícies S3 e S5 quando se usa C
maiores ou iguais a 8, devido, provavelmente, à forma dessas superfícies;

- o ajuste das superfícies 82 e S4, topograficamente acidentadas, piora com o au­
mento de C ; a partir de C =l quando há uma reversão na tendência, ou seja, os
erros RMS de aproximação passam a aumentar com o valor de C.

Desse modo, pode-se afirmar que as equações multiquádricas definidas sobre su ­
portes locais aproximam aquelas definidas sobre um suporte global, quando se utiliza
no mínimo 16 pontos de dados vizinhos e C iguais a valores pequenos, por exemplo
0,6 vezes a distância média entre os pontos de dados, conforme sugestão de HAR-
Dy7. A utilização de C pequeno garante um ajuste bom, mesmo se a superfície for
bastante irregular ou topograficamente acidentada. O ideal seria conhecer, a priori, o
tipo de superfície que seria interpolada para se escolher corretamente o valor da
constante.

As Figuras 6 a 10 apresentam os gráficos dos erros de estimativa RMS (%) em
função do número de pontos, onde cada curva representa um valor da constante C

,~ utilizado nesse estudo. Nessas figuras confirma-se o que já havia sido observado na
Tabela 1, ou seja, que para as superfícies SI, S3 e S5, consideradas topograficamen­
te suaves, o erro de estimativa diminui com o aumento da constante C, enquanto para
as superfícies 52 e S4, ou topograficamente acidentadas, o erro aumenta com essa
constante. Além disso, pode-se observar que para as superfícies suaves o erro dimi­
nui com o aumento do número de pontos, ao passo que para as superfícies irregulares
ou acidentadas não se verifica essa tendência. Observa-se , nesses casos, que com o
uso de maior número de pontos vizinhos o erro tende a aumentar, pois se já existe
uma grande variabilidade dos dados iniciais, quanto maior o número de pontos,
maior a variabilidade dos dados e, conseqüentemente, maior o erro de estimativa. Pa­
ra essas superfícies irregulares ou topograficamente acidentadas, segundo estudo rea ­
lizado pelo autor envolvendo equações multiquãdricas para dados em três variáveis
independe ntes (YAMAMüT09) , deve-se proceder, antes do ajuste, a uma transfor­
mação logarítmica dos dados . Esta transformação reduz o intervalo de variação ori­
ginai grande para um intervalo pequeno, tornando mais linear o problema e, con ­
seqüentemente, melhorando o ajuste de modelos digitais de superfícies .

"- -,-. ------ - -_..- _.. - ._-- ---
CONSIDERÃÇÔE5FI:NAIS -- ---·- - - .- --- .- . , -

Os resultados apresentados demonstraram que é viável a utilização de equações
multiquádricas, como método local, para interpolação de dados dispersos em duas
variáveis independentes.
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, Quanto ao número de pontos a ser utilizado nesses ajustes, verificou-se que a uti­
lização de algo entre 12 e 24 pontos é um bom compromisso entre a precisão e o
tempo de computação requerido.

.Quanto à escoí'ha da constante C, verificou-se que, tanto para ajustes globais
quanto para ajustes locais, deve-se evitar o uso de constante nula e que o seu valor
deve ser escolhido em função da ordem de grandeza da distância média entre os pon­
tos de dados. Em outras palavras, o ajuste de equações multiquádricas é bastante de­
pendente do sistema de coordenadas escolhido na localização dos pontos de dados
(coordenadas numericamente grandes, como, por exemplo, aquelas do sistema UTM,
devem ser evitadas e substituídas por valores transformados).
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YAMAMOTO, J.K. - The multiquadratic equations as local method in the surface Digital Mo­
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ABSTRACT: This paper presents the results of a study carried out to test the applicability of
multiquadrie equations as local method for interpolation of seattered data sets. The multiquadrie

. equations were proposed originally by Hardy (J 971) as a global methodfor analytical represen­
tatíon of surfaees from discrete data points. This method was developed beca use the maps compu­
ted from polynomials or Fourier harmonics were not so accurate for Engineering purposes. The
major restrietion to use the multiquadrie equations as global method is the number ofdata points
due to either the impossibility of resolution of large linear systems ar the inerease ofcomputation
time making their use prohibitive. Due to this restriction, a research was performed to evaluate the
possibility of using multiquadric equations as local method ofinterpolation, by conputing sucessi­
vely smal/ areas of the map until its complete eoverage. In this study \Vere made a series ofinter­
polations under several condition ofnumber ofneighbor points and values ofC constamfor scat­
tered data sampled 01/ five mathematica/ly defined surfaces. The results showed the viability of
using the multiquadric equations as local method of interpolation for scattered data points.

KEY- WORDS: Interpolation; multiquadric equations; surface modeling.
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