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No artigo Afinal a aula é de probabilidade ou estatistica?, publicado na Rl M 88, apresenta-

mos sequéncias de resultados referentes a langamentos de moeda, em uma situagao de eventos
independentes onde, ao langarmos uma moeda duas vezes, o resultado do primeiro langamen-
to (se é cara ou coroa) nao influencia em nada o resultado do segundo langamento. Langamen-
tos de dados ou retiradas de bolas em urnas (com reposi¢ao) sao outros exemplos considerados

em independéncia de eventos.
O propdsito de desenvolver modelos como os citados ¢ usa-los em problemas da vida real.

Mas nem sempre isso faz sentido, e talvez seja mais realista pensar que
l6gicos, fisicos, economicos,

independéncia seja

uma restricio muito forte para varios fendmenos, como os bio
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dentre outros. Isso porque parece plausivel que o futuro dependa de certo modo do passado
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(seja ele remoto ou nao). No capitulo introdutorio de [1], ha exemplos em diversos campos

de aplicagio. .
Jem ser considerados como uma

Entio, se modelos com estrutura de independéncia poc S lenci

) . = e e 1e inclua dependéncia,

aproximagao grosseira da realidade, vamos propor uma abordagem qt / "
~ . e : o -ocorrente nos textos mmtroduto-

na sua versao bem simplificada. Usaremos aqui um exemplo recorre

o (amanha) depende somente do

rios de processos estocdsticos, que sao situagoes em que 0 futur _
presente (hoje). Alguns elementos de probabilidade serdo trabalhados nesse contexto, depois
da apresentagio do exemplo.

Uma aplicagao simples, extraida de [3], ajudaa entende
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r essa estrutura probabilistica.



Suponhamos (por simplicidade) que, no verao do
Rio de Janeiro, so existam duas possibilidades para
o tempo na cidade: C = chuvoso ou E = ensolarado.
Podemos pensar que estamos interessados no feno-
meno chuva e redefinir as possibilidades de tempo
como 1 = chuvoso e 0 = ensolarado. Se conside-
rarmos dez dias seguidos, poderemos ter uma con-
figuragao do tipo (C,C,E,E G EGCE, E, E) ou, de
acordo com a notacao alternativa, (1, 1, 0,0, 1,01,
0,0, 0). Podemos, ainda, usara notagao (Xl ‘X:‘ e
Xm)’ em que Xi é o tempo no diai (i=1,2,3,.,10),
isto &, Xi =1 (chuvoso) ou Xi = 0 (ensolarado). A
sequéncia de dias pode ser predeterminada ou nao.

Vamos, entdo, usar um esquema que considere o
tempo de amanha relacionado ao de hoje e introduzir
alguns elementos, em termos de probabilidades. Sem

entrar no mérito da escolha dos valores, que podem

ser estimados por registros historicos ou por simples
intui¢dao, vamos supor, entao, que, se hoje (o primeiro
dia de nosso estudo) ¢ um dia chuvoso (X1 =1),, &
probabilidade de amanha ser um dia chu_voso é de
60% (0,6); e a de ser um dia ensolarado ¢ de 40%
(0,4). Voltamos a dizer que em nosso modelo simpli-
ficado so existem essas duas possibilidadcs (chuvo-
so ou ensolarado). A aposta na chuva para amanha
(dado que choveu hoje) ¢ maior do que a aposta para
o dia ensolarado, embora nao saibamos o que de fato
ir4 acontecer. Probabilidade ¢ prospecgao. Nessa es-
trutura, observa-se que 60% + 40% = 100% (ou 0,6 +
0,4 = 1,0), ou seja, esgotamos aspossihilidadcs, dado
que choveu hoje.

lisquematiy,amio o que vimos para a situagao

descrita:
hoje amanha
0.4 { sol
chuva f
0,6 chuva

ﬂgura 1: "(l'”‘”H para as [)lr)l)y”)m(i(lf les de « huva ou sol

pau)dnnuﬂhn<huh>quvlqu101uny<h1(huvmum
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Até agora nosso esquema so previa um estado para
hoje, que era o chuvoso. Mas pode ser que hoje tenha
sido um dia ensolarado (XI = 0). Do mesmo modo
que fizemos para um dia chuvoso, vamos entao su-
por (especulagio ou motivos meteorologicos!) que ha
probabilidade de 80% (0,8) de que amanha continue
sendo ensolarado — teremos praia? Portanto, restam
20% de probabilidade para que amanha seja chuvoso.
Aqui, diferentemente do que especulamos na figura
I, a aposta no dia ensolarado para amanha (dado que
tivemos sol) ¢ maior do que a aposta para chuva. Mas,
de novo, nao sabemos o que de fato ird acontecer. Re-
parem que novamente 80% + 20% = 100%, esgotando
as possibilidades (dado que fez sol hoje).

Reescrevendo apos essas consideragoes, temos a

figura 2, com o esquema completo.

hoje amanha
0.8 sol ‘
i i
“ sol
02 chuva
0,4 i sol
|
chuva
‘ 1
0,6 chuva

figura 2: Esquema para as probabilidades de chuva ou sol
para amanha, contemplando as duas ealidades de hoje

Um conceito muito comum em situagoes desse
tipo, dentro da teoria de probabilidades, € o conceito
de Probabilidade Condicional. Os valores declarados
na figura 2 so fazem sentido quando se referem ao
que aconteceu hoje. Por exemplo, 80% ¢ a probabi-
lidade de fazer sol amanha, condicionada ao fato de
que hoje fez sol. Escrevemos, entao, em uma notagao
mais formal,

Probabilidade (amanha serd ensolarado | hoje foi ensolarado) = 0,8,

em que o simbolo “|") condicional, pode também ser
lido como “dado que”. Uma notagao mais compacta

pode ser: P(sol amanha | sol hoje) = 0,8.
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Para dois eventos A e B quaisquer (do mesmo
espago amostral), usamos para a probabilidade con-
dicional a notagao genérica P(A]B). E importante
dizer que, se a informag¢ao de que B ocorreu nio
interfere na probabilidade de ocorréncia de A, ou
seja, se P(A[B) = P(A), dizemos que os eventos A
e B sdo independentes. Nao ¢ desse caso que esta-
mos tratando, pois partimos da premissa de que o
que ocorre amanhd depende do que ocorreu hoje,
portanto estamos em uma estrutura de dependéncia.
Mais informagoes sobre probabilidade condicional o
leitor pode encontrar, por exemplo, em [5].

Resumindo as suposigdes acima com a notagio de

probabilidade condicional, temos:

P(sol amanha | sol hoje) = 0,8
P(sol amanha | chuva hoje) = 0,4
P(chuva amanha | sol hoje) = 0,2

P(chuva amanha | chuva hoje) = 0,6

Podemos, com auxilio dos simbolos matematicos,

resumir ainda, tomando por

Variaveis Estados do tempo
hoje =X chuva=1
amanha = X sol=0

)

e escrevendo
P(X,=1|X,=0)=0,2
P(X,=1]X =1)=06.

P(X,=0| X, =0)=0,8
P(X,=0]X,=1)=04

Observe que as probabilidades condicionais es-
critas imediatamente acima sdo as mesmas que as
escritas sem o auxilio da linguagem matematica. O

que fizemos foi apenas a substitui¢ao pelos simbolos.

A estrutura que acabamos de descrever, que con-
sidera a dependéncia probabilistica entre eventos,
pode ser estudada por meio das chamadas cadeias
de Markov - nome que homenageia o mateméti-
co russo Andrei Andreyevich Markov. Segundo
[8], no comego do século XX, Markov quis investi-
gar a alternancia de vogais e consoantes no poema

“Onéguine’, de Pushkin, e elaborou um modelo de
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ensaios sucessivos, em que cada um s6 dependia do
ensaio imediatamente anterior.

Um dos casos mais simples de cadeias de Markov
¢ 0 que definimos acima: uma sequéncia de resulta-
dos (chuva, sol, sol, chuva, sol, ...) cujas probabilida-
des de ocorréncia do evento de amanha dependem
exclusivamente do resultado do evento de hoje; indo
mais um passo, ainda nessa nossa cadeia de Markov,
dirfamos que as probabilidades de ocorréncia do
evento de depois de amanha dependem apenas do re-
sultado do evento de amanha, e assim por diante. Ou
seja, a distribui¢ao de probabilidades de um momen-
to do tempo i+ 1 depende somente do resultado
observado no tempo i. Outra maneira de dizer isso
([6]) seria que, em uma cadeia de Markov, o futuro
¢ condicionalmente independente do passado, dado
que conhecemos o presente.

Como ja dissemos, se a estrutura fosse de inde-
pendéncia, a probabilidade de alguma coisa (rela-
cionada ao tempo) acontecer amanha nao depende-
ria absolutamente em nada do que acontecey hoje,
ou seja, P(chuva amanha | chuva hoje) seria igual a
P(chuva amanha), niao importando o que tenha
acontecido hoje. Mas ndo ¢ essa a interpretacao que
estamos dando aqui, pois estamos construindo uma
estrutura de dependéncia markoviana.

Usualmente, as quatro probabilidades condicie-
nais sao organixadas em uma matriz P, chamada
matriz de transicao (ideia de mudanga ao longo do
tempo) da cadeia de Markov, cujas entradas sio ag
probabilidades de transi¢ao. Nas linhas represents-
mos a condigao no tempo i (por exemplo, hoje), e,
nas colunas, a condi¢ao no tempo i+ 1 (por exemplo
amanha), em relagio aos estados chuvoso e ensolarq.

do. Nesse caso, teremos

amanha
0 = sol I = chuva
0 = sol 0,8 0,2
hoje
1 = chuva 0,4 0,6




ou, ainda, sem os estados do tempo escritos:

0,8 0,2
10,4 0,6

D

Como se pode observar, essa matriz tem algumas
propriedades interessantes: nenhuma de suas entra-
das pode ser um numero negativo (pois probabilida-
des sao sempre positivas ou nulas!) e a soma de cada
linha é sempre 1 (corresponde aos 100% que discu-
timos antcriormentc). Interpretando essa matriz, te-
mos que cada linha representa o estado no tempo i
(ou seja, hoje foi chuvoso ou ensolarado). Se hoje foi

ensolarado, observamos a primeira linha da matriz:

] = chuva
0,2|

0 = sol
0 = sol 10,8
Ou seja: a probabilidade de ser ensolarado nova-
mente amanha é de 0,8. Jaa de chover, é o comple-
mentar: 0,2. Por outro lado, se hoje choveu, a pro-
babilidade de chover amanha estd na segundalinha e
na segunda coluna da matriz (0,6); e a probabilidade
de niio chover consta da segunda linha e da primeira
coluna (0,4).
. comum representar uma cadeia de Markov por
meio de um diagrama de estados (figura 3),e 0 leitor
vai perceber as relagdes presentes na matriz de tran-

sigao P.

0,8
i 7 02
sol 0.4 chuva
Q )
0,6

figura 3: Diagrama de estados do exemplo para o tempo

(chuva ou sol)

Genericamente, podemos escrever:

e p 1-p

m l—m

onde p e m sao nimeros nao negativos. O usual
para as entradas da matriz de transi¢do P ¢ a nota-
¢ao p,p ©que faz a matriz P, , (comoa do exemplo

dado) ter a expressao a seguir,

_{P11 P12

P21 P22

l)

com as seguintes caracteristicas:

i) P ¢ quadrada.

ii) Todas as entradas P; sa0 nao negativas i,j = 1,2

iii) A soma dos elementos de cada linha é igual a 1.

E claro que o estudo das cadeias de Markov nao
para por aqui. A matriz de transicao, por exemplo,
ja foi pesquisada pelos matematicos e probabilistas
em profundidade e traz muitas informagdes sobre o
fenomeno estudado. Sob determinadas condigoes, a
matriz de transi¢ao P, dada anteriormente, permite
estabelecer probabilidades para a condigao do tem-
po, por exemplo, dois dias a frente.

Como prever hoje a condigao do tempo em ter-
mos probabilisticos para depois de amanha? Vamos
imaginar que hoje estd sol e vamos fazer o diagrama
incluindo amanha e depois de amanha (figura 4 na
proxima pagina).

As probabilidades do evento sol depois de ama-
nha (dado que fez sol hoje) seriam obtidas pelos ca-
sos: sol amanha e sol depois de amanha (0,8 x 0,8)
ou chuva amanha e sol depois de amanha (0,2 x 0,4).
Isso nos remete ao calculo da probabilidade da uniao

de dois eventos disjuntos (ver [ 1), ouseja,

P(sol depois de amanha sol hoje) =
0,8%0,8+0,2x0,4=0,64+0,08=0,72.
Agora, para calcularmos as probabilidades do even-
to chuva depois de amanha (dado que fez sol hoje),
precisamos verificar os caminhos sol amanha e chu-
va depois de amanha (0,8 x 0,2) ou chuva amanha
e chuva depois de amanha (0,2 x 0,6). Temos entao

P(chuva depois de amanha

sol hoje)
0,8%x0,2+0,2x0,6=0,16+0,12=0,28.

Nossa sugestao ¢ mostrar a origem dos calculos aos

alunos pelo diagrama de arvore, para facilitar a com

preensao.

|
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hoje amanha
1 - 9%
y sol ‘
08 = 0.2
[ A
f sol K
*‘r chuva <
06
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E possivel construir, de modo analogo, o outro
caso, ou seja, caso tenha sido chuva hoje, como se-
riam as probabilidades tanto de sol como de chuva
para depois de amanha? O leitor pode construir o
diagrama de arvore e verificar que
P(sol depois de amanha | chuva hoje) =

0,4 x 0,8+0,6 x 0,4=0,32+0,24 =0,56, ¢

P(chuva depois de amanha|chuva hoje) =

0,4 x0,2+40,6 x 0,6=0,08+0,36=0,44.

Para terminar, vamos associar os resultados ob-
tidos a operagoes com a matriz de transicao P, lem-
brando que essa matrig tem como elementos as pro-
babilidades de transi¢ao de um estado (sol, chuva)
para outro (sol, chuva). Vamos reescrever a matriz P
para os dados do problema do tempo e vamos propor

o g
encontrar P x P = P*. Assim:

, 10,8 0,2 10,8 0,2
e X =
0,4 0,6/ 10,4 0,6

0,8x0,2+0,2x0,6 =0,28
0,4x0,2+0,6x0,6 = 0,44

0,8x0,8+0,2%x0,4=0,72
0,4x0,840,6x0,4=0,56

O leitor pode reconhecer nas entradas da matriz
P, os cdlculos feitos para as probabilidades relacio-

nadas a depois de amanha, dada a situacio de hoje.
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depois de amanha

sol | 0,8x0,8=0,64

chuva 0,8x0,2=0,16
soma = |

sol 0,2x0,4=0,08

chuva 0,2x0,6=0,12

figura 4: Esquema para as probabilidades de chuva ou
sol para depois de amanha, dado que fez sol he je

depois de amanha

0 = sol I = chuva
‘ 0= sol 0,72 0,28
hoje
I =chuva | 0,56 0,44

Se continuassemos com o diagrama de drvore
para depois de depois de amanha, veriamos que os
resultados das correspondentes probabilidades de
transigao referentes a sol e a chuva seriam obtidog
por meio do calculo de P, Isso favorece a explo-
racao de multiplicagao de matrizes com os alunos.
O leitor interessado pode encontrar na bibliografia
material sobre essa drea, embora o desenvolvimen -
to para além desses passos nao seja trivial para o

ensino basico.

COMENTARIOS FINAIS

O importante foi enfatizar a existéncia de estry-
turas que guardam uma dependéncia entre as ocop-
réncias, dado que no nivel basico pouco se fala de
aplicagoes além da independéncia entre evehtos oy
entre variaveis.

Muitas sio as areas que utilizam essa abordy
gem: marketing, para caracterizar fidelidade e

clientes a produtos (mudam ou nao de marca, dado



que sdo usudrios dessa ou daquela marca); saude,
para estudar mudangas de estado de pacientes in-
ternados (de acordo com a gravidade da doenga,
etc.), sociologia, para observar mobilidade social,
dentre outras.

Um exemplo antigo e muito citado na drea de
Marketing deve-se a Styan&Smith Jr. ([7]), que usa-
ram dados sobre o consumo durante 28 semanas
de cem familias norte-americanas, com relagdao a
compras de produtos de limpeza. Nesse estudo, os
estados eram (1) familia s6 compra detergente; (2)
familia s6 compra sabdo em pé; (3) familia com-
pra os dois produtos juntos: sabao em po e deter-
gente; (4) familia nao compra nenhum produto de
limpeza. Aqui as probabilidades para a construgao
da matriz de transicao da cadeia de Markov foram
estimadas a partir da observacao de cada familia,
semana por semana, ao longo de vérios meses. O
artigo tinha como objetivo responder a pergunta:
as porcentagens apresentadas refletem uma certa
lealdade dos consumidores ou ha mudancas de se-

mana em semana?

A proposito de saude, um estudo que usou ca-
deias de Markov é o de Boyle et al. ([2]) cujo ob-
jetivo ¢ prever a incidéncia de diabetes no ano de
2050 nos EUA, onde os estados eram 1 = nao ter
diabetes, 2 = ndo ter diabetes diagnosticada, 3 =
ter diabetes. E interessante, nesse exemplo, verifi-
car, por exemplo, o valor zero da probabilidade p,,
(ou seja, passar do estado ter diabetes (3) para o
estado ndo ter diabetes (1) ¢ impossivel, pelo que
se conhece até agora).

Greenwall et al. ([4])relatam um estudo de mo-
bilidade socioeconomica, usando as ideias de so-
cidlogos sobre o tema, que dizem que o mais forte
determinante da classe socioeconomica de um in-
dividuo ¢ a classe a qual pertencem seus pais. Esse
estudo mostra também outros passos para tratar
com o problema para as geragoes seguintes.

Todos os exemplos citados acima sao introduzi-
dos através de cadeias de Markov. Outro exemplo

a ser citado é a interagao dos neurdnios, que € tema

de cadeias mais complexas, linha de pesquisa atual
do Cepid NeuroMat (IMEUSP), cujos pesquisadores
trabalham para construir uma teoria sobre o funcio-
namento do cérebro.

O horizonte para essas pesquisas ¢ amplo e o de-
safio ¢ modelar a incerteza com que certos eventos
aparecem no mundo real. Embora, como ja comen-
tamos, a formalizagio dessa teoria nao seja trivial
para a educacio bdsica, estimular os estudantes com
as ideias que oferecemos nesse artigo ¢ dar um pas-
so a frente para o futuro aprendizado de probabili-
dade e estatistica, bem como sugerir caminhos de

investigacdo em outras dreas, aplicando essa teoria.

Nota: A segunda autora participou deste artigo como
parte das atividades do Centro de Pesquisa, Inovagao
e Difusio em Neuromatematica (Cepid NeuroMat), fi-
nanciado pela Fundagio de Amparo a Pesquisa do Es-
tado de Sao Paulo (Fapesp), processo 2013/07699-0.
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