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§0: I NTRODUCM. a~ao por 
- d de coloc Weiss [17 prova a equ i va l snc t a entre urn met.o O -

0 
apro- 

-eso l u,;a 
"splines" polinorniais e urn rnetodo de Runge-Kutta para a ordem com va- 

.. de prirneira xirnada de urn sisterna de equai;oes diferenc1a1s 
lores de contorno. va l ores 

. 5 com . 
Res tri ngi ndo-nos a um si 5 tema de cquacoes d i ferenc 1 a 1 tres cond1 • 

2 2 que exibe -o ~r iniciais enunciarnos e demonstramos o teorerna · ' coloca~a 
- do de t cces para a realizai;ao da equ iva l enc i a entrc um rneto Runge-Kut 3· 

. e um metodO de send0 funi;oes pertencentes a urn espaco ve tor i a l S 
5 

como 
daescolher sode 0 resul tado obti do ern I l J, que corrcspon e no ca 

o espai;o dos polin6rnios de grau menor ou igual 
condii;6es iniciais, como caso particular. 

No paragrafo 3, aplicamos o teorerna 2.2 para 
logos ern novas situai;oes, adotando corno espai;o S 0 

a m, resul ta, 
ana 

suitados : 
Obtermos re 1,·nes "SP es pai;o doS 

na tura is. 
01s- 

01AGRAMA DE 
DESCRICAO DE UM MtTODO TIPO RK. COMUTATJVJDADE OO 
CRET!ZACAO. EXEMPLO. 
Considerernos o problerna a valores iniciais 

(l.l) {y'(t) =f(y(t)), a s t s b 
y(a) = Y . 

O d l d d . d d) de d1 • onde a, bclR, y0cIR e fE C (IR, IR )n L1p(IR, lR · besPa~0 
l l] JR)SU Dados0<81<e < <O =l sejaXcC([O,' ndo 

- 2 . . . rn , satisfaze 
rnensao rn tal que exista urna matriz real A= ra;jJ 

§1: 

10. ITI 
(1.2) 

1g(8)do = L a g(o.), 
0 j=l lJ l 

i = l ,2, ... ,m, 
\/g. x. 

Observemos que a ma tri z A = 1 a .. I ex is te se a 
. . lj nf1cada. 

Condi~ao 
l , j ·. m, saa 

r ve· 
. XO fO - aba1 d·raO con 1 Y 

(0 ) ' 
U-9 d J 
J x·• definidas por C-1 : "As forma s l ·i nea res U. , 

J 
l i nea rme n Le i ndepe nde n I.c," . 



Seja o - . _ Ulll unico passo de 
u - metodo de d i scr-et t z acao (correspondente a 
m rnet d o o tipo RK) representado pelo diagrama 

E 
/\ 
m l 

E m 

F 

F 
111 

Onde E - C 2 
F- (r.a,bl,Rct), Eo=1Rdxc1(ra,bl, 
Y=(y(a)-y y'-fo) 

G = 0' Y ' 
m {a = x , x < • - 

E = E" - 0 l . . . . xm - 
m m - espaco das funcoes 

(Fn,n)(x.) jn(a)-yo 
1 ln(x;)-n(a) 

(6 ) ( b - a 
mY Xi) =y., l x i v m 6,0 ( d l · , 111 ) ,S i ' n. 

m 0' d)(a) = d A0(d d)(x.) = [a- d(Xj' 
0' lll O, 1 j= l l J 

Defina 1 l d (Tv)(B)=v(a+O(b-a)) 
eo.c2 mos T:c ([a,bJ,lR_di-,c (rO,lJ,lR) por 

· ( [a b J d 1 d ' ',lR)•C(ia,bJ,JR)porDv=V· 
l .1 d - pa ra todo s E S 

0 d;~: Seja S c E t a l que TD(S) = X · Entao, 
agrama 

) 1 < i ~ m ' d 
b l x = a + o i ( b-a ' - em lR 

' i G com valores 
definidasnamalha m 

i = 0 

~ . ::: l ,? , ... ,m 
L a. f(n(x}), 1 

j= l 1 J 

E F EO 6, 
~~~ 

m I 
F l 6~ 

E m 
e co m Eo 

mutH· m 
1Vo, isto e, F 6 s 6c Fs Vs E S. 

m m m ' 
l.z. Exe d dospoliniiniiosdegra~ 

mde~d m lo: Seja S=P l([a,bl, lR) = espdac;o - ·TD(S)=Pno,1J.Jf)= 
, o s n . m+ JR E n ta o . 11t' 
• (P ([Q O intervalo [a b l corn valores em · - atisfeita. 

m ,lJR))d ' ct·raoC1es ' e pa ra X = p ( [ Q, l J, lR) a con 1 
v 

§2. COND!~OEs rn O DE coLOCA~AO E O MtTO- 
Do T PARA A EQUIVAL[NCIA ENTRE UM METOD 

IPQ RK 2. J · EXEMPLO. . , 1 O metodo 
de ~ef; ni~~- d dimensao m· · 

0bten-~: Sej V um sube~pai;o de E 1) que consiste ern 
det ~ao de b 1 ema ( 1 · - 1 ermin uma sol ucao aproximada do pro ) 1• 1, 111, e c ia- 
mad armos ) = f(v(x1) , - b 

0 llietoct v E v tal que v(a) =Yo e v'(x, < x - . 
~Q dA ~-, < X (... II\ 
Seja -~02_ ao relativo aos ontos 3=Xo 1 seja v, S 

Sc:E d -- · -- cond1Ga° C1· 
'TD(S) X e adrni1a1110 que valha 3 



_ ]ati va· 
d Coloca~ao re sn l ucao aproximada do problema ( l .1) pelo metodo e 'Fv. f1aS 

- l F A v = "m 
mc n Lf· ,ws pon to s x0, x 1 , ... , x111. Pe l a propos i cao l · , m_lll corresponden· 
1'- Fv 0. Logo, '-A v e s olucao do 111etodo de discretizac;ao 
m - . rn - . . r = F A v = 0. 
te a u111 un r r.o pe s s o de um rnetodo do t i po RK, po i s Fm · m !ll ndente 

. -0 corresP0 
Sei a , aqora . r a s o lucao do rnetodo de discretizac;a d dacon· 

· l i da e 
a um unico passo de um mcr odo do Lipo RK c suponhanios a va 

d i cao aba i xo. 

- f ( ( Vn/.) ( x i ) ) l (l , 
for satisfei tc1, v= 

° FV 4 ' 
= i d". EntaO, Ani ni 

Con_d_i c;_ao c2: "Exi s t e \n : E111 , S ta l que 1,11,' 111 _ 
~ [( \7 ~) '(Xj I 

- F 0. V /=I-· =O Resulta, de i , que (V r)(a)-y(l=O e .l:13ij J1I 0 m m 111 · 111 · 111 J - a . J I 
ndi~cio detr iJ e 

=1,2, ... , 111. Portanlo, se a co Jativan1ent 
. re 

e so Iucao do 111etodo de colocac;ao d c;ao: 
. C a con , 

x . [111 prcscnca da condic;ao l' 0. ll1 ( , f ( e)dO, 

X* de·f1'nidas por I/ =Jro Conj_i~a_o c3: "fis f ormas I i nea re s I 

detraij110 111, s ao l ine,m11cnLe independcnLcs", in1plica em 
Podemos I·csurnir os resullados aci111a coIno se segue. a condi1i0 

admi L i ndo-se 
2_,-.?..:_ T~o!_e1n~: Co111 as defini~oes ja fei Las e 
temos: 

(i) SP s,S e soluc;ao do 111etodo de colocai;ao 

Los xo, x I , ... , x e ntao ;\ s e so I uc;ao do metodo 
lll ll1 

respondente a urn Gnico passo do rnetodo do tipo RK 
faz ( l.Z) 

Pon­ te aos 
re l at i varnen coI" 

. za(ao 
de ctiscreti satil' 

. A 
· 1natr12 cuJa 

E e 
se ~' m Jo C temos u 

(ii) Admitindo-se, tambem, as condii;:oes Cz e 3' , ·co pas50 -0 - - a uin un, , 1 u1a 
solui;:ao do metodo de discretizac;ao correspondente _ _17 ~ e 50 
- 2) en tao s - nI 

mPtodo do tipo RK cuja n~triz A satisfaz (1 · ' x· 
x '.'.' in 

dn mE;todo de colocac;ao relativarnente aos pontos xo, l c· ondi (§o 1 __ 
, . . rnos a c 1ino 

~.:.. Exemplo: Para S = p (I a,b I, lRd) ja verifica )J e oP0 .,i 
rn+I e· (\7 n 0,1- VPrifiquemos c

2 
e c

3
. Define-se v ·E ,S como segu_- 111 J(x,)•,, m . m ) J ( x . ) = n 1- C . ye 

111io inlerµolador de Lagrange de grau rn tal que (vmn 1 ndi(ao 2 go 
· 5 a co LO 

e I j d Por t.Onstrui;:ao, v r. " id, µrovando, poi k 
0
,. k 111-l· 

111 111 1) 
'1 f iquP111os c

3
_ Seja li\ I a base de X ondc pk(n) = · ' 

[1 (J· k 1 
d<>L 1

,1 diJ / 0. 
0 , 



§3· REFORMULA~Ao DAS COLOCA\:)IO POR COND![OES PARA A EQU!VAL[NCIA ENJRE UM M[TODO OE 

Vamos "SPLJNES" NATURAIS E O METODO TJPO RK. 

usar estudar 
"°' c, 

1 

""' e x emp 10 em q ce M 1 ,gac de co 1 oe• ,a, por po 1 i"'"" os 
oca~ao por" splines". 

3.2 D ~fini ao· NS s(j)(a) _ () · 2k,m-l = (sES2k,m-l(a=x0<x
1< ... <xm=b): 

tura . - s J (b) ---- 

1 

s de = 0 j k k l J - d " 1 · " -~''''" • ' , r , .... 2k-1 e m "'''' dos ;p_~ 
2k COlll nOS . l ~ Sej a S = NS d si mp ~ x 1 , x2' ... ' xm_ 1 . 

'0

0

,

01

, 2k,m-1' "'· Com<> x',101s1. ,.,-se x,!f,Szt-1,m·il' • 
1; se,,, ... ' o m • 1 I , f iJ I I o I , f I j I (1 I • o, j , 1- 1.1, .• 1k- l I ,,.. 

as condi<;oes c 
Cond· l' c2 e C3- 
- i~ao C . 

Sejan ~1· Temos que d im s (0=0 <0 < ... <0 =l) = Zk+m-2- 
1 U. L 2k- l m- l O l ni 

i, . , R ' assi

111 

d . J j formas lineares sobre S 1(0=00<0
1 

< ··· <

8

rn = l) 
ef1nidas: 2k-l,lll- .. 2k-3 u,f=f(B.) ; =l 2 ni L f=f(J)(O) J=k-1, k,-··' 

' R/ . ,u I . ' • • • .. . • • j . .. . ,R I 
1 
I, 1 + 1,1, ..• 2k-3. c,mo x· KedL1.1, · .. ·'21-l'Rt-1 · 

""' 1k-J I• tecemo 1 · - e 
1 

ode ; q"' " as fqcmOS 1i oeac« U , L , R toeem 

1 

,e,c 

'es t . '"''"" - , J ' 
_" tas , _ '· '"tao dtm K , 2krm-1· I 11-2) • m e u,, u,. · · • u,,, 

la,a K s ao 1 d. - C 1 S.tis, . '°""'"'' imdope0deete<. poct'"'°' ' "" '''° 1 es- 

'"' "''' d 1 
0

-s., ' ' ma t r i z M do tipO (2Hm-1)1(2k"-2), obt
1 

' "cc- 

S s form l 2k-l ( as lineares U., L-, R- nos elementos de urna base de 

,m-1 0 = 
0 

< 1 J J . o e, • ... • o '1 I. ti"' ''"""'"'' '""'"'' de "'° 
'""'. "' 0 Po, :"""'-\a.'S3' Se jam l ,s """ 1i 0,aces deli oida< pOC I/ J i 1(0 )d0 
• ,, ' Jo 

ta '""'" to . - . . . f se 
O 

"'"'. , mi 1" ao a, cmodi ,io c,. , coodi C'° c3 "" sa t ,s fe, - 
0

rn1 
1 
z M d · l l d _ " Ii J' o t i po 121«,,,-2),(21"""'1· obttda " '" '" o-se as 

, o neares I 0 ' o
1 

, . i • L j , R nos c 1 e,eo to< de "" ""' de S 2k _ 1, ,- 1 I O ' 
· · · 

0
rn = l) tiv~r determinante diferente de zero. 

A con . ---....c..:c!~~ao C - e- - 2 "" sa l,; fci t pac• v,,, , c,. , S "''"' defi oi dac o",c 

"I r... 7 



Xz, ... , Xrn-1 , l de orden1 2k com ncs simples xl' 
o "spline' natura 

ao por' 
(0

0

,'d(";) ''; d rnloCoC ,c 
- f um m~todo e detM1r Oe "'°'do '°' o "Pcs to '""" Pm g,a o, I "''" se1. s to 

_ . 0 eq u 1 v a e J "sp J 1",s" """'"' s , o ,etodo do t, po RK "'' k , 

2 

, l ' • 
e det M l'O. Em f2J isto foi por nos verificado para 

3 , pc,f ,, eaca "seHoe;" ""'""'' cobirns e ""'°'"°'· . tcs ac 

re de c imen selll 0 
Ao f tna I deste "ti go, qo,c, mecoac meus 'g . os s 1,e 

1 - t ria s1do P 
Or. lvan de Quei roz Barros. Este traba l ho nao e 
seu inestimive] e constante incentivo. 

ta l que 
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