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Resumo: Este trabalho considera o problema de parada 6tima com controle continuo sobre alguns parametros locais dos
processos de Markov deterministicos por partes (PDP’s). As inequagdes de otimalidade sdo obtidas em termos de operadores
infinitesimais, e sua solucdo coincide com o ponto fixo do operador primeiro salto do PDP. E mostrado que se a fungao custo
final é absolutamente continua ao longo das trajetérias, entdo a fungéo valor do problema de parada Gtima com controle

continuo também o seri. Acreditamos que estes resultados unificam e generalizam resultados correntes na literatura.
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1. Introducao

Recentemente foi introduzida na literatura internacional,
[3], uma nova classe geral de modelos estocdsticos de
nio-difusio, denominada de processos de Markov
deterministico por partes (PDP's), capaz de formular
vérios problemas de otimizagdo em sistemas de filas,
controle de estoque, manutencao de sistemas,
planejamento de investimentos e muitas outras areas em
pesquisa operacional e engenharia [2], [3].

PDP's formam uma familia de processos de Markov
envolvendo um movimento deterministico e saltos
aleatérios. O movimento no estado de espago E depende
de 3 parimetros locais que sio o fluxo ¢(.,z), (que
especifica o movimento deterministico), a taxa de salto
A(z), (que determina a frequéncia dos saltos), e a medida
de transicio Q(.;z), (que especifica a localizagdo do
processo apds o salto), onde z é um ponto em E. O
movimento do processo comecando de z segue o fluxo
¢(t, z) até o primeiro instante de salto 7; que ocorre, ou
espontaneamente de acordo com uma distribuicio de
Poisson, com taxa A(¢(t, z)), ou quando o fluxo ¢(%, z)
atinge a fronteira de E.

Em ambos os casos a localizacdo do processo no instante
Ty é determinada pela medida de transicio Q(.; ¢(T1,z))
e 0 movimento recomega deste ponto como antes.

Uma escolha adequada do espago de estado E e dos
parimetros locais ¢, A, e Q fornece modelos estocasticos
que cobrem todos os exemplos mencionados acima €
muitos outros ( [3] ).

Ao contririo da teoria classica de processos de difusao,
caracterizados por operadores de derivadas parciais de 2"
ordem, bastante estudados, os PDP's sdo caracterizados
por operadores integro-diferenciais, que possuem uma
anélise mais complexa.

Este trabalho considera o problema de parada 6tima com
controle continuo. Problemas de parada 6tima foram
estudados, com uma formulacdo geral, em [7] e para
PDP's em [1], [2], [4]. [3], [6]-

Sdo duas as principais diferengas entre este trabalho e os
publicados anteriormente, ( [1], [2], [4], [5]. [6])-

Primeiramente, consideramos controle continuo nos
parimetros A e @, além do problema de parada Gtima.




Nos artigos anteriores somente o problema de parada
Gtima € considerado.

A segunda diferenca é o enfraquecimento das hipéteses
de continuidade presentes em [2], [4], [6]. Tais hipéteses
tratam , em alguns casos, de continuidade, continuidade
uniforme, continuidade de Lipschtz, em todo o espaco de
estado. Neste artigo assumimos apenas que a funcio custo
final € absolutamente continua ao longo das trajetorias.

Mostramos com isto que a funcao valor do problema de
parada Gtima € também absolutamente continua ao longo
das trajetérias e além disso, é o iinico ponto fixo do
operador associado ao primeiro salto do processo.

Mostramos também que ela é a tnica solucio de um
conjunto de inequagdes variacionais, definidas em termos
de operadores infinitesimais,

Acreditamos que estes resultados generalizam e unificam
os resultados anteriores.

Todas as provas podem ser encontradas em [8] ou em [9]
capitulo 3.

2. Notacdes e Definicoes

Sejam Eum subconjunto nio vazio de RY, 8E o seu
bordo, o(E) a o-algebra dos borelianos de E.eP(E)o
conjunto de todas as medidas de probabilidades sobre
o(E). Para o que segue, assumiremos que &(t,z) é um
fluxo definido a partir de um campo de vetores, L,
Lipschitz continuo.

Definimos

OE={z€0E;¢(-t,z)cEVte (0,£) para algum & > 0}

e paratodoz € E,

t'(z) = {t > 0;¢(t,z) € 5*F},

em que inf{0} = cc.

Seja B(E) o conjunto de todas as funcbes borel
mensuraveis ¢ limitadas definidas em E tomando valores
em R,

Definimos

B*(E) = {f € B(E); f($(..)) : [0,#"(z)) = R

€ absolutamente continua para cadaz € E e o

f(#((t, z)) existe}.

lim
t— t*(z)

Paratodo f € Bec (E), f(z) = Hm't—-t'{z] f(qf’ (ta I))! para
todo 2, tal que z = limy_p(;)¢(2,z) € & E.

Considere agora os seguintes parametros para o problema:

a) U(.)é uma funciio de Borel geradora de "conjuntos”
definida em F U8"E tomando "valores" em U, em que
U € um espago de Borel nio vazio, satisfazendo:

a.1) U(z) € compacto para cada z € EU 8" E,

a.2) U(é(.,z)) : [0,¢"(z)) — U é continua 3 direita para
cadaz € E.

b) A(.;.) : E x U Ry é uma fungio Borel mensurivel
tal que para cada z € E:

b1) A(z,.) € semi continua superiormente.

€) Q(;..): EUSExU s P(E) sio tais que para
todog € B(E),ez € E, z € 8°E,

cl) Xz,.)Qg(z,.):U(z) »R € semi continua
inferiormente,

¢.2) Qg(z,.) : U(z) =~ R é semi continua inferiormente,

em que

Qy(z,.) = [E 9(¥)Q(dy; z,.).

d) f(.,.): ExUw—R é Borel mensurivel ¢ limitada
paratodo z € E,

d.1) f(z,.) : U(z) — R é semi continua inferiormente.

e)7(-,.) : E x U s R é Borel mensurével e limitada,
¢ paracada z € 9°E, r(z,.) : U(z) — R € semi continua
inferiormente.

f) p € B*(E).

Definimos entio:

U={u(): EUFE~TU é mensurivel e tal que
u(é(t,z)) € U(¢(t,z) paracadaz € Eet € [0,#(2)]}.



Para o que segue assumiremos que para cada z € E ¢
u €U,

Para u € U, definimos

1) A¥(.) : E+— Ry como A\*(z) = A(z, u(x))-

2) Q“(;.): EUS"E = P(E) como Q"(;2) = Q(;z,u(z)).
3) f*(.) : E—Rcomo f*(z) = f(z,u(z))-

4)r*(.) : 0"E — Rcomo 7%(z) = r(2,u(z)).

k=1

para todo t € R;. Chamamos a atencdao que a equacao

Com os elementos acima podemos definir um PDP {X}'}

com os seguintes pardmetros:

a) O fluxo ¢(.,.)
b) A taxa de salto \*(.)
¢) A medida de transigdo Q*(.;.).

O movimento do PDP {X}'}, partindo de um ponto
z € E, é construido da seguinte forma. Toma-se uma
varidvel aleatéria T} de modo que

PT? > 1) = {gzp{ — [iX¥(¢(s,z))ds} para t <7 (z)

Agora, selecionado Z', uma varidvel aleatéria
independente de 7j, tomando valores em E, com
distribuicio Q*(.;¢(T¥,z)), a trajetéria de {X}'},
partindo de z, para t < T} € dada por

X¥ = {q‘:(ut,x) parat < Tp* :
VA parat =T}
Partindo de X% = Z, selecionado o préximo intervalo
entre saltos, 7§ — T}, a localizagdo pds salto X7, = Z3' €
obtida do mesmo modo que acima. Por indugéo obtemos
o movimento do processo para os demais intervalos entre

saltos e sua localizacio pés saltos.

Temos assim a trajetéria do PDP {X}'} com instante de
saltos T}, T%, ..., e localizagao pés saltos Z}', Z3', ... . E

conveniente definir Tj' =0e Zg = z.

Agora, seja Q o espago de todas as fungdes, 2, continuas a
direita definidas em R, e tomando valores em E e tais

que o limite lateral a esquerda exista para todo ¢ > 0.

Denotaremos por z; a fungdo coordenada z:(z) = z(t)
para todo z€Q. Sejam FP =o{z;0<s<t} e
Fl= J{t Y 0.7-':“ }. O procedimento acima permite definir

uma familia de medidas { P*; z € E'} sobre (2, F°).

para t > t*(z)

acima implica que T} — oo quando k — 00 Q. s.

Para todo p € P(E), definimos P¥ em (2, F°) como
sendo

Pi(4) = [ PrAu(ds).

Seja F;"* um complemento de FY com respeito a todos
os conjuntos Py-nulos de 7, e

Fr=p Fi

reP(E)
Segue que F}* ¢ continua a direita e {X}';t € Ry} € um
processo homogeneo forte de Markov (cf. [2]).
Para o que segue é conveniente introduzir as seguintes
definicoes:
Para qualquer fung@o, h, real, mensuravel, definida em E
tal que o limy_(z)h(¢(t,z)) exista para todo z € E,
w e B(3*E), z € 8*E, A € 0(E), e x € E, poremos

B'h(z, s,w) = h(z) — h(Xs W))

e o
p*(4,t) = Zl{tzﬂ"}l{zrm}
=1

p(t) = El{:zT,“} 1{zreo°E}.

=1

O gerador estendido A" do PDP {X}'} € definido como
segue ( detalhes ver [2]). O dominio D(A") consiste de
todas as fungdes h satisfazendo:

a) h é uma fungdo real mensurével definida em E tal que
limy_p(z)h(¢(t,z)) existe para todo =z € E e
t — h(¢(t, z)) € absolutamente continua sobre [0,t"(z))
para todo = € E.

b) h(z) = Q*h(z) paratodo z € & E.
c) B*h € LY(p"),
em que £ LY(p*) se para alguma sequéncia de

instantes de parada (, talque (, T cog.s.,

E( |&(z, s, w)|1(s<q,) " (ds, dz)) < oo
ExR,




Para h € D(A"), A%k é definido como sendo
A*h(z) = Xh(z) + X*(z) fb_ (h(y) — h(2))Q" (dy; z),

em que X'h(.) é tal que paratodo z € Eet e [0,¢(z)),

h(o(t,z)) = h(z) +/; Xh(g(s,z))ds.

Obs. 2.1 : Note que como mencionado em [2],se hé
limitada entdo BA € Lioc(p®).

3. O Problema de Parada Otima com Controle
Continuo

Nesta secdo definiremos o problema de parada Gtima
com controle continuo para uma classe de PDP's variantes
no tempo.

Seja U =U xU x ..., o espago formado por infinitas
copias de Y. Uma estratégia 1) ¢ definida como
Y= (u,u,...) €V, e 0 movimento do PDP{X}}
variante no tempo, associado a uma estratégia partindo de
um ponto x € E, € construido do seguinte modo. Toma-
se uma variével aleatéria T} tal que

parat > t*(z)

Byt s 8 = {SIP{ = [;2(8(s,2))ds} para t < £ (z)

Agora, selecionado Zf, uma varidvel aleatéria
independente de Tf“r‘, tomando valores em E, com
distribuicdo Q“(.;¢(T7,z)), a trajetéria de {X#},
partindo de z, para ¢t < 7} ¢ dada por

X¥ = { o(t,z) fort < T¥

zi  fort=TV"

Partindo de X;;u. = Zf', seleciona-se o préximo intervalo
entre saltos, Ty —T¥ , e a localizacdo pés salto
X;w =Z{ , do mesmo modo que acima, usando u; em
vez de u,. Por indugdo obtemos o movimento do processo

Para os demais intervalos entre saltos e sua localizagio

pos saltos.

Temos assim a trajetéria do PDP {X}} com instante de

saltos T}, T¥ , ..., e localizagio pos saltos Z}', Z¥ ...

E conveniente definir TY =0e Zf’ =z

Para o caso em que ¢ = (u,u,...) escreveremos Y =u,
¢ teremos assim um PDP {X}} homgéneo no tempo

como definido na secio 2.

Como anteriormente, podemos definir uma familia de
medidas {P¥;z € E} sobre (Q,7°). Reforcamos a
condigdo da se¢do 2 e assumimos que paratodo z € Fe
Yey,

Ef(zl{l“fs:}) o
k=1

para todo ¢t € R,. Em particular, como antes, T,f — 00
quando k — oo g.s.

Definimos uma filtragem continua 3 direita, ¥ , de
modo similiar 3 secao 2.

Denotaremos por M¥ o conjunto de todos os Fy-
instantes de parada.

Associado com a estratégia v e um instante de parada T,
um F'-instante de parada , definimos os seguintes custos
para o processo :

Jﬁ"’($)=Ef (fre‘°5f¢' (X¥)ds +
[ e apt s) + oo )),

coma >0e

FHXY (@) = f4(b(s — Ty (@), 2)) para Ty (w) <
s <Tiw),
e

(XY (w)) = ™ (X7 .- (@) para s = T (w).

Considere agora o problema de parada Gtima com
controle continuo dado por :

pz)=inf  inf J¥(z).
YET re MY
Para prosseguirmos é conveniente definir também o
problema de parada 6tima truncado com controle
continuo.



Paran = 0,1, ..., poremos

Tt (2) =
FATE Ty :
E¥( fu e f¥(XY)ds + /U et (X7 )dp" (s) +

e-ﬂfﬂﬁ W(thﬂ ) ) ]

—inf inf J¥(a).

pn(z)
YeV re MY

£ claro que, como definido, p(z) < pn (z) para todo
z € E. Agora, para todo = € E,seja
V(z) =
{v(.) : [0,00) U mensuraveis; v(s)
s € [0,00) se t"(z) = 0,
v(.): [0,t7(z)] =T mensuraveis e v(s) € U(¢(s,z)) para cada
s € [0,t"(z)] se t7(z) < oo}

€ U(¢(s, z))para cada

Para todo u € U, definimos v(u) € V(=) por :

w(w)(t) = u(6(t,2)), t €[0,00)
t € [0,t"(z)] se t*(z) < 00,

Fo($(s,7)) = f((s,2),0(5));

se t'(z)=occ oOu

\(@(s,z)) = X(o(s, z),v(s)),
Q%hs (¢(s$ m)) = Qh (‘f)(s? ), '”(3));
(ot (), ) = r(@(t (2),2), v(t" ()))

e

a)J¥(hy, he)(t, %) =

[ e—as-—.l\"(s,l) (f'”(d;(s, I)) + A" [ﬁﬁ (5, $))Qv hy (d) (S, I)))ds +

0
e—a:—m(:.z) ha (q‘:(t, I)):

b) K*(h2)(z) =

t*(x)
/0 e A2 (£(g(s, 7)) + X*($(5,2))Q ha(6(5, 2)))ds +
ot (=)= (22 (7 (¢ (2), 7)) + Q P2 (¢ (), ))):

1
emque A%(,z) = / N(6(s,7))ds,
0

c) Jg’(hl,ha)(:c) = inf J'(hy, h2) (2, z)},
0<t<t(z)
&) L(hs, )2 = Ga‘r;;(x)(mhl,he)(x) A K”(hz)(-'ﬂ)) .

O operador L(.,.)(.)€ chamado de operador primeiro
salto, e esta associado a decisio de parar antes do
primeiro salto ou continuar.

4. Resultados Auxiliares

O proximo Teorema estabelece a conexdo entre 0
operador primeiro salto e as inequagdes variacionais.

Teorema 4.1:Para qualquer ho e B(E), i € B*(E),
temos h = L(h1,hs) se, e somente se, heB*“(E) e
satisfaz , para cada z € E,

z')h(;c) < h1 (I)

ii) Xh(z) — ah(z) +

mineeo 1 (5:) ~A(2:8) [ (h(@) = @ (2,0} 20

i) (h1 (z) — h(z}) (Xh(:) —ah(z) +

rinees L (a,0) ~(2,0) [[(b(0) = ha(0)Q(dss,0)}) =0
epara z € 0'E
w)h(z) =M (2) A mingep(z) {r(z,a) + Qh (z,0)}

Uma consequéncia imediata deste Teorema € o seguinte
Corolirio.

Coroldrio 4.1:Sob as condigdes do Teorema 4.1, €
% € Utal que paracadaz € E

fi(z) = N (a) [E (h(z) — ba(¥)) @ (A4 2) =
mineeu(e) {F(@:8) = A(2,0) L (h(z) — b (¥))Q(dy; 2, 0)}

r3(2) + Q%ha(2) = mingeu(s) {r(z,0) + QMo (z,a)},
uma das trés condicdes abaixo € verdadeira :

t €[0,00) se
se t*(z) < ooje

Dh($(t, ) < ha(4(t,z)) para todo
t*(z) = oo € para todo t€ [0, ()],
neste caso



h(z) = K*@) (hy)(z) =
nf K@) <inf (b)),
vE V(z) veV(z)

2) h(z) = hy(z).
3) Para algum » ¢ [0, 0) se t*(z) = 00, ou

Para algum v € [0, #* (z)]se t*(z) < oo, dai

temos A(d(t, z)) < hy(g(2, z)) para todo tg [0,v), e
h(é(v,z)) = hy (¢(v,z)); e neste caso

h(z) = T'® (hy, by (v, z) =

inf T h)(2) <inf K (hy)(a)
veV(z) veV(z)
5. Resultados Principais

Para n =1, 2,..., definimos a sequéncia de funcoes
Vny1 = L(p, V), ¥y = o.

Do Teorema 4.1, temos que para cada n, ¥, € B*(E). A
Seguir, na préxima Proposicdo, mostraremos que {¥4,}, ¢
uma sequéncia moné6tona e decrescente de funcdes em
B*(E).

Proposicio 5.1: Para cadan=1,2,...ez¢ E,
Vn(z) < 9., (z).

Agora, definimos ¢ €U como no coroldrio 4.1 com
h=4v,eh, =Y, e fazemos 1, =
(Cn,{n_l,...,gl,u,u,...) €W, emque ueclfé tomado
de forma arbitraria. Parae > Q arbitrario, poremos

Sﬂ_l‘((x) =
Bla)  se KG9, ) (2) < g6, Bnor) ()

inf{o Ss< f'(z); Ju(n) (‘Pﬂsﬂ-l )(5: z) <
T (0, 8nm1)(z) + €}, s I (0,801 (z) < KY&) (9,1 ) ()

c

Sl.e = Spe (XD) A :Z-]i_"&I

S 1. = STL_E(XO) A i"f"‘ﬂ
n+1,2€ Tll,l‘n+1 + Q(T;‘&“H)Sn,f

se Tl¢u+1 > 8n. ( 57 )
se Ii"ﬁ'nﬂ < &g (X{])
O préximo Teorema mostra que F,(.) = p, ().

Teorema 5.1: Para qualquer z € E, ¢ > O,n=1,2 ... ,
temos que

2) Un(2) < pa(z)
b) J¥Sn(z) < Yo (z) +¢.

Uma vez que a sequéncia {Yn}n € decrescente e limitada,
existe uma funcio limite 9(.) =n!§1}noo ().

O préximo Lema caracteriza ¥(.) como ponto fixo do
operador primeiro salto, em B*(E).

Lema5.1: ¢ ¢ B*(E) e satisfaz Hz) = L(p, ¥)(z), para
todoz € E.

Definimos @ como no Coroldrio 4.1 com 4 = hy=9e
. € M¥ » Para € > 0 arbitrério, como

Te = inf{t 2 067 (XF) < ety (X3 1 ]
Pela limitacio de v, @, Segue que 7. < oo w.p.1.
Temos entio o seguinte Lema, que auxiliar na prova de
que 9(.) = p(.), bem como na obtencéo da solugio de
parada e-6tima.
Lema 5.2: Para todo z €E,
¥z) =
Te = = Ty = = -

EE( [ o= xEyas 4 [ e Y

0 0
e Y (XE ))

A partir dos Teorema e Lemas anteriores obtemos o
seguinte resultado , este constitui o principal resultado
deste trabalho.

Teorema 5.2: As seguintes assercoes sio equivalentes:

1) Existe uma (nica solugdo ¥ € Be<(E) para o sistema
w(z) = L(p, w)(z)

Paratodoz € E.
2) Existe uma tinica solugdo p € B*(E) para o sistema,
28) w(z) < p(z).

2.b)Xw(z) — ow(z) +
Miney (o) (£ (2,0) - A(z, a) /E (w(2) — w(y))Qdy; 7, )} >



2.0) ({p(:z) - w(.:r:)) (Xw(a:) —aw(z)

paratodor € E, e

2d) w(z) = (,D(Z) A minhEU(:} {T(Z, a’) + Qw(z: a)}’ para
zE€EOE.

Além disso, p(z) = p(z) = ¥(z) para todo =z € E, e
dado € > 0, temos que

T (2) < p(z) +€

em que % €U e 7, € M¥sio definidos como no Lema
5.2.

Obs. 5.1: Note que as condigdes 2) do Teorema 5.2
podem ser escritas em termos do gerador estendido .A4*
do PDP {X}} (ver secdo 2) do seguinte modo: Para todo
uel

2.2) w(z) < p(z)

2.b) A*w(z) — aw(z) + f*(z) > 0
2.0) (tp(z) — w(z)) (Aiw(x) —aw(z) + f* (m)) =0

paratodoz € E, e

2.d) w(z) = p(z) A {r*(2) + Q®w(z)},para todo = €
o E.
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