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lnequações Variacionais
para o Problema de Parada Ótima com Controle Contínuo

de Processos de Markov Determinísticos por Partes

C.A.B.Raymundo e O.L.V. Costa
Universidade de São Paulo, Departamento de Engenharia Eletrônica, 05508-900 São Paulo SP - Brasil

Resumo: Este trabalho considera o problema de parada ótima com controle contínuo sobre alguns parâmetros locais dos
processos de Markov determinísticos por partes (PDP's). As inequações de otimahdade são obtidas em termos de operadores
infinitesimais, e sua solução coincide com o ponto axo do operador primeiro salto do PDP. É mostrado que se a função custo
final é absolutamente contínua ao longo das trajetórias, então a função valor do problema de parada ótima com controle
contínuo também o será. Acreditamos que estes resultados unificam e generahzam resultados correntes na literatura.

Palavras chaves : Processos de Markov Determinísticos por Partes, Parada Ótima, Controle Contínuo, lnequações
Variacionais.
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1. Introdução Em ambos os casos a localização do processo no instante
TI é determinada pela medida de transição Q(.; é(71 , a))
e o movimento reoomeça deste ponto oomo antes.Recentemente foi introduzida na literatura internacional,

[3], uma nova classe geral de modelos estocásticos de
não-difusão, denominada de processos de Markov
determinístioo por partes (PDP's), capaz de formular
vários problemas de otimização em sistemas de filas,
controle de estoque, manutenção de sistemas,
planejamento de investimentos e muitas outras áreas em
pesquisa operacional e engenharia [2], [3].

Uma escolha adequada do espaço de estado E e dos
parâmetros locais é, À, e Q fornece modelos estocásticos
que cobrem todos os exemplos mencionados acima e
muitos outros ( [3] ).

Ao contrário da teoria clássica de processos de difusão,
caracterizados por operadores de derivadas parciais de 22
ordem, bastante estudados, os PDP's são caracterizados
por operadores integro-diferenciais, que possuem uma
análise mais complexa.

PDP's formam uma família de processos de Markov
envolvendo um movimento determinístico e saltos

aleatórios. O movimento no estado de espaço E depende
de 3 parâmetros locais que são o fluxo é(., 3), (que
especifica o movimento determinístico), a taxa de salto
À(2), (que determina a frequência dos saltos), e a medida
de transição Q(.; a), (que especifica a localização do
processo após o salto), onde 3 é um ponto em E. O
movimento do processo começando de z segue o fluxo
é(t, a) até o primeiro instante de salto 71 que ocorre, ou
espontaneamente de acordo com uma distribuição de
Poisson, oom taxa À(é(t, a)), ou quando o fluxo é(f , a)
atinge a fronteira de E.

Este trabalho considera o problema de parada ótima com
controle contínuo. Problemas de parada ótima foram
estudados, com uma formulação geral, em [7] e para
PDP's em [1], [2], [4], [5], [6].

São duas as principais diferenças entre este trabalho e os
publicados anteriormente, ( [1], [2], [4], [5], [6]).

Primeiramente, consideramos controle contínuo nos
parâmetros À e Q, além do problema de parada ótima.
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Nos artigos anteriores somente o problema de parada
ótima é considerado.

é absolutamente contínua para cada 3 € E e o

t e%(a)/(é((t' ')) '”“'}.
A segunda diferença é o enfraquecimento das hipóteses
de continuidade presentes em [2], [4], [6]. Tais hipóteses
tratam , em alguns casos, de continuidade, continuidade
uniforme, continuidade de Lipschtz, em todo o espaço de
estado. Neste artigo assumimos apenas que a função custo
final é absolutamente contínua ao longo das trajetórias.

Para todo fe IY' (E)9 /(z) = limt-em f (é (tI 3)) 9 para
todo z, tal que z = timt Ht. ldo (t , a) e aE.

Considere agora os seguintes parâmetros para o problema:

Mostramos com isto que a função valor do problema de
parada ótima é também absolutamente contínua ao longo
das trajetórias e além disso, é o único ponto fixo do
operador associado ao primeiro salto do processo.

a) t/(.) é uma função de Borel geradora de "conjuntos"
definida em E u a- E tomando "valores" em U, em que
tU é um espaço de Borel não vazio, satisfazendo:

Mostramos também que ela é a única solução de um
conjunto de inequações variacionais, definidas em termos
de operadores infinitesimais.

a.1) [/(3) é compacto para cada 3 € E u a* E,

a.2) (/(é(., 3)) : [0,t*(1)) +} tU é contínua à direita para
cada 3 e E.

Acreditamos que estes resultados generalizam e unificam
os resultados anteriores.

b) À(., .) : E x 10 +} IR+ é uma função Borel mensurável
tal que para cada 1 € E:Todas as provas podem ser encontradas em [8] ou em [9]

capítulo 3 . bl) À(3, .) é semi contínua superiormente.

2. Notações e Definições c) Q(.; ., .) : Eua*E x luH} P(E) são tais
todo g e IB(E), e 3 e E, z € aE,

que para

contínuaSejam Bum subconjunto não vazio de IRd, aE o seu
bordo, aCE) a a-algebra dos borelianos de E, e ?(E) o
conjunto de todas as medidas de probabilidades sobre
aCE). Para o que segue, assumiremos que é(t, a) é um
fluxo definido a partir de um campo de vetores, E,
Lipschitz contínuo.

c.1) À(,1 .)Qg(,7 .) : U(„) A, IR
inferiormente,

é semi

c.2) Qg(z , .) : [/(z) H> IR é semi contínua inferiormente,
em que

Q,(z,.) = F g(9)e(dg;,, .).JEDefinimos

NE = {z € aE;é( – t, z) € E Vt € (0,e) para algum e > 0}
d) /(., .) : Ex 1LJ +} IR é Borel mensurável e limitada
para todo 3 e E,

d.1) /(2, .) : [/(a) H> IR é semi contínua infedormente.e para todo 2 € E,

t-( 2) = {t > 0;é(t,3) € PE},
e) r(., .) : a* E x 1[JH} IR é Borel mensurável e limitada,
e para cada z e a* E, r(z, .) : t/(z) +> IR é semi contínua
inferiormente.em que in/{a}

Seja IB(E) o conjunto de todas as funções borel
mensuráveis e limitadas definidas em E tomando valores
em IR.

Í) 9 € 1B'"(E).

Definimos então:

Definimos z/ = {u(.) : E u.a-E Ht tJ é mensurável e tal que
u(é(t, a)) € U (é(t, 3) para cada 7 e E e t € [0, t* ( 3)]}.B“(E) = {/ e BCE); /(é(.,')) : [0, f (')) b' R
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Para a € &1, definimos Para o que segue assumiremos que para cada 3 cE e
u e tA,1) À“(.) : E H> R+ como À“(3) = À(a, a(a)).

2) Q" (.; .) : E U NE +» P(E) co-lo Q- (.; ,) = Q(.; ,, „(,)).
3) /u(.) : E H> IR como /t1 (3) = /(3, u(3)).
4) rt'(.) : a-E +} IR como rt'(z) = r(z, u(7)).

oc

E;'(}dl{ag}) < ao
A=1

para todo t € 1R+. Chamamos a atenção que a equação
acima implica que T: –} ao quando k –> ao q. s.

Com os elementos acima podemos definir um PDP {Xf }

com os seguintes parâmetros:

a) O fluxo é(•9 •)

b) A taxa de salto À”(.)
c) A medida de transição Q” (.; .).

Para todo p e ?(E), definimos Pl em (O,Fo) como
sendo

P,”(A) = /P,”('4)P(d').
O movimento do PDP {X;'}, partindo de um ponto
3 € E, é construido da seguinte forma. Toma-se uma
variável aleatória Tlu de modo que

Seja :F\'’» um complemento de /? com respeito a todos
os conjuntos P;'-nulos de :Fn, e

:R = r! _.F,"".' pcP(E) '

&(T > t) = { :”p{
A*À“(é(', '))d'} para t < f (a)

para t 2 f(1)'
Segue que :R é contínua à direita e {X;'; t € 1R+ } é um
processo homogeneo forte de Markov (cf. [2]).Agora, selecionado Z;', uma

independente de TI, tomando valores
distribuição QU (:, 4>W , a)), a trajetória
partindo de a, para t $ T é dada por

variável
ein

aleatória

E. com

de {Xf }, Para o que segue é conveniente introduzir as seguintes
definições:

*;={g„*“para t < :a
para t = T -

Para qualquer função, h, real, mensurável, definida em E
tal que o limt_.t. (,) h(+ (t , 2)) exista para todo a e E,
w e IB(a*E), z € a* E, A e aCE), e a € E, poremos

Partindo de X}1 = 4, selecionado o próximo intervalo

entre saltos, T} – T, a localiza®o pós salto Xb. = Z 11 é 13uh( 3 , s, u) = h(a) – A(X,- (c,/))
ac

p"(AI t) = EJl{t2T} 1{z,-cÁ}
1=1

De

P”* (t) = E,1{127.-} 1{z,„ca.8}.
11

obtida do mesmo modo que acima. Por indução obtemos

o movimento do processo para os demais intervalos entre

saltos e sua localização pós saltos.

Temos assim a trajetória do PDP {X;'} com instante de

saltos Tj' , Ti1 , ... , e localização pós saltos Z:' , Z;' , ... . É

conveniente definir %' = 0 e Zé' = 2.

O gerador estendido AU do PDP {X;'} é definido como
segue ( detalhes ver [2]). O domínio D(Jlu) consiste de
todas as funções /1 satisfazendo:

a) h é uma função real mensurável definida em E tal que
Zinh_t.(,)h(é(t, a)) existe para todo z e E e
tH, h( é(t, z)) é absolutamente contínua sobre [0, f (a))
para todo 3 e E.

Agora, seja O o espaço de todas as funções, z, contínuas à

direita definidas em IR+ e tomando valores em E e tais

que o limite lateral a esquerda exista para todo t > 0. b) A(z) = Q"h(z) para todo 3 € a a
c) 13"h € 1{'’'(p'’),

em que Ze Ll{)'Çp") se para alguma sequência
instantes de parada (, tal que (, T ao q.s.,

Denotaremos por it a função coordenada zt(z) = zd)

para todo zen. Sejam fF = a{a,; 0 $ sSt} e
:Fq = a{. }J „/?}. O procedimento acima permite definirL 4 \ n & J R A

uma famnia de medidas {P:; 2 e E} sobre (O,Fo).

de

E( [ 1/(a, s, w) | 1{,$(.}p“ (ds, da)) < oo.
J Ex R+
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Para h € Z>(A"), A-h é definido como sendo

«"„(,) = *„(') +À“(,) F (h(y) – „(,))a(dy;'),
E

em que X/1(.) é tal que para todo 1 € E e te [0, t(z)),
t

h( é(t, 3)) = „(,) + | Zh@(s, ,))*
0

É conveniente definir TiP = 0 e Z! = 3.

Para o caso em que @ = (u, u, . .. ) escreveremos Vl = u,

e teremos assim um PDP {Xf } homgêneo no tempo

como definido na seção 2.

Obs. 2.1 : Note que como mencionado em [2], se A é
limitada então 13ah e E{'” (p" ).

Como anteriormente, podemos definir uma família de
medidas {P/;z e E} sobre (Q , Fo). Reforçamos a
condição da seção 2 e assumimos que para todo 2 e E e
\l>esl

3. O Problema de Parada Ótima com Controle
Contínuo

ac

E!(EJl{179}) < DO
A=1

Nesta seção definiremos o problema de parada ótima
com controle contínuo para uma classe de PDP's variantes

no tempo.

para todo t e IR+. Em particular, como antes, T! –> ao
quando k –+ ao q.s.

Definimos uma filtragem contínua à direita, :r! , de
modo similiar à seção 2.Seja $ = Z/ xt/ x . . ., o espaço formado por infinitas

cópias de tI. Uma estratégia @ é definida
@ = (ui, 212, . . . ) € @) e o

corno

PDP{Xy}domovimento

associado a uma estratégia partindo devariante no temDO

Denotaremos por M+ o conjunto de todos os :F!-
instantes de parada.

do seguinte modo. Tomaum ponto a cons

se uma variável aleatória Ty tal que

r P Á +nas:J
Associado com a estratégia $' e um instante de parada 7,
um ft+-instante de parada , definimos os seguintes custos
para o processo :

PItT! > t) = { :’p{ – JiA" $(s' '))ds}
para t < f (3)
para t 2 f (1)

J+'M=E! Ç/: '-'' f+ (X!)d; +

/: -'–«',+'(4)dp@ (s) + '-'’p (X/ )) ,
Agora, selecionado zf, uma variável aleatória
independente de Tf, tomando valores em E, com

distribuição Q"1 (.;@(:F1#,a)), a trajetória de {Xf },
partindo de a, para t $ Tf é dada por com a > 0 e

*'={ 3:,'’'’tal t < T{
fort = T?

/+(xy(„,)) = r* (é(' – :E-, („,), ')) para lri–1 („,) $
8 < :a(w),

Partindo de Xl+ = Z{ , seleciona-se o próximo intervalo

entre saltos, T{ – Ty , e a localização pós salto

X{, = Zt , do mesmo modo que acima, usando t12 em

e

r+(X:( (w)) = rt- (4(A)_ (a)) para s = E (w).

vez de ul . Por indução obtemos o movimento do processo Considere agora o problema de parada ótima com
controle contínuo dado por :

para os demais intervalos entre saltos e sua localização

pós saltos.
p(,) = inf i„f J+' (z).

tbeqYTeM'b
Temos assim a trajetória do PDP {X;’} com instante de

saltos T{ ,T! , . . . , e localização pós saltos 4#, Z?, . . .

Para prosseguirmos é conveniente definir também o
problema de parada ótima üuncado com controle
contínuo.



Para n = 0, 1, ... , poremos c) JJ’(àl, /Q)(a) = inf _ _ 7(Al 1lb)(tIa)}
0 É t < t* (r)

d)LtR 1, b)(') = :gz) (4 (hl , b )(') A # (& .
ar'(,) =

E! ( 1~U f,-': ft tX!)ds + 1:~T-

e-'’Aav(xy;,7#))1

e–'' ,+ tX! )dP* (s) +

O operador Z(. , .)(.)é chamado de operador primeiro
salto, e esta associado à decisão de parar antes do
primeiro salto ou continuar.

e

PnL') =}nf _ inf .J3Jt,1.
@eWTeÂÍ@

4. Resultados Auxiliares

O próximo Teorema estabelece a conexão entre o
operador primeiro salto e as inequações variacionais.

É claro que, como definido, p(3) $ p„(3) para todo
z e E. Agora, para todo z € E, seja Teorema 4.1: Para qualquer hI e IB(E), hr e IBa'(E),

temos h = 1(111, /12) se, e somente se, h € 1Bac(E) e
satisfaz , para cada 3 € E,7(,) =

{u(.) : [0, oo) H tU mensuráveis; uCs) € UbI) (s, a)) para cada
s e [0, oo) se t* (3) = ao,

u(.) : [0, t* (2)] +> U mensuráveis e uCs) e U (é(s, 3)) para cada
6 e [0,t*(a)] se t*(3) < oo}.

i)h(,) $ Al (,)

ii) Zh(a) – a A(z) +

mã„..,(.) {/(,, a) – X(',QL(h(,) – b (g))a (dg; ', a)} 2 0Para todo u € U, definimos u(u) e Y(r) por :

„(„)(t) = „(é(t)'))) te [0,m) „ f (,)=m
t e [0, t* (3)] se t* (a) < oo,

/-(é(s} ')) = /(é(s, ') 9 z,(s)),

ou

tiO (hl (1) – h(3)) (ZA(3) –a A(a) +

mh..,A\fb,a) –XQl® IEa'(') – h(9))Q(dg; z, ')}) = a
À’( é(;, „)) = À(é(;, „), „(')),

e para z € a- E

Q-/'2(é(', ,)) = Q/.2 (é(', '), ',(')),
iD) /,(z) = hl (z) A minn€u(=) {r(z1 a) + Qb (z 1 a)}

,”(é(t*('), ')) = ,(é(t*('), '), „(t* (,))) Uma consequência imediata deste Teorema é o seguinte
Corolário.e

a)JV(Ar , /12) (t, 3) = Corolário 4.1: Sob as condições do Teorema 4.1, e
11 eU tal que para cada 3 e Et

l e-''-"('’) (/-(é(s, z)) + À- (é(s) z))Q’& @(s, ')))ds +

e–''-""'*’„1 (é(:, ')), /=(2) –À;(a) [ (h(3) –,12(y)) a(dy;,) =
E

min„„@{i(', a) – À (z1 a) [_(hC„) – 112 (y))Q(dy; a1 a)}b) K'’(À2)(') =

rt' (r)
/ e–''–"-'*’(/''(é(s,z)) + À'’(é(s, ,))O-,„2(é(', ,)))d' +
0

e–'*'(’)–/'’(*'(’)=’)(,'’(é(t* (')) ')) + Q-/.2 (é(f (')) ,))),

/(z) + Ql'h2 (z) = minueu(;) {r(zl a) + Qb (z7 a)}1

uma das três condições abaixo é verdadeira :

eTn que A'(t) z) = low bb,'Vds}
1)h( é(t, 3)) < /12(é(t, 3)) para todo te [0, ao) se
t*(a) = oo e para todo te [0,f (a)], se t*(3) < ao;e
neste caso
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h(') = K'’(=)(à2)(,) =

U 17(3)Àa’ (Jb)(a) /J%3) 4(hl ’ hQ ) ( Ir) '

a) .972(') É Pn(,)

2) /,(,) = /'2 (,). b) ar"s“ (') $ .9,1(,) + '.

3) Para algum w e to, oo) se t* (3) = oo,ou
para algum u € [0, t- (3)] se t* (a) < ao, daí
temos h( é(t, 3)) < /12(é(t, 3)) para todo t € [0,u), e
h(é(u, 3)) = h2 (é(#, 3)); e neste caso

Uma vez que a sequência {0,}„ é decrescente e limitada,

existe uma função limite O(.) =nZ@ w O, (.).

O próximo Lema caracteriza O(.) como ponto fixo do
operador primeiro salto, em IBac(E).

h(z) = JU(2) (/11 , 112 ) (#, a) =
inf JEÇt\\ 1/z'2)(3) $ inf IP (/b )(:r)

u e Y(a) - ue Y(3)
lama 5.1: O € 1B''(E) e satisfaz OCa) = É(9, O)(3), para
todo 3 e E.

5. Resultados Principais
Definimos 8 como no Corolário 4.1 com h = /12 = 19 e
T, € MB , para € > 0 arbitrário, como

Para n = 1, 2, . . ., definimos a sequência de funções r, = in/{t 2 0; e-at P (Xt ) $ e-atd ( 4 ) +€ }.

On+1 = E(9, On), do = 9. Pela limitação de 9, p, segue que 7, < ao w.p.1.

Do Teorema 4.1, temos que para cada n, O„ e IBac(E). A
seguir, na próxima Proposição, mostraremos que {0,}, é
uma sequência monótona e decrescente de funções em
B''(E).

Temos então o seguinte Lema, que auxiliará na prova de
que O(.) = p(.), bem como na obtenção da solução de
parada €-ótima.

l2ma 5.2: Para todo a e E,

Proposição 5.1: Para cada n = 1, 2, . . .e 3 € E, .9(') =

E: Ç/o' :e–''f= tg)ds + Jo' e-'' ? a- )@” (s) +

e–'’'0(4 )) .

.9..(„) $ .971–1(,).

Agora, definimos (, eU como no corolário 4.1 com
h = O„ e hz = 19„_1 , e fazemos Ibn =
((„, („_1, ... , (1 , u, u, . . . ) e @, em que u e &/ é tomado
de forma arbitrária. Para € > 0 arbitrario, poremos

A partir dos Teorema e Lemas anteriores obtemos o
seguinte resultado , este constitui o principal resultado
deste trabalho.

Sn-1,€ (3) =

t*(')1 se K'’(':-) (On-1)(') $ J;(Ç") (91 On–1 )(,)

in/{0 $ s < f ( 3); 7(C”) (cp,O„_1 )(s,a) $

Jo”(<”)(99 012–1)(3) + €}9 se JJ(C") (99 On-1 )(3) < K-Ka (On–1)(3){

Teorema 5.2: As seguintes asserções são equivalentes:

1) Existe uma única solução O € 1B'=c(E) para o sistema

„,(,) = 1;(9, „,)(,)
e para todo 3 € E.

Sl,, = s.,, (Xo) A #:

S„+12' = {711T? ;(:!:::)Sn.E :: ;:::::

2) Existe uma única solução p e B'“ (E) para o sistema,

> s„,, (Xo )

$ Sn.e (xD )
2.a) „,(') $ 9(,).

2.b)Zm(1) – aw(z) +

má„aGU(=) {/(„, a) – À (,, a) [ („,(3) – „,(g))Q(dg; 31 a)} 2E
O próximo Teorema mostra que O„(.) = % (.).

Teorema 5.1: Para qualquer 3 € E, € > 0, n = 1, 2, . . . ,
temos que
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