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“Leonardo era guidato sempre da uno spi-
rito geometrico, o volesse analizzare un
oggetto, o volesse concatenare un ragiona-
mento, o generalizzare le proprie idee. Egli
sempre voleva che l'esperienza precedesse
il ragionar sulle cose. Cosi parlava Leonar-

do un secolo avanti Bacone™.

., LEONARDO DA VINCI

(Del moto e misura dell'acqua —— Prefazione).

“It has been said that progress in theoretical
engineering is an advance in the way of
“thinking”’. | am deeply convinced of the
importance for the hydraulitlz engineer of
learning to think in terms of varied flow and
of practicing such thinking in the everyday

approach toward practical problems.”

BAKHMETEFF

(Hydraulics of open channels).

37



Bibliotéca da Escala Politécnica

[~V
¢

Capitulo 1

Configuracdo Genérica do Problema

Introducgio

Toda verdadeira siencia, autoconsiente de seus
defeitos, uns inevitaveis, outros a remediar num
indeterminado futuro, e de suas impressionantes
imperfeicdes, é afinal, em seus aspétos essenciaes
e significativos, uma consequencia logica das re-
volugdes inesperadas que néla se operam.

Esses grandes saltos bruscos sioc como curvas
de inflexio na trajetéria aparentemente retilinea
do pensamento humano, que é a vida manifesta
e a alma recondita de todo saber.

O pensamento nido é, como ingenuamente pre-
supSem alguns, sempre o mesmo, nio segue uma
rota prevista de antemao, ndo se sujeita a nor-
mas inflexiveis tracadas a priori, nao se presta a
inducées arbitrarias. Sé obedece, autoconsiente-
mente, s suas proprias leis, &s suas proprias ne-
cessidades imperiosas, aos seus altos designios, &
profunda natureza cosmica do seu intimo ser.

Desse panorama espiritual que o pensamento
domina, surge o inesperado das grandes desco-
bertas, a magnitude do conhecimento, a linha de
grandes inflexdes que a siencia vae tracando em
sua marcha.

Subordinada dinamicamente ao imperativo do
pensamento humano, por si sempre livre, pensa-
mento que em sua mais alta e pura expressao in-
depende do mundo fisico, a Siencia é a histo-
ria de um dos aspétos da atividade humana, do
aspeto que se volve ao estudo do mundo fisico
por meio dos sentidos e do cerebro que se acha
ligado aos sentidos.

Tambem na Mecanica dos Fluides, sobretudo
em seu ramo mais técnico e pratico que tem o
nome de Hidraulica, o fatdr inesperado dessas
curvas de inflexdo do pensamento teria que se
revelar.

“Siencia de coeficientes”, como a denominaram
alguns espiritos matematicos do seculo XIX, a
Hidraulica parecia até 1880 condenada aoc em-

pirismo e ao “mais ou menos  das numerosas
formulas experimentaes.

O genio penetrante de Osborne Reynolds ope-
rou fecunda revolucio de imenso alcance no cam-
po dos conhecimentos hidrodinamicos. Dessa ge-
nial revolu¢do, que vae buscar a sua inspiracdo
retrocedendo de quatro seculos ao genio primi-
tivo de Leonardo da Vinci, tirou a Hidraulica a
sua nova feicdo, hoje orientada, como queria
Leonardo, pelo consorcio entre analise matema-
tica e experimentacdo: calculo e laboratorio.

Com Reynolds, e, depois de Reynolds, com
os seus grandes dicipulos e continuadores, a Hi-
draulica resurgiu do seu tumulo de coeficientes
inexpressivos.

Resurgiu como nova siencia. A nova Hidrau-
lica, ostentando a sabedoria que poderia conter
a antiga, tem a mais a pujanca que lhe deu a
concepgiio de Reynolds, possivel de se resumir
num simples parametro adimensional, numa sim-
ples constante especifica: o numero de Reynolds.

Antes de Reynolds é Boussinesq quem se aplica
ao torturante problema da resistencia fluidodina-
mica em regime turbulento. N&o o resolve, mas.
deixa mésse preciosa de observacées, de relacdes
entre os diversos fatdres que intervém no feno-
meno.

Ele é o precursor das novas concepcdes. Pre-
para o caminho de Reynolds.

De Boussinesq disse Bakhmeteff em seu trata-
do sobre os canaes descobertos: '“The distinction
between states of flow was made clear by Bous-
sinesq (Essai sur la théorie des eaux courantes).
This opus magnum presents a cornerstone in the
development of mechanic of fluids, and remains
a treasure of inspiring suggestions. Among other
features, we owe to Boussinesq the term turbu-
lent motion”.

Com Reynolds se transforma a teoria do movi-

mento das correntes fluidas, no seu duplo aspéto
laminar e turbulento, esclarece-se o problema da
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resistencia fluidodinamica, renasce e se amplifica
a teoria da semelhanca inaugurada por Newton,
continuada por Froude, e aplicada com exito pe-
los fisicos modernos. As duas grandes concepgdes,
a de Boussinesq e a de Newton, se unem para
constituir, 4 luz das concepc¢does de Reynolds, a
moderna Fluidodinamica, com as suas importan-

tes aplicacdes & Hidraulica, 4 Nautica e 4 Aéro--

nautica.

Na antiga Hidrodinamica, repleta de longos
desenvolvimentos matematicos, as abstracdes,
afastando-se cada vez mais da realidade exterior,
construiam uma estrutura logica artificial que a
tudo dominava. Na velha Hidraulica, divorciada
cada vez mais da primitiva, mas fecunda, conce-
psao de Leonardo da Vinci, cada problema era
penosamente tratado em separado. Faltava-lhe
uma vista de conjunto que relacionasse e ilumi-
nasse os diversos problemas.

Perdia-se gradualmente o contacto das reali-
dades. Hipéteses subjetivas, mas irreaes, impe-
ravam. O seu valor para resolver os problemas
imediatos ficava abaixo de aproximacdes empi-
ricas, e parecia provir de ilusorias conjecturas ou
de vagas probabilidades.

A Hidraulica se desagregava, como a sua mes-
tra mais sabia, a Hidromecanica, em pequenas
ilhas monotonas e inexpressivas com o nome de
problemas praticos, tudo assinalado, como cruses
num cemitério, por coeficientes estéreis a lamen-
tarem a ausencia do. verdadeiro Conhecimento.
Os espiritos mais exigentes, habituados & preciso
e ao rigor da analise matematica, a apodavam
de “siencia de coeficientes”. E com este apodo
e com esta triste esterilidade se ia arrastando por
entre a Siencia e a Técnica a veneravel Hidrau-
lica, filha diléta de Leonardo.

Breve resumo.

Newton fundou o que nos aparéce hoje como
essencial no nosso conhecimento da viscosidade
e da resistencia. A ele devemos a primeira lei
de semelhanga mecanica. Egualmente de Newton
provem a atual possibilidade de unir as duas teo-
rias, ambas desenvolvidas depois pela concepcao
de Reynolds: a da semelhanca fluidodinamica e
a da viscosidade, como fatér decisivo na equa-
cdo da resistencia.

Naturalmente, como consequencia da ativida-
de de Newton, déle nos proveiu a equacio mais
conhecida exprimindo a resistencia fluidodinamica
em funcido da velocidade.

Da compreensio do conjunto destas concepgdes
nasce um melhor entendimento do problema da

resistencia. Pedindo & teoria geral de Boussinesq
a sua capacidade de definir com suficiente preci-
sio a turbulencia ou a laminaridade do fenome-
no, pode-se coordenar as idéas de Reynolds em
torno das de Newton, e obtem-se o que os hidrau-
listas chamaram de “escola ingleza™, cujo inspi-
rador é Reynolds.

E assim, com o auxilio que veiu, depois de
Reynolds, dos trabalhos de Prandtl, Karman,
Mises, Levi-Civita, poderemos expér sumariamen-
te um dos capitulos mais interessantes da Hidrau-
lica moderna: resistencia entre solidos e corren-
tes fluidas, laminares e turbulentas, & luz do nu-
mero de Reynolds e das suas outras concepgdes.

Viscosidade, e seus primeiros efeitos dinamicos.

O fluido perfeito, idealmente suposto despro-
vido absolutamente de viscosidade, ndo existe na
realidade.

Todos os fluidos naturaes se afastam menos
ou mais desse estado ideal que é um estado asin-
totico para o qual tende o fluido natural, quan-
do se admite que a sua viscosidade tende para
zéro.

Que o fluido perfeito possa ser identificado
com um fluido natural, cuja viscosidade é imen-
samente pequena, é ponto discutivel: os ultimos
trabalhos de Prandtl e Karman, bem como a con-
cepgio de Villat, indicam que a proposigdo é ver-
dadeira para certos casos, nos quaes se possa en-
carar o sistema como em equilibrio, isto é, equi-
para-lo 4 situagio dos fluidos naturaes no regime
hidrostatico.

No estado de equilibrio, os fluidos naturaes sdo
regidos pelas mesmas leis que regulam os fluidos
perfeitos ou nao viscosos, desde que se suponha
imodificada a estrutura molecular de isotropia si-
metrica, commum aos fluidos em equilibrio. A
isotropia simetrica se entende corresponder a uma
estrutura molecular homogenea e constante. Quer
dizer: o fluido tem as mesmas propriedades fisi-
cas em todas as direcGes de cada um dos seus
pontos, e em ambos os sentidos. Se o corpo néo
é homogeneo, a estrutura molecular podera va-
riar de um ponto a outro, mas no estado de re-
pouso, se a estrutura é a mesma num dado ponto,
a viscosidade nfo influe sobre as leis de equilibrio.

Viscosiclade, atrito, resistencia, sao as formas
mais frequentes com que na natureza se manifes-
tam as acdes mutuas entre solidos e fluidos. Sao
forcas modificadoras do movimento. Tendem,
pois, a transformar os resultados das equagdes
geraes da dinamica dos fluidos perfeitos.



Bibliotéca da Escola

= L=

—h —

Quando o fluido se acha em movimento, em
virtude do deslocamento das particulas fluidas,
altera-se o estado isotropico em torno a cada
ponto. Acdes tangenciaes que ndo existem na
ausencia da viscosidade, e que sdo proporcionaes,
por definicdo, & viscosidade, exercem influencia
maior ou menor, mas que de modo geral ndo é
desprezivel, sobre os carattéres essenciaes do fe-
nomeno.

A viscosidade é essencialmente resistencia in-
terna que todo fluido natural opée ao movimento
relativo de duas quaesquer camadas adjacentes.
E’, pois, uma especie de atrito interno: — atrito
que toda camada fluida manifesta contra o mo-
vimento das camadas contiguas em toda a super-
ficie de contacto.

Com esta definicdo se vé que é facil distinguir
viscosidade de atrito.

Ha, portanto, hipotéticamente, uma forca flui-
dodinamica que se opSe ao movimento relativo
de duas camadas fluidas adjacentes. Forca que
nfo existiria no caso ideal dos fluidos perfeitos.
Forca de viscosidade, ou simplesmente viscosi-
dade, é sinonimo de esforco de torsdo que in-
ternamente se revela entre duas camadas conti-
guas quaesquer. .

Em estado de movimento, dada a anisotropia
que decorre para o fluido, a distribuicdo dos es-
forcos nos elementos planos passando por um
ponto generico é naturalmente diversa do que
acontece na situacdo de repouso. A pressio em
cada ponto deixa de ser grandeza escalar, fun-
¢do apenas do tempo e das coordenadas, e tem
de ser funcdo geralmente complexa, a valores
infinitos, de modulo, direcio e sentido, depen-
dentes nio s6 dos elementos primitivos (tempo
e espago), mas outrosim da posicdo do elemento
diferencial sobre o qual essa pressdo unitaria se
exerce. il

A viscosidade, assim considerada, resulta com-
paravel a uma resistencia interna especifica, exer-
cendo-se em cada ponto como forga que altera
o deslocamento de cada estrdto fluido no seio
da massa.

Para obter uma suficiente definicio matema-
tica, chamemos f essa resistencia ou forca devida
4 viscosidade num ponto generico M de coorde-
nadas cartesianas X, ¥, Z. Representando por v
a velocidade, e tomando a situagdo dos eixos
coordenados de modo a ter o eixo dos x para-
lelo 4 direcio do movimento, devemos conside-
rar que a forca de atrito interno ou de resistencia
devida 4 viscosidade por unidade de area é pro-

dv
porcional ao gradiente de velocidade ¢

y

#ﬁ=j§z ¥

“,‘

M v ——
Fig. 1|

Esta proporcionalidade foi estabelecida por
Newton, cujos trabalhos mostraram que a velo-
cidade varia gradualmente, e nio bruscamente ou
por saltos, de uma camada para outra camada
adjacente.

Os deslocamentos possiveis das particulas flui-

'das pertencem ao grupo das deformagdes, em

virtude da viscosidade. As tensdes, produzidas
por estas deformagcdes, sio aproximadamente pro-
porcionaes 4 velocidade das deformagdes.
Newton estabeleceu, nas consideragdes que dei-
xou sobre a viscosidade, que a resistencia ac mo-

. 2 dv e
vimento depende do gradiente F— , exprimindo

Y

assim que, quando duas camadas adjacentes se

deslo¢am uma sobre a outra, a resistencia é pro-

L dv
porcional a — .

y
Designando por p um fatér que representa esta
proporcionalidade teremos

dv
dy

O coeficiente p é o coeficiente de viscosidade.

f=p.

A viscosidade, assim definida, simples-proprie-
dade fisica dos fluidos naturaes, nio depende da
velocidade de translacio das particulas. Depende
simplesmente, conforme mostraram as experien-
cias de Poiseuille confirmadas muitas vezes, da
temperatura.

Fisicamente a viscosidade é geralmente defini-
da experimentalmente: uma superficie plana de
area A, suficientemente grande para se diminuir
a influencia do contorno, mergulhada no fluido,
é deslocada paralelamente a uma dada direcdo,
isto é, paralelamente a um certo plano situado
4 distancia 1, com velocidade constante V.-

Somica
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A forga necessaria para manter este movimento

sendo f, temos f = u LA_I_‘_/_
- i
donde RIS Av

!

Desta relacio resulta uma definicio fisica, for-
mulada experimentalmente, para o coeficiente de
viscosidade.

Posto que, como vimos, resulte desta defini-
cdo que os esforcos tangenciaes de viscosidade
para os diversos fluidos, supondo-se semelhan-
tes as circunstancias do movimento, sio diréta-
mente proporcionaes a este coeficiente Y , ndo
ha duvida, porém, que quando se comparam 0s
diferentes efeitos da viscosidade quanto 4 modi-
ficacdo que esta imprime & configuragio dina-
mica do fenomeno, é o quociente destes esforgos
tangenciaes pela inercia do fluido (isto é, pela
densidade) que mais importa. O que caracterisa
melhor o fenomeno, o que imprime um cunho de
apreciacdo mais impressionante, nio é o simples
coeficiente p., e sim o seu quociente pela densi-

dade p do fluido.

A este quociente, geralmente representado pela
letra v, di-se o nome de coeficiente cinematico
de viscosidade.

Assim, é v que é empregado para caracterisar

a viscosidade: =

G

[
Este fatér determinante e especifico v & tanto
maior quanto menos denso é o fluido.

Experiencias numerosas mostram que este coe-
ficiente cinematico de viscosidade é muito dife-
rente para os diversos fluidos. E' de notar que
v é menor para a agua do que para o ar, ao
contrario do primeiro coeficiente p. Para a tem-
peratura entre 0° e 20° centigrados v é 7 a 13
vezes maior para o ar do que para a agua.

Embora contraditéria 4 primeira vista, a esco-
lha do coeficiente cinematico de viscosidade obe-
deceu ao mais profundo critério matematico. E’
vV, € ndo i, que exprime claramente a resistencia
que os fluidos oferecem 4s a¢des de solidos ou
de outros fluidos.

No decurso deste estudo da resistencia fluido-
dinamica, veremos pouco a pouco, sobretudo nos
fenomenos particulares que traduzem a influencia
do numero de Reynolds, que esta escolha de v,
coeficiente cinematico de viscosidade, se torna
cada vez mais justificada.

A denominagdo de cinematico para este coe-

ficiente € muito justa, pois as suas dimensdes sio
independentes da dimenséo-forca. Ele se ma-

nifesta como expressio cinematica, e ndo dina-
mica, pois ndo contem uma dimensio que de-
penda da forca. E' cinematicamente que v ex-
prime a natureza do movimento de um sistema
fluido. Neste sentido, elle exprime a natureza do
fenomeno com muito mais evidencia do que W.

Velocidade reduzida ou numero de Reynolds.

Quando se considera o movimento geral de
um sistema fluido relativamente a um corpo so-
lido, ou sé prevalecendo por si, sem solido, a
velocidade de cada ponto é um valor expressivo
do fenomeno, mas ndo o caracterisa por com-
pleto. '

Examinando-se os diversos casos do movimen-
to relativo de um fluido e um solido, vé-se que
a resistencia, além de ser proporcional, para flui-
dos viscosos, 4 primeira potencia da velocidade,
ou, em geral, a uma potencia n da velocidade,
¢ tambem proporcional 4s dimens3es lineares do

sistema, e inversamente proporcional a —H—.
p
Assim, aparece desde logo, para caracterisar

nlv

a resistencia, um fatér especifico da forma
v #
ou ——
v

Esse fatér é adimensional. Basta, para nos
convencermos, examinar a dimensiao de cada ter-
mo. E', pois, uma constante numerica. A este
parametro se denomina velocidade reduzida, con-
forme o designa Mises, ou, melhor, numero de
Reynolds, que é o nome geralmente usado.

No decorrer deste estudo veremos como do
numero de Reynolds dependem as condi¢des de
movimento de todos os fluidos fisicos, como ele
é fundamental na expressio das leis de semelhan-
¢a mecanica, e, emfim, como influe de modo im-
portante e revelador em grande numero de pro-
blemas fluidodinamicos.

Veremos que a sua influencia pode ser dimi-
nuta quando se torna muito grande, seja pelo
valor enorme da velocidade, seja pelas dimen-
soes consideraveis do sistema, seja pelos peque-
nos valores de v. A sua influencia se torna no-
tavel quando se consideram estratos ou camadas
fluidas de pequena espessura, ou quando a velo-
cidade tende para zéro, ou quando cresce o valor
de v. Em qualquer destes casos, o numero de
Reynolds, geralmente abaixo dos chamados gran-
des numeros, representa um importante papel no
fenomeno.

Chamando R o numero de Reynolds, temos

R — vl

v
O nome de velocidade reduzida, empregado
por Mises (Technische Hydromechanik) significa
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que R é de fato uma velocidade, uma velocidade

1
reduzida na razio de |l para v, isto é, — . A

v
reducido desta velocidade é tanto maior quanto
maior é a dimensio caracteristica do sistema, e
guanto menor fér o coeficiente cinematico de
viscosidade.

hl
I|
1y

B‘k; ; A

Fig. 2
Aparelho de Reynolds:

A: tubo de vidro com filamento coloride
B: wvalvula de regularisagio da velocidade
C: entrada do liquido e valvula.

Osborne Reynolds, experimentando uma cor-
rente fluida pelo seu metodo de liquido colorido,
mostrou que o movimento pode ser de duas na-
turezas caracteristicas, que correspondem a dis-
~ tingdo feita por Boussinesq entre movimento la-
minar e movimento turbulento.

Introduzindo-se gradualmente o fluido colorido
em um recipiente com liquido incolor, aumentan-
do-se lentamente a velocidade, observa-se que
o movimento se conserva laminar até um deter-
minado valor da velocidade, chamado valor cri-
tico. A partir deste valor o movimento & instavel
até outro determinado valor da velocidade, que
é o segundo valor critico. A partir deste, 0 mo-
vimento se torna nitidamente turbulento, e cada
vez mais.

Operando-se com fluidos diferentes, e com di-
mensdes diversas, chega-se 4 conviccdo de que

: ’ vl A
a velocidade reduzida — & um indice seguro
' v

da turbulencia do sistema.

A velocidade reduzida ou numero de Reynolds
caracterisa o sistema fluidodinamico. Para va-
lores pequenos de R o movimento é laminar, até
o valor critico. Depois, é instavel. A partir da
segunda velocidade critica, para numeros gran-
des de Reynolds, o movimento é turbulento, e
tanto mais turbulento quanto maior é o valor do
numero de Reynolds.

Das equagdes de Navier as equacdes de Euler.

Em Geometria uma curva se define como asin-
tética a uma determinada dire¢do quando a sua
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Fig. 3

Experiencias de Reynolds num tubo contendo liquido
colorido. O 1.° tubo mostra o movimento laminar até o
valor critico da velocidade. O 2.°: o inicio da turbulencia a
partir da velocidade critica inferior. O 3.°: franca tur-
bulencia a partir do segundo valor critico da velocidade.

distancia 4 réta que designa a direcdo fixa, di-
minuindo sempre, tende para zéro, sem comtudo
ser possivel assinalar o ponto em que esta dis-
tancia se antila. Num percurso finito esta nunca
é egual a zéro. Para um percurso imensamente
grande, pode-se considerar essa distancia como
imensamente pequena.

Vé-se como esta definigho d4 para o asinto-
tismo uma configuracio matematica muito dife-
rente de uma simples e radical intersecdo entre
curva e réta.

Analogamente se passa com muitas concepgdoes
e hipéteses que a Fisica julgou necessario esta-
belecer.

Ha uma grande diferenca entre se dizer que o
fluido perfeito é o de viscosidade niila, e a outra
proposicio que tem predominado recentemente
nos estudos de Hidrodinamica; que o fluido per-
feito deve ser considerado como o estado asin-
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tético de um fluido natural (viscoso), cuja visco-
sidade tende para zéro.

Esta é a orientacdo que tem seguido a conce-
pcdo do fluido perfeito, passo a passo evolvendo
com o evolver dos estudos da Dinamica dos
Fluides. E a Hidraulica, sempre subordinada a
estudOs mniais geraes e mais importantes, vem
acompanhanclo, em virtude de sua natureza, o
critério cada vez mais analitico-experimental da
Fluidodinamica.

Os dois conceitos, acima indicados, sio dife-
rentes, no fundo. Dizer que no fluido perfeito
a viscosidade é nula, simplifica imediatamente as
equagSes do movimento, mas com esta brusca
simplificagdo perde-se de vista o evolver do fe-
nomeno, passagem de uma pequena viscosidade
a uma viscosidade ainda muito menor, ou imen-
samente pequena.

A segunda concepgdo, conservando a viscosi-
dade como fator essencial, introduz a sua a:ula-
cao somente nos resultados, quando se anulam os
termos que contem como fator o coeficiente de
viscosidade. Esta concepgido, embora na aparen-
cia equivalente & primeira, permite acompanhar
o fenomeno, e compreende-lo melhor.

ff————— U.b-

b

‘—"’*————_——— c

b - TURBULENTO

Fig. 4

Camada-limite de Prandtl. — De a a d 0 movimento é

laminar para pequenos valores do numero de Reynolds.
De d em diante o movimento é turbulento para grandes
numeros de Reynolds.

Na teoria da camada limite, instituida por
Prandtl, parte-se da concepcéio que a viscosidade
do sistema s6 faga sentir a sua influencia em de-
terminadas e restritas regides do campo.

Assim, pois, o fluido perfeito, concepcio ideal,
deve ser considerado asintoticamente como um
caso limite, quando a viscosidade, diminuindo
progressivamente, tende para zéro.

Segundo a concepgao. de Villat (*), que é a
— S T AR
(1) - Villat: Lecons sur lHydrodynamique

mesma de Prandtl e de Reynolds quanto & natu-
reza do fluido perfeito, um bom metodo deve
consistir em indagar como evolveriam as cara-
cteristicas do movimento de um fluido viscoso,
quando se passa a estabelecer que a viscosidade

tende a se anular. ,

“O movimento - limite assim obtido, diz Villat,
satisfard certamente as equacdes da Hidrodina-
mica do fluido perfeito, mas com condicées aux
frontiéres, que ndo seria comodo achar a priori.
E' este metodo que Oseen segulu, e tambem os
seus discipulos; sobretudo Zeilon™.

Tambem Prandtl, segue, no fundo, a mesma
concepcdo, e os seus grandes trabalhos sobre as
resistencias induzidas, sobre a camada-limite, e
sobre as esteiras de sulcos, consistem na maior
parte em determinar em cada modalidade do
fenomeno as grandezas das condigGes-limite, ou
condigSes no contorno.

Para: estabelecer as equa¢des do movimento

"do sistera fluido viscoso, com uma viscosidade

expressa por um certo coeficiente P, tomemos
um ponto generico M como origem das coorde-
nadas cartesianas (x, y, z), chamando u, v, w,
as componentes da velocidade nesse ponto, para-
lelamente aos respectivos eixos coordenados. Es-
tas componentes devemos supo-las finitas e con-
tinuas, fungdes das coordenadas e do tempo t.

Para caracterisar o movimento, suponhamos
que uma particula do fluido se desloca de M

para um ponto infinitamente proximo, cujas coor-
denadas serdo x + % x, y + 3y, z 4 § z.

O intervalo de tempo que dura o deslocamen-
to serd representado por §t. A variacio de ve-
locidade serd &u, diferencial da funcio u em re-
lacdo as suas quatro variaveis X, y, Z, t:

B = +—_a +_5“_a +-—at
By

Bx
A derivada sera no limite:
du __ 3u dx u dy
T " T By S
du dz du
+ %z dt + ot

e o mesmo para as derivadas de v e w.
E como pela definicio de u, v, w, estas sio
as componentes da velocidade, temos:

e dx v — dy S dz
Tdt ST dt T dt
donde: L
du du Bu su u
—_— o .,v —— e —e— —
at o T g az T
dv v v
et I S az T
dw Bl ] Sw
dt ~ 3x Y Ty e az * ot
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Como supomos continua a massa fluida, de
densidade p no ponto M, deveremos estabelecer
as condicées de continuidade, que se resumem
a exprimir que a diferenca entre as quantidades
de fluido que entram e saem das faces do para-
lelepipedo (3%, 3y, §z) no tempo ot deve ser
egual ao acrescimo de massa do fluido contido
no paralelepipedo.

Na face dy.5z do paralelepipedo a massa de
fluido que penetra no tempo 3t é

pu dy . 8z . ¥t

A massa que sae pela face oposta no mesmo
intervalo de tempo é

\6 {pu) 8x . 3y . oz . ot
X

pu dy . oz . 8t +

O acréscimo de massa é pois:

o

(pu) 3x . 8y . 8z . &t
ox

Para as outras duas faces os acrescimos serdo
respectivamente ’

5 {pv) 8x . 3y . 8z . Bt
e
8z

O acrescimo total de massa no paralelepipedo
atravez dos tres grupos de faces sera, portanto:

(pv) + %Z (pw) | X

(pw) dx .8y .3z . &t

~ o
]

— . (pu) +
oX

X Bx . By . 8z . Bt .

A massa do paralelepipedo que é no tempo t
egual a p X. dy. 3z. torna-se no tempo t - ot

op -
—— Bt) dx .0y . oz
(p+ 5 ) . oy

Temos, pois:

3 3 (pu 3 {pv

pERRti{e S ( G
ot (4 - oy 0z
que é a equacido geral de continuidade.

Para os fluidos incompressiveis p é constante.
Essa equagdo se torna:

3u v dw
— 4+ + — =0
3x 3y 3z

Para determinar os outros elementos das egua-~
ces, levando em conta a viscosidade, seguiremos
o-metodo dos esforgos elasticos, isto €, a mesma

teoria adotada para o caso dos sélidos elasti-
cos (1).

Se os esforcos no fluido dotado de viscosi-
dade u sdo representados por

Pxx » Pxy, Pxz,

nos quaes simbolos o esforco age no plano per-
pendicular ao eixo de coordenadas representado
pelo primeiro sufixo (x, ou y, ou z), mas na di-
recio do segundo sufixo, as relagées que ligam
os varios esforcos em equilibrio sdo dadas pelas
equagoes:

2 u 3v dw su
Pxx=—p—-——p(£—+, +—)+2P%‘
3 3x 3y 3z ax
’ 2 su v Ow av
Pyy—-—‘P“—P'(R i +—‘)+2P“a
3 X By 8z Y
2 3u v oW dw
RN G (BT e PR )| T
Paz p 3p(x+‘6y+az)+ e
v ou
Pxy = Pyx — P‘(K 2 —By-_)
Sw Bv
Pyz—sz-—l-"(8y + 82)
3 Sw
sz"—:pxz:!"(fu aF = )
0Z oX
_ 1
Nestas relacdes p — — —3— (Pxx + Pyy + Paz)-

Chamando X, Y, Z, as compoentes da resul-
tante F das forcas exteriores por unidade de mas-
sa, teremos:

du 3p

S T 2
e p — -+ i)
d 5
=V — (V)
dt By

P —pz - Py (v
dt bz ‘

designando por /2 o operador de Laplace, isto é

32 i 82 2

3x2 dy? 822

VE =

(1) - Forchheimer (Hidraulica), no capitulo dedicado 4 “resis-
tencia devida 4 viscosidade”.
Gibson (Hydraulics and its applications, equations of
motion).
Lamb (Hydrodynamics).
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Estas ultimas equagGes sio as de Navier, taes
como as deduz Gibson em sua Hidraulica, pa-
gina 56. Elas sdo as mesmas que figuram sob
outra forma no Tratado de Hidraulica de For-
chheimer (pag. 46 da traducdo hespanhola) e
que sdo.as seguintes, feitas algumas transforma-
¢oes simplificativas:

ap du
X — = p — — n.YV2u
pA ox P dt AV
ap dv
Y — = — u.V3v
p oy G o
&p dw
T e, == — — .Viw
P ” P at r.V

Quando se trata de fluido pouco viscoso,

tal como a agua, pode se estudar o movimento-
limite: o qual serd definido por
g —> 0

Nesse caso teremos as equagdes de Euler, que
se tiram das de Navier mediante a anulacio do

fatér o

Se o movimento do fluido viscoso, no qual p
ndo é desprezivel, se torna turbulento, é neces-
sario substituir u pelo coeficiente ¢ e as veloci-
dades u, v, w, passam a ser as componentes da
velocidade media ().

O coeficiente &, muito maior do que p
aumenta com a turbulencia do regime, depende
da temperatura e dos caracteristicos do movimen-
to, e foi denominado “coeficiente de turbulencia”.

E', pois, uma caracteristica do regime hidrau-
lico, ou, melhor, o indice de hidraulicidade da

corrente fluida.

(I)_ Boussinesq (Theorie des eaux courantes).
Forchheimer (Hidraulica; “turbulencia”).



SAO PAULO

Capitulo 11

Efeitos Dinamicos entre Solidos e Fluidos

Paradoxo de D’Alembert.

A teoria do movimento dos fluidos perfeitos,
partindo da hipotese da ausencia de viscosidade
e de rotacdes, conduz & conclusio de que um
solido que se desloca no interior de massas flui-
das ndo pode encontrar resistencia ao seu movi-
mento. Reciprocamente, poder-se-ia afirmar que
o solido imerso em uma corrente fluida ndo so-
fre desta nenhum impulso. Este duplo resultado,
evidentemente contrario 4 experiencia e &4 obser-
vacio, nio é mais que uma conseguencia ime-
diata e eloquente da suposicdo inicial de que os
fluidos a estudar sdo destituidos de viscosidade
e de movimentos rotacionaes.

Na natureza, porém, nio ha fluido sem visco-
sidade. Uma camada encontra sempre da parte
de outra uma resistencia maior ou menor ao seu
deslocamento.

Em contacto com um corpo solido, de superfi-
cie mais ou menos rugosa, aumentando a aderen-
cia, a resistencia se eleva. Viscosidade, adesio,
ou atrito, determina resistencia. Dai a contradi-
cio entre a teoria do fluido perfeito, idealmente
desprovido de viscosidade e de atrito interno,
e os resultados do conhecimento objetivo, que
obriga a reconhecer nos fluidos a resistencia in-
terior e carateristica dos sistemas gasosos e liqui-
dos: resistencia especifica, conhecida pelo nome
de viscosidade.

Fsta obvia contradicdo, ha muito tempo reco-
nhecida e examinada pelos fisicos, tomou a de-
nominacio de “paradoxo de D’Alembert”: expres-
sdo que denota com enfase a influencia da visco-
sidade (e de outros fatéres de perturbacio e de
perda energetica) no movimento das correntes
fluidas e das agSes mutuas entre estas e 0s corpos
solidos.

Uma proposigdo tdo categorica, estabelecendo
a ausencia de impulso ou de resistencia nos soli-

dos imersos nos fluidos, consequencia rigorosa
da concepgio abstrata do fluido ideal, constitue
uma contradicio evidente, uma vez que se ob-
serve a natureza exterior. A experiencia imediata
mostra sempre uma resultante jamais nula das
pressdes exercidas pelo fluido sobre o solido. Para
se obter a concordancia da teoria com os fatos
exteriores naturaes, é indispensavel modificar as
hipéteses admitidas sobre a natureza do escoa-
mento do fluido em torno do solido, ou do des-
locamento do solide no seio da massa fluida.
Helhmoltz, Rayleigh, Kirchhoff, Levi-Civita,
Prandtl, e os seus continuadores conceberam su-
perficies de descontinuidade, estendendo-se sem
cessar por traz do corpo solido e a partir do seu
contorno até o extremo limite da massa fluida.
Deste modo, é visivel que ha, acompanhando
o movimento do solido no fluido em repouso ou
seguindo o fluido se este se move sobre um soli-
do fixo, uma perturbacido ondulatoria e oscilato-
ria, estendendo-se ao infinito. Esta parte da mas-
sa fluida, solidaria do inteiro sistema, compreén-
dida por estas superficies descontinuas, da origem
a uma certa perda de energia cinetica. Ca-
vadas nos gazes ou ou nos liquidos, estas super-
ficies descontinuas, verdadeiras ondas complexas,
compondo-se com redemoinhos e vértices, for-
mam atraz do solido uma cauda fluida de tur-
bilhes. Os hidraulistas franceses deram-lhes o
nome de sillages. Os experimentadores italianos,
desde Levi-Civita, as chamaram de scie. Eu penso
poder denominal-as sulcos, ou esteira de sulcos.
Quando o corpo solido é que se desloca no
seio do sistema fluido, o qual se supde em re-
pouso ao infinito montante, o trabalho emprega-
do em vencer a resistencia fluida deve ser consi-
derado como convertido em energia cinetica, re-
presentada pela produgdo dos sulcos, que acom-
panham o corpo solido em seu deslocamento.
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Esta concepgio, que admite a existencia de
turbithdes (deslocamentos rotacionaes) em todo
fluido natural em movimento, nos liberta do
paradoxo de D’Alembert, sem comtudo exigir
forcosamente a v1scosxdade como fatdér unico de
resistencia «(%).

Foi assim que Prandtl construiu a sua teoria
das superficies de sustentacio (Tragfliigeltheorie)
postas no seio de massas fluidas sem viscosidade
(ou antes com uma viscosidade que tende para
zéro), servindo-se desta objetiva consideracio dos
sulcos e turbilhdes, sempre existentes nas massas
fluidas que se acham em contacto com solidos,
ou, mais propriamente, em movimento relativo
com estes (2).

Nao é, portanto, sé da viscosidade que se deve
falar, quando se quer explicar, em sua grande
complexidade, o paradoxo de D’'Alembert. E’
preciso ter em vista que outra hipétese entra em
jogo: a do movimento irrotacional, isto é: que
as particulas fluidas seguem sé movimentos de
translacdo. Tal hipétese é inadmissivel na reali-
dade. Basta observar o movimento mais geral
dos fluidos naturaes para se perceber a descon-
tinuidade e o cardter rotacional das superficies
ondulatorias e oscilantes que se manifestam nos
sulcos: sdo torvelinhos e redemoinhos nos
acompanham a parte turbulenta do fenomeno hi-
drodinamico ou aérodinamico. Sio todos mo-
vimentos de rotacdo, geralmente em torno de ei-
xos instantaneos, compondo-se ou ndo com as
translacdes do sistema.

O estudo destes fenomenos (correntes turbu-
lentas em contacto com superficies solidas) cons-
titue um campo importante da Fluidodinamica.
Encontra aplicacdes de grande alcance na pratica
e na teoria da navegacdo fluvial, maritima, e
aérea, na construcdo e funcionamento das maqui-
nas hidraulicas e pneumaticas, e, em geral, na
Foronomia e nas leis de escoamento dos liquidos
nos condutos livres e forcados.

As acGes e reagdes mutuas entre os solidos e
os fluidos sio extremamente rebeldes 4 analise
matematica. Ha, entretanto, resultados aprecia-
veis, de valor objetivo, do trabalho analitico de
grandes matematicos. Ainda mesmo nos casos
mais simples, esses fenomenos penocsamente se
submetem ao rigor do calculo, tal é sempre a
complexidade da realidade fisica, j4 reconhecida

(1) Bruno Finzi e Gino Bozza em seu recente tratado “Resis-
tenza Idro ed Acrodinamica”, dizem que: "o paradoxo de
D’Alembert, para fluidos de td3c diminuta viscosidade que pos-
sam sger tidos como perfeitos, 14 onde pelo tnenos o seu maovi-
mento é regular, fica resolvido para quaesquer obstaculos,
quando se leva em conta a esteira de sulcos formada por um
fluido em repouso, ou médiamente em repousoc, ou mesmo
formada por turbilhdes situados a jusante do obstaculo”.

(2) Para maior desenvolvimento quanto aos trabalhos de
Prandt]l sobre a sua “Tragfliigeltheorie”, pode-se ver:

Maurice Roy: La theorie de Prandtl.
Prandtl u. Tietjens: (Hydro - und Aeromechanik).

ha quatro seculos pelo genio universal de Leonar-

do da Vinci.
\)}@"‘

— .4‘

_,

o

Flg. 5

Turbulencia causada pelo alargamento brusco da secio.

Desenho de Leonardo da Vinei.

S

//,

Turbulencia por obstaculo normal e situado no eixo
da corrente.

Turbulencia produzida por estrangulamento da segdo.

LLeonardo, na sua grande obra “Del moto e
misura dell’acqua”, estudou com tenacidade infa-
tigavel diversos fenomenos singulares que se
apresentam nas correntes liquidas. O movimento
mais geral, chamado desde Boussinesq, movi-
mento turbulento, ocupou a atencdo de Leonardo.

Ele insistiu muitas vezes em explicar e coorde-
nar os diversos aspectos do regime turbulento:
rotacdes, reflexos, oscilagbes, ondas, vortices, re-
saltos e depressées, transporte de corpos parcial-
mente ou de todo submersos, turbilhdes, rede-
moinhos.

A Hidraulica moderna, passado o seu periodo
fatigante e monotono de “sciencia de coeficientes”
volta a sua atencdo para os fenomenos interessan-
tes que Leonardo observou. De Boussinesq a
Reynolds, de Reynolds a Prandtl, e Karman, o
regime turbulento foi objéto de anélise rigorosa
e profunda, consagrada obstinadamente ao servi-
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co da observagio e da experimentacio, cada vez
mais perfeitas.

-

Justamente é isto que Leonardo queria: unir
a experiencia 4 razio pura, a observacdo ao cal-
culo, o empirismo & analise matematica (*).
%
® %

Paradoxo de Dubuat.

Outra contradicio que aparéce quando se passa
do estudo ideal do fluido perfeito ao do fluido
natural, sempre dotado de mailor ou menor vis-
cosidade, é a diversidade que a observacdo re-
vela entre a resistencia que um corpo solido en-
contra ao mover-se num sistema fluido em repou-
so, e o impulso que a mesma corrente fluida,
quando em movimento, determina no corpo so-
lido, suposto fixo ou imovel . Teoricamente, da
pura concepcio ideal do fluido perfeito, essas
forcas deveriam ser eguaes nos dois casos: resis-
tencia e impulso.

A desegualdade entre esses dous esforcos, afir-
mado por Dubuat e Duchemin e ultimamente
por Prandtl, mas negada por Eiffel e alguns ou-
tros experimentadores, constitue, 4 primeira ana-
lise racional, no ponto de vista rigorosamente
teorico e ideal da concepgdo inicial do fluido
perfeito, uma proposicio realmente absurda, co-
nhecida geralmente com a designacio de para-
doxo de Dubuat. '

Essa desigualdade, se é que existe de fato, co-
mo parecem indicar numerosas experiencias, tem
sido atribuida a uma irregular distribuicdo das
velocidades nos diversos pontos de uma sec¢do ge-
nerica da corrente. Essa distribuicdo irregular das
velocidades poderia explicar o resultado experi-
mental: que o impulso determinado pela corrente
sobre um obstaculo imovel é maior, embora com
pequena diferenca, do que a resistencia oposta
pela mesma massa fluida, quando em repouso,
ao mesmo solido suposto movel.

Prandtl, operando sobre modelos reduzidos de
aéroplanos, foi levado a admitir essa diferenca.
O esforco medido sobre as areas expostas ao
sopro das correntes aéreas, nas experiencias fei-
tas no tunel aérodinamico, era sempre sensivel-
mente maior do que a resistencia oferecida pelo
mesmo modelo, quando se movia com a mesma
velocidade relativa no seio de uma atmosféra
tranquila.

Os outros experimentadores que, como Eiffel,
chegaram & conclusio contraria, afirmando a

(1) Quatro seculos depois de Leonardo, um outro grande
sabio, o eminente hidraulista Boris Bakhmeteff, proferiu estas
palavras valiosas: “In the close cooperation and mutual gui-
dance between theoretical work and laboratory observations
lies the key to future research. Abstract reasoning is jus{
as sterile as blind and unenlightened experiment”.

Bakhmeteff (The Mechanics of Turbulent Flow, pag. 101).

egualdade entre tal impulso e tal resistencia, pa-
rece terem sido induzidos 4 equivalencia das ex-
periencia pela seducdo doutrinaria, a que difi-
cilmente se pode fugir quando prevalecem as con-
sideracdes ideaes do raciocinio puro.

Entretanto, ‘embora sejam de grande peso as
opinides uniformes de Dubuat, Prandtl e outros,
tem-se admitido na pratica a identidade dos dous
fenomenos. Entre os limites das aproximagdGes
permitidas em calculos desta natureza, as diferen-
cas encontradas podem ser equiparadas a erros
insignificantes de observacdo, sem comtudo se
atribuir a esta identidade uma certeza absoluta.
E’ o que se admite geralmente na afericdo e em-
prego dos instrumentos de medida: taquimetros,
molinetes, tubos de Pitot, e em muitos outros
casos de afericdo.

Dubuat exprimiu o seu celebre paradoxo com
a interrogaciio: "N&o seria possivel que no estado
de absoluto repouso a agua, ou outro fluido, ofe-
reca uma facilidade maior a deixar-se dividir e
separar, opondo, pois, uma resistencia menor, do
que quando se acha em movimento?”.

As experiencias de Joukowsky, realizadas em
um canal de paredes moveis, mostraram que
Dubuat tinha razdo, e fizeram com que ele atri-
buisse a divergencia encontrada ao atrito entre a
corrente e as paredes do canal, atrito este que
determinava vortices e outros movimentos rota-
cionaes, de valores deseguaes (como perda de
energia) nos dois casos em apreco. ’

Impulso e resistencia em fungio da velocidade.

Desde Newton que se estuda, pela observacdo
e experiencia e pelo calculo, o fenomeno da re-
sistencia que um corpo solido sofre da parte de
um fluido, seja que um déles se conserve em re-
pouso emgquanto o outro se move, seja que am-
bos se achem em movimento. Dous regimes di-
ferentes ha a considerar: o regime viscoso, que
é o dos fluidos naturaes, e o regime hidraulico,
em que a viscosidade, extremamente reduzida ou
nula, deixa de influir no movimento. No pri-
meiro caso, a experiencia, confirmada pela teo-
ria, mostra que a resistencia é simplesmente pro-
porcional 4 velocidade. No regime hidraulico a
resistencia varia proporcionalmente ao quadrado
da velocidade. Para as grandes velocidades, co-
mo as que se encontram nos projetis das armas
de fogo, sobretudo na artilharia, considera-se que
a resistencia do ar cresce com o cubo da veloci-
dade (regime balistico).

Representando por a, b e ¢ constantes especifi-
cas do regime do movimento, por v a velocidade,
e por S a resistencia, e considerando que a resis-
tencia é tanto maior quanto maior é a area da
seccio mestra, chamando A esta area maxima,
temos para os tres regimes mencionados:
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l.e— S=aAv (regime viscoso)
2°— S=DbAv* (regime hidraulico)
32— S=-cAv® (regime balistico)

Para melhor definir, delimitemos o problema
ao caso dos. fluidos pouco viscosos, ou antes ao
caso ideal dos fluidos perfeitos. Entre estes, to-
memos a agua como exemplo.

Suponhamos que um corpo solido se acha com-
pletamente submerso na agua.

Examinando-se o solido imerso numa corrente
liquida, na qual se tenha injetado uma boa por-
cdo de particulas coloridas, é impressionante a
extrema complexidade de movimentos, quasi to-
dos rotacionaes, que se pode observar na visi-
nhanca das paredes do solido, em toda a super-
ficie de contato entre solido e liquido. (Fig. 9)

Fig. 9

Consideremos um disco delgado plano EF em
repouso, ou antes fixo, num liquido em movimen-
to, que suporemos uniforme. As moleculas liqui-
das j4 a uma certa distancia M N do disco co-
meg¢am a se separar. As trajétorias que eram
até entdo paralelas tornam-se divergentes, e aca-
bam passando lateralmente pelos bordos do obs-
taculo, para depois convergirem pouco a pouco
até se tornarem outra vez paralelas, quando ji
tenham ultrapassado o obstaculo. Em alguns es-
pacos singulares da corrente liquida ddo-se esta-
cionamento de moléculas fluidas, as quaes, sem
translacdo, ficam apenas animadas de movimen-
tos de rotagio: vortices, redemoinhos, etc., for-
mando o que Levi-Civita, Prandtl e Karman cha-
maram de esteira de sulcos. Assim acontece, por
exemplo, nos espagos singulares E F G, antes do
disco, e E F H, depois do disco. Ai estacionam
grupos de moleculas fluidas animadas de rota-
¢cdes numerosas, constituindo verdadeiras caudas
rotacionaes de sulcos, que devem produzir evi-
dentemente perdas de energia para o sistema flui-
dodinamico.

Egualmente porém, com menor intensidade, e
como se amortecendo para jusante, dfo-se des-
locamentos analogos aos dos sulcos. A parte do
fluido situada entre a superficie do plano fixo e
os limites da massa fluida, isto é, E.P e F Q, ani-
ma-se de um movimento intermediario entre a
laminaridade da parte que se acha muito longe
do solido e a turbulencia da esteira de sulcos.

O mesmo se observa essencialmente para ou-
tras formas de corpos fixos submersos.

Em geral, qualquer que seja a forma geome-
trica do obstaculo fixo, as particulas liquidas co-
mecam a divergir um pouco antes de atingirem
o obstaculo, continuam a divergir depois que ul-
trapassam a face anterior do solido, até atingi-
rem uma secio transversal do obstaculo, a partir
da qual tendem a readquirir o paralelismo. De-
pois tornam a divergir para tocar outra vez o
solido.

Finalmente, a uma certa distancia além da face
posterior do obstaculo, depois de terem vencido
o inteiro obstaculo, convergem para se reunirem,
e tendem entdo a novo paralelismo.

Como no exemplo precedente, nos espacos sin-
gulares mencionados, podem ser observadas si-
metricamente rotacdes complexas, qualquer que
seja o obstaculo, constituindo sempre a caracte-
ristica esteira de sulcos.

O mesmo fenomeno pode ser observado quan-
do é um corpo solido que se desloca num fluido
em repouso. Resumindo-se a configuracio esque-
matica deste fenomeno, deve-se dizer que no mo-
vimento relativo de um solido e de um fluido ha
sempre duas esteiras ou caudas de sulcos, uma
situada a montante, outra a jusante, do desloca-
mento.

A resistencia que resulta desse movimento com-
plexo é extremamente rebelde & analise matema-
tica, e ndo ha grande esperanca de que o calculo
venha a achar a expressio exata dessa resistencia
para o caso mais geral.

Os matematicos resignaram-se a tratar o pro-
blema por aproximagdes sucessivas. E' nesta di-
recdo que se fizeram grandes progressos, desde
Newton a Boussinesq e Reynolds, a Karman e

Prandtl.

Newton construiu duas teorias para encarar o
problema. Uma foi adotada pelos seus sucesso-
res, mas a outra caiu no esquecimento.

A primeira consiste em ponderar que todo so-
lido que se desloca forma idealmente no fluido
um volume singular, que se destaca do restante
da massa, volume esse que fica circumscrito a um
cilindro gerado pela secio mestre.

Chamando A a 4rea da seciio mestre, v a velo-
cidade relativa, t o tempo decorrido, esse volu-
me assim idealisado serd A vt.
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A forca viva das moleculas assim deslocadas é
1 vAvt
— S W
2 g
sendo 7 o peso especifico e g a aceleracdo propria
da gravidade.

Essas moleculas assim deslocadas determinam
uma pressio (ou foram deslocadas em virtude
dessa pressdo), cujo trabalho P vt equivale a
forca viva. E' necessario, portanto, que

1 TAvt SEss
2 v2 = Pvt
donde
ve
P=+1A "E“

Esta pressio P nada mais é do que a resisten-
cia S que em sentido contrario o fluido opde ao
deslocamento do solido.

Bélanger, tratando o problema analiticamente,
aplicando o teorema de Bernouilli, juntamente
com o principio das quantidades de movimento,
supondo o fluido incompressivel, achou uma ex-
pressio identica:

. 2

S = kyA —
2g

sendo k um parametro caracteristico do sistema

em movimento.

Poncelet, aplicando o principio da transforma-
¢ao do trabalho, e estudando casos diversos: dis-
cos arredondados, discos delgados, etc.; e esten-
dendo estes resultados ao caso em que o solido
se desloca num fluido indefinido, chegou & mes-
ma expressio de Newton e Bélanger.

Se o comprimento do solido é muito grande
em comparacio 4s dimensdes da linha mestre,
ser4 necessario levar em conta o atrito superficial
sobre as paredes do corpo submerso.

No estudo da resistencia fluidodinamica, Cou-
lomb chegou & conclusdo que era necessario ex-
primir esta resistencia, no caso mais geral, por
dous termos: o primeiro, que é a formula de
Newton, e o segundo composto de duas partes,
uma proporcional & simples potencia da veloci-
dade, relativa & viscosidade do meio fluido e que
é empregada em vencer a coesdo do sistema,
e a outra, proporcional ao quadrado da veloci-
dade, representando a perda de forca viva pro-
duzida ao choque do fluido contra as paredes.
Outros experimentadores chegaram ao mesmo
resuitado.

A expressio da resistencia total serd, portanto
3 s
S = kyA 5 + 1A +(av+bv)
g
na qual formula A, ¢ a area da superficie molha-

da, a e b dous coeficientes que devem ter valores
resultantes de numerosas experiencias.

Grande tem sido o numero de experiencias
para determinacdo desses coeficientes, bem como
muitos tem sido os fisicos que trataram do pro-
blema da resistencia fluidodinamica. Galileu foi
o primeiro a estudar metodicamente os diversos
aspectos da resistencia. Newton, Borda, D' Alem-
bert, Condorcet, Dubuat, Coulomb, Duchemin,
e muitos outros consagraram grandes esforcos
para constituir uma teoria teorico-pratica desse
fenomeno. Apesar desta preciosa atividade scien-
tifica, a resistencia ndo foi completamente eluci-
dada, e os coeficientes nio encontraram valores
fixos e incontestaveis.

Dubuat achou para o coeficiente k valores os-
cilando entre 1,10 a 1,43. Borda encontrou va-
lores entre 1,39 a 1,64. Hutton, valores entre
1,24 e 1,43. Duchemin: 1,25.

Para a e b foram achados valores medios se-
guintes:

a =— 0,000100 b = 0,000125

Prony no estudo dos canaes encontrou:

a — 0,000044 b = 0,000309
e nos condutos forcados:

a = 0,000172 b = 0,000348

A incerteza sobre esses valores empiricos mos-
tra como tem sido penoso e dificil este estudo
da resistencia, e como é ainda insuficiente o nosso
conhecimento desses fenomenos. As pesquizas de
Bernouilli, Euler, Cauchy, Navier, Poisson, e tan-
tos outros grandes matematicos, pouco adianta-
ram. Depois dessa velha e gloriosa escola, resur-
giu com Reynolds a tendencia a observacao do
fenomeno in loco, como fez Leonardo, e, ao mes-
mo tempo, intensificou-se o consorcio entre a ana-
lise infinitesimal e a experimentacdo. Dai o gran-
de merito da “escola ingleza”, que Reynolds
inaugurou.

E' evidente &4 primeira vista que o valor da
resistencia deve depender sémente do movimen-
to relativo entre o solido e o fluido.

Entretanto das experiencias numerosas e pre-
cisas de Dubuat e Duchemin resultou um valor
da resistencia que nio depende tdo sémente do
movimento relativo. Foi demonstrado experimen-
talmente que a resistencia, no caso de um corpo
solido em repouso no seio de uma corrente flui-
da, ou no caso de um jacto fluido contra um
obstaculo fixo, era maior do que no caso do mo-
vimento de um solido num meio fluido em repou-
so. Ha varias consideracées que explicam, como
jA dissemos, esta aparente contradicdo.

Um solido em movimento de translacdo no seio
de um sistema fluido, ou em repouso niima corren-
te em movimento, sofre uma resistencia que depen-
de da velocidade relativa, das propriedades fisi-
cas do fluido, das dimensées e da forma do so-
lido, e tambem, para velocidades acima de um
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certo valor, que veremos ser a velocidade critica,
da natureza mais ou menos rugosa de seu con-
torno.

Para velocidades inferiores a essa velocidade
critica, isto é, para o estado laminar da corrente,
a resistencia é produzida principalmente pela vis-
cosidade das camadas adjacentes. Neste caso &
proporcional 4 velocidade, ao coeficiente de vis-
cosidade, e, como dissémos, & area da secdo
mestre.

Para velocidades acima do valor critico, o mo-
vimento é, conforme mostrou Boussinesq, e con-
forme demonstraram a teoria e a experiencia de
Reynolds, Prandtl e outros, francamente turbu-
lento, mas deve-se admitir que acompanhando
o contorno do solido, no interior de uma delgada
camada aderente ou quasi aderente ao solido, o
movimento deixa de ser turbulento e pode ser
considerado laminar. A rugosidade do contorno
influe na turbulencia dinamica: aumentando a
formacdo de turbilhGes, aumenta a resistencia.

Para grandes velocidades, acima do valor cri-
tico, a resistencia ndo é devida apenas 4 camada
viscosa em torno do solido, mas tambem, e em
grande parte, 4 cauda de sulcos: ondas, turbilh3es,
e outros movimentos rotacionaes. Taes velocida-
des determinam resistencias hidraulicas, isto &,
resistencias proporcionaes ao quadrado das ve-
locidades, e 4 densidade do fluido.

Se é verdade que o fato de ser viscoso deter-
mina de certo modo o aparecimento dos sulcos
e outros fenomenos rotacionaes, nio é menos ver-
dadeiro que a viscosidade pouco influe sobre o
valor da resistencia em movimento turbulento.
Pode-se dizer, de acordo com as ultimas experien-
cies de Reynolds, Prandil, Karman, que a visco-
sidade ndo exerce aglio apreciavel num sistema
em que a resistencia fosse devida exclusivamente
a formagédo de sulcos: tal sistema seria equivalente
a um fluido perfeito. A viscosidade entraria no
fenomeno como se fosse egual a zéro.

De modo geral, em correntes de regime turbu-
lento, as experiencias tém revelado que a resis-
tencia é proporcional a uma certa potencia n da
velocidade: n é algumas vezes egual a 2, mas
muito frequentemente é ligeiramente inferior a 2.

Outras experiencias, em mais amplas circums-
tancias, abrangendo maior numero de casos, mos-
traram que a proporcionalidade a v nio di para
a resistencia um valor incontestavel. E' necessa-
rio conceber a resistencia como a soma dos tres
casos ji considerados, isto é:

S=av -+ bv:| v

em que essas constantes sio proporcionaes 4 area
da secdo mestre, e dependem da rugosidade do
corpo solido, das propriedades fisicas do sistema
fluido, e da forma do solido.

Entretanto, dentro dos limites da pratica, e le-
vando em conta a natureza do regime que pre-
valeces (viscoso, hidraulico, balistico), pode-se
tomar, como primeira aproximacdo, um valor
adequado de n, e usar da formula mencionada:

S — kv®

Para o caso particular de uma lamina plana ou
de um disco delgado de area A, disposto perpen-
dicularmente & direcio do movimento em uma
corrente liquida idealmente desprovida de visco-
sidade, uniforme, irrotacional no inicio, animada
sem cessar de uma velocidade v, o valor da resis-
tencia que a lamina sofre por parte da corrente
sendo

S=D>b A v?

o coeficiente b, estudado teoricamente por Kir-
chhoff e Rayleigh, pode ser posto sob a forma

Y b
g 44

sendo 7 o peso especifico e g a aceleracido da
gravidade.

Para o caso da agua, as consideragdes de Kir-
chhoff e Rayleigh conduzem ao valor numerico
b = 44,6

Experimentalmente tém-se achado para o coe-
ficiente b valores numericos superiores a este. As
experiencias, sobretudo as de Gebers e Engels,
deram a b valores comprehendidos entre 60 e 70.
Esta diferenca pode ser atribuida aos movimentos
rotacionaes numerosos que geralmente acompa-
nham o deslocamento do disco: turbilhdes, sul-
cos, etc,

Para uma lamina nessas condicSes, plana, nor-
mal & direcdo do deslocamento, em virtude dos
redemoinhos e sulcos que se formam na face pos-
terior, constituindo dissipacdes de trabalho ou per-
das de energia cinética, a resultante das resisten-
cias elementares agindo sobre cada particula do
corpo é maior do que no caso de formas geome-
tricas alongadas ou afuniladas. Ha sempre pro-
porcionalidade entre a resistencia fluidodinamica
e a drea da secio mestra ou secio maxima.

Esta secio mestra é a area encerrada pela
linha mestra, projetada sobre um plano normal
4 direcao do movimento. A linha mestra, rela-
tiva a uma determinada direcio do deslocamento,
é a linha de contacto entre o corpo solido e a su-
perficie cilindrica que lhe é tangente, e cujas ge-
ratrizes s@o paralelas & direcio do movimento.

As experiencias, nesse e em outros casos, tém
revelado que a resistencia varia bastante com a
forma geometrica dos corpos solidos, ou, em ter-
mos mais precisos, com o quociente do raio me-
dio da secdo mestre pelo maior comprimento do
solido. D’ai a forma especial, alongada, sime-
trica em torno do maior comprimento, que to-
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mam as embarcacdes fluviaes ou maritimas, bem
como os aéroplanos, com o objetivo de obter
uma resistencia minima.

Essa é tambem a constante configuracio que
assumem os animaes aéreos e aquaticos. Passaros
e peixes, constrangidos, no decorrer das geracGes
sucessivas, pela necessidade, sentida inconsciente-
mente, de reduzir a0 minimo a resistencia do flui-
do ao deslocamento quando imersas no ar ou na
agua, adquiriram o instinto, transmissivel aos des-
cendentes, da forma alongada ou afunilada, a qual
reduz ao minimo a se¢do mestre, e permite a
maior celeridade no ambiente fluido. Houve, co-
mo em tantos casos da vida animal, adaptacdo
lenta e progressiva as condi¢cdes do meio, com
a finalidade instintiva da melhor satisfagdo de
desejos e de necessidades. A forma-peixe ¢ a que
se acha reproduzida, em seu aspecto essencial,
nos submarinos que o homem creou, e, menos
rigorosamente, nos grandes transatlanticos, nos
quaes a modificacdo é mais visivel na parte aérea.
A forma-passaro, que tanto ocupou o genio de
Leonardo, é a que venceu em Aéronautica, em-
quanto esta se orientou pelo mais pesado do que
o ar.

QO vbdo nos passaros e a natagdo nos peixes,
ambos estudados e profundamente observados
por Leonardo, constituem um pitoresco e inte-
ressante capitulo 4 parte da Fluidodinamica, cujas

Fig. 10

Forma alongada e afunilada, imitando a forma da
esteira de sulcos. Analogia da forma-peixe, segun-
do Leonardo da Vinci.

principaes indicacdes, penosamente deduzidas de
laboriosas teorias, os animaes do ar e da agua
instintivamente revelam, quer em sua forma, quer
em seus orgdos motores e nos caracteres essen-
ciaes de certos dispositivos anatomicos.

Na remotissima adaptacdo ao meio fluido em
que haviam de se locomover, transmitindo de ge-
racdo em geragao o fruto das experiencias espon-
taneas, conseguiram emfim fixar a forma que lhes
era a mais propicia, ao mesmo tempo que se di-
ferenciavam os orgios motores, admiravelmente
aptos ao deslocamento no seio de enormes mas-
sas fluidas.






Capitulo 111

O Numero de Reynolds e a Teoria da

Semelhanca Mecanica

Necessidade dos modelos reduzidos.

As acdes mutuas entre solidos e fluidos ndo
poderdo sempre ser determinadas com simples
procedimentos analiticos. As equacdes geraes,
exprimindo matematicamente a configuracao ge-
nerica do fenomeno fluidodinamico, sio de dificil
integracdo, salvo em raros casos excecionaes. Elas
se conservam inacessiveis, quando se quer utili-
sal-as para a particularisagao dos diversos aspé-
tos do fenomeno da resistencia.

Nessas acoes mutuas ha tres casos a considerar:
1.> — impulso de uma corrente fluida contra
solidos fixos;’

2.6 — resistencia de um fluido em repouso
contra o deslocamento de solidos;

3.0 — acdes e reagdes entre correntes fluidas
e corpos solidos tambem em movi-
mento.

O 1.° caso abrange os fenomenos de percussio
de fluidos contra as paredes dos involucros que
os contém, os impulsos dos gazes e liquidos con-
tra obstaculos fixos, bem como a resistencia que
os fluidos encontram no escoamento em condutos

livres ou forcados (canaes ou encanamentos). Este.

é o caso que mais interessa 4 Hidraulica, e que
aféta as formulas de escoamento mais comuns.

O 2.° caso, comquanto de grande importancia
para a Hidraulica, interessa imensamente a nave-
gacio aérea e maritima, e subdivide-se em duas
categorias:

a) resistencia de uma grande massa de gaz
(considerada teoricamente infinita), e ge-

ralmente o ar, contra um aeroplanc, ou
outro solido qualquer, em movimento;

b) resistencia de uma grande massa liquida
(agua doce ou salgada dos rios ou dos ma-
res) contra uma embarcacio em movi-
mento.

Quanto ao 2.° caso, o mais complexo de todos,
abrangendo os dois primeiros como situacdes par-
ticulares, ele se apresenta frequentemente, sobre-
tudo nos receptores hidraulicos: turbinas, rodas
hidraulicas, roda Pelton, bombas centrifugas, etc.

Todos esses casos, de relevante alcance em to-
do o campo hidraulico, inclusive na Hidraulica
Fluvial e Maritima, bem como na Aeronautica,
exigem ampla e frequente experimentagao. Seria
extremamente penosa a observagio diréta do fe-
nomeno em verdadeira grandeza.

Nasceu dai a necessidade de se examinar o com-
plexo fenomeno em laboratorios de capacidade
limitada em vez de o observar na natureza, seja
no infinito do ar atmosférico, seja na imensiddo
dos mares.

Esta experimentacdo s6 se tornou possivel com
a creacdo dos modelos reduzidos e com uma teo-
ria que permitisse passar do exame do modelo
4 observa¢io diréta das verdadeiras grandezas.
E' esta a teoria da semelhanca mecanica, que
de Newton a Reynolds foi creada com um dis-
pendio admiravel de genio e perseveranca, e que
cada vez mais tem cooperado na constituicio da
nova Fluidodinarmica.

Para evitar dificuldades insuperaveis que se
encontrariam na observacio e experimentagdo
diréta do vdo dos aeroplanos, instituiu-se para
o estudo da navegacdo aérea o modelo reduzido
de aeroplano, ou de azas finitas, o qual geralmen-
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te fica em repouso, ou fixado de qualquer mo-
do, emquanto se produzem correntes aéreas arti-
ficiaes com velocidades equivalentes 4s dos avides
reaes e em verdadeira grandeza. Tal é a idéa
que serviu de base 4 construcdo dos tuneis aéro-
dinamicos, cujo principio consiste na proposicio:
a resistencia do solido em repouso contra o flui-
do em movimento é identica & resistencia do flui-
do em repouso contra o solido em movimento,
desde que seja a mesma a velocidade relativa.

A semelhanca mecanica em tracos geraes.

Em todos os casos acima referidos, e mais ain-
da no estudo de numerosos problemas da Hi-
draulica moderna, e de outros problemas impor-
tantes da Nautica e da Aéronautica, tornou-se in-
dispensavel o estabelecimento, tanto analitico
quanto experimental, de uma teoria adequada,
que permitisse a passagem de uma experiencia
a outra.

Esta é a teoria da semelhanca mecanica, cujo
inicio se encontra em Newton, e que Reynolds
desenvolveu com uma visio genial da sua capa-
cidade de aplicabilidade 4 teoria e & pratica da
resistencia. dos fluidos. Esta teoria da semelhan-
ca, conjuntamente com a da homogeneidade das
equacdes, tem sido fecunda para estabelecer no-
vas relaces entre as diversas grandezas que fi-
guram nos fenomenos fluidodinamicos.

Desta teoria disse Bairstow na sua “Airscrew
Theory”: “A mais sadia de todas as nossas teo-
rias de utilidade pratica é a que da o principio
de semelhan¢a dinamica, mas o seu uso se acha
limitado a leis de comparacdo. S6é num sentido
limitado é uma teoria do movimento dos fluidos.
Por outro lado o seu uso governa amplamente os
processos técnicos dos nossos laboratorios aéro-
dinamicos. A construcido e emprego de um tinel
de densidade variavel na America, que esti sen-
do seguido tambem na Inglaterra, é atualmente
uma das mais impressionantes demonstracdes que
esta teoria é considerada sadia e importante”.

No ponto de vista em que se colocam os fisicos
modernos, as grandezas fundamentaes sdo tres:
tempo, espaco, forga. Nio podem ser menos de
tres as grandezas fundamentaes, nem serdo mais
do que tres, pois que as outras se deduzem délas,
ou com élas se compdem.

Em vez da forca, pode-se tomar como terceira
grandeza a massa. Este é o sistema absoluto. No
sistema pratico escolhe-se a forca. As unidades
correspondentes sdo o segundo como unidade de
tempo, o centimetro como unidade de compri-
mento, e a grama como unidade de massa. No
sistema pratico prevaléce a escolha do kilograma
como unidade de forca.

A primeira idéa de semelhanca encontra-se em

Geometria. - Duas figuras geemetricas sdo seme-
lhantes, quando a cada grandeza espacial linear
de comprimento l; do primeiro sistema de linhas
corresponde outro comprimento 1, da segunda fi-

gura, e tal modo que o quociente l se man-
2
temn constante para as linhas que assim se corres-
Iy
pondem. A esta relacio constante =— L cha-

2
ma-se modulo de homologia, e define o conjunto
dos dous sistemas semelhantes.

A primeira consequencia é que o angulo entre
duas rétas do 1.° sistema é egual ao angulo das
duas homologas do 2.°. A relacdo entre as areas
de figuras semelhantes é L2,

Um segundo grao de semelhanga que se pode
imaginar entre dous sistemas ja geometricamente
semelhantes é que, estando ambos em movimen-
to, os intervalos t; e t, de tempo para um e outro
estejam sempre na mesma relacio 9, de modo
que se tenha invariavelmente

t
ta
A este segundo grido de semelhanca chama-se

cinematica, visto que no movimento ndo se faz
entrar a nociio de forca ou de massa.

= f

Se a estes dois primeiros graos de semelhanca
se acréce um terceiro, introduzindo-se a condicéo
de que as massas respetivas elementares m; e m,
sio sempre proporcionaes, obtem-se um terceiro
grao de semelhanca, que é a semelhanca meca-
nica ou dinamica.

Supde-se assim que

s u (constante)
mp

As grandezas adimensionaes sio as que nido
dependem do tempo, nem do espaco, nem da
massa. Sio simples numeros, e terdo o mesmo
valor em dous sistemas dinamicamente semelhan-
tes. Taes sdo as chamadas linhas trigometricas
(senos, tangentes, etc.), os rendimentos de ma-
quinas semelhantes, e certas outras relacées que
aparecem no estudo da Hidrodinamica: numero
de Froude, numero de Reynolds, etc.

Os rendimentos das turbinas semelhantes, sen-
do adimensionaes, dio uma caracteristica impor-
tante: o rendimento de duas maquinas semelhan-
tes, em condicées analogas de marcha, é o mes-
mo. Assim, construindo-se um modelo reduzido
de turbina, segundo uma escala adequada, pode-
se prever qual seja o rendimento de uma inteira
serie de turbinas do mesmo tipo, e com as dimen-
sbes que se quizérem ter. As caracteristicas de
todas as turbinas do mesmo tipo serdo conheci-
das pela experimentacdo sobre o modelo reduzido
em escala apropriada.
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A semelhanca de Newton é o caso particular
de semelhanca entre dous sistemas, quando a ace-
leracio da gravidade ndo influe ou influe extre-
mamente pouco sobre o fenomeno. Isto se da
quando os pesos nos dous sistemas podem ser
desprezados ou postos 4 margem.

A relacdo p = torna-se
ma
wo= L2
O mesmo acontece com o quociente das forcas
f
= w = Ls.

f2
Temos, pois:

[eE—

mh sy s
me ]2 tz“2

De onde se tira
1

Le—-2=1,086=1L i
A relacio w entre as velocidades é

Vi - ]1 t1 -1 L_:_.

I

N =
vz Iy ta—1
Assim, conhecido ou fixado o modulo de ho-
mologia L, ficam determinados os modulos u e
§, o que caracterisa a semelhanca de Newton.

O quociente das aceleragdes é:

o = s = ht, = * =L.L-1=1

2z Iy tp — 2
e isto permite o confronto entre duas maquinas
geometricamente semelhantes, cujas partes homo-
logas tenham o mesmo material de construcgéo,
e cujas aceleragdes a, e &, em pontos correspon-
dentes sejam eguaes.

A semelhanca de Froude é uma aproximagao,
e é expressa pela regra de Froude:

*Quando duas embarcagdes, geometricamente
semelhantes, tém as suas velocidades proporcio-
naes as raizes quadradas das suas dimensGes ho-
mologas, as suas resistencias sio proporcionaes
aos cubos das mesmas dimensces.”

[sto é, quando

v 1
W = L =L 2
Ve
tem-se
St s
Se
pois que
uw = e i = L3
me fa

O tanque de Froude foi projetado e construi-
do para servir 4 experimentagio de uma embar-
cacdo em movimento uniforme de translacdo so-

-bre um liquido inicialmente em repouso, e dedu-
.

zir do valor da resistencia do modelo reduzido
a resistencia da embarcacido em verdadeira gran-
deza. O peso do liquido deslocado pelo modelo
e pela embarcacio verdadeira deve dar uma re-
lagdo constante == L3

O teorema de Bernouilli deve dar:

vy? P1 vo? p?

=== — — g7y = + — — g1 =
5 ’ g2 5 o g2
== constante
mas sendo
g1
gza

o mesmo deve acontecer aos outros termos para
se conservar a homogeneidade das equacdes:

vi
—-2-—-—W2—'L
A
Pt
P2
de onde se tira:
w = L2
1
-—L——:O::L—
W
Pt —elL-2=L; ¢ =13
P
e como ¢ = il =L . p . 62 tem-se
2
p=L3

Esta relacio mostra que a semelhanca entre os
filetes liquidos é uma verdadeira semelhanca de
Newton.

Nesta semelhanca aproximada de Froude, de-
terminada a escala do modelo pela determinacao
de L, ficam determinados os valores de f e de
pois que se tem:

Na semelhanca de Froude é necessario exami-
nar a questio da compatibilidade com a formula
da resistencia. Na maioria dos casos pode-se con-
siderar valida a variacdo quadratica, como vimos
no capitulo anterior: a resistencia é proporcional
ao quadrado da velocidade, 4 densidade do flui-
do, e 4 area A da superficie de separacdo entre
solido e fluido (*). Neste caso teremos.

S — bAvZ =ap AV’

sendo 2 uma constante e p a densidade.

(1) Ou area da segio mestre, como ja vimos.
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Considerando-se um corpo em verdadeira gran-
deza (A, v.) e um modelo reduzido (A, v;)
teremos:

St = apA; v> e S = apAy v}

A resistencia 5, do corpo (geralmente embar-
cacdo) em verdadeira grandeza é, pois:
1. Sy 0
Sl -— PA1 V12 12 A2 v2
sendo que os valores relativos ac modelo (S; e
v:) podem ser medidos no tanque de Froude,
onde se realiza a experimentacio do modelo.

E’ importante examinar se ha compatibilidade
entre a lei de semelhanca de Froude e a formula
quadratica da resistencia, desde que se admite a
priori a semelhanca newtoniana entre os dois sis-
temas. Temos, pois:

ep=p=L;w=1]/ L

E’ facil ver que estas condigSes se harmonisam
com a lei quadratica. De fato, temos:
2
S1 : — ap A1 Vi —E I_.3
Sy 2p Ag Vg

isto é: a relacdo entre as forcas é o cubo do mo-
dulo de homologia, e é egual & relacdo © e & re-
lagdo u (relagio entre as massas).

Se a variacdo de velocidade em vez de seguir
a lei quadratica, seguisse outra lei qualquer:

S=uapAv?
se veria que ndo ha acérdo possivel. O expoente
n tem que ser — 2 para que haja compatibili-

dade entre a regra de Froude e o valor da re-
sistencia.

Esta lei de compatibilidade é verdadeira sem-
pre, ainda mesmo que os fluidos sejam de den-
sidades diferentes.

Neste caso, teriamos:

2
v p :

! + L g Z; = constante
2 p1

2

2 + o g Z, = constante
2 p2

Chamando p, a relacdo entre as densi-
P2
dades, e aplicando a lei de homogeneidade, te-

mos:

. _P1
L — &8 _ 1 e o Jolt TR
gz P2 P2 Po
p2
] ,P I___2 1
Po

Donde: 5= [ owll®

A simples semelhanca geometrica entre mo-
delo e embarcacio mostra que a relacdo entre
as massas U4 é egual & relacio entre os volu-
mes — L& multiplicado por p, (relacdo entre
as densidades):

p=p . L?

De outro lado, a equacdo de Bernouilli, rela-
tivamente aos termos que contém a velocidade,
fornece a relagdo:

va = v, I
5 — L. de onde:
v2 v,

As resistencias S; e S, estdo na relacfo:

St

— NN G2
¢ S5
e, como —w=—VL -1 tem-se
Va
7
¢ = q
BeTL
Ja tinhamos achado:
}J. _ PU o LS
1
w — L2

Substituindo estes” dois valores na equagiio an-
terior, teremos:

9 =p . L. L. L 1=p .L

Este resultado concorda perfeitamente com a
lei quadratica de variacdo da velocidade na for-
mula da resistencia, pois que:

S a py Ay V2

Se - a p Ap Vg

'-P:

=g .2 L=

3
= gy = L

O numero de Reynolds como relagio de seme-

lhanga, Semelhan¢a de Reynolds.

O caso mais geral dos sistemas fluidodinami-
cos € que tanto o sistema real em verdadeira gran-
deza como o seu modelo de laboratorio sejam
influenciados pela viscosidade, e que esta seja
diferente para cada um dos dois sistemas. Veja-
mos, neste caso, o que é necessario para que haja
semelhanca dinamica entre os dois sistemas. .

Sejam p, e p» as densidades respectivas, u
e po os coeficientes de viscosidade, e

21
vy =

P

w2
v —

P2



os coeficientes cinematicos de viscosidade.
Teremos:
— 2 = 2
S, = a p, A V§ S, = ap, A, v2
2
1 P AY Py

— L2 w2
S, p, Ay V3 Py

-6
i
I

Como vimos no Capitulo I, os esforcos tan-
renciaes devido a4 viscosidade nos dois - sistemas
sAo respetivamente:

dV]_
fh=m —
dY1
f2 = de
dy'_)

E como f, e f, sdo forgas por unidade de area,
segue-se que:

dV1
o ‘P_=}L1 dys.  _ M w
f2 Lz de o ’ L
f2 dy2
P =— . wlL
M2
Temos assim dois valores para ¢, a saber:
p = ST B
p2
¢ = St
)
mas
Iy
[

I
sendo l; e 1, duas dimensdes homologas quaes-
quer, e

Vi
W= —
Va
sendo v, e v; duas velocidades homologas quaes-
quer. L
Donde se tira:
P2 P2
e portanto:
ly v I v
11 - 2% _ Constante — R
V1 V2

Assim, pois, os dous sistemas serdo semelhan-
tes se o produto 1 v dividido por v fér o mesmo
para os dois sistemas.

Esta é a semelhanca de Reynolds, que se pode
exprimir tambem do modo seguinte:

“Ctnica

23 —

Em dois ou mais sistemas dinamicamente se-

Vs
melhantes a grandeza R = —— é a mesma para
v

todos esses sistemas, isto é: o produto | v de uma
dimensao pela velocidade carateristica é sempre
proporcional ao coeficiente cinematico de visco-
sidade”.

Esta constante R assim obtida é adimensional,
é um simples numero, e toma o nome de numero
de Reynolds, ou, conforme o denomina Mises,
é a velocidade reduzida.

A homogeneidade das equacdes do movimento
dos fluidos.

Quando aparéce uma -constante numa dada
equacdo, nao é certo que seja adimensional. E'
preciso verificar a sua procedencia pela anlise
dimensional. Pode acontecer que nédo seja numero
puro: serd necessario atribuir-lhe dimensdes para
nio prejudicar a homogeneidade das equagdes.

Com o numero de Reynolds é facil ver que se
trata de grandeza adimensional. As suas dimen-
sdes sio com efeito:

L. .LT-1

W o
[R] - LT

R é, pois, um numerc puro, sem dimensdes.
Como segundo exemplo tomemos a formula
conhecida em Hidraulica sobre o escoamento dos
liquidos:

=1

U

sendo U a velocidade média, » uma constante,
r o raio hidraulico, J a perda de carga por uni-
dade de comprimento.

Para haver homogeneidade devemos ter:

=

pois que J é adimensional. .
As dimensdes da constante z serdo porfanto:

1 LN
BRI B R LT R

I

o I’J

Essa constante, pois, ndo € adimensional.

Ela s6 & constante para um dado sistema de
dimensdes, e serad diversa quando se mudar de
sistema de dimensdes. E mudard em razdo da
raiz quadrada das grandezas lineares, e inversa-
mente proporcional ao tempo.

E' muito util verificar a homogeneidade das
formulas pela analise dimensional, pois assim se
interpréta o verdadeiro significado das grandezas
mecanicas ou se distingue uma grandeza de outra.

Tomemos, por exemplo, uma dada funcio da
velocidade: a quantidade de movimento. Tal que
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a definiu Bernouilli, é o produto da massa pela
velocidade. As suas dimensGes sfo:

[m] [vl]=M.L. T-!
0 que mostra que é um impulso, e ndo uma forga.
Esta teria as dimensdes:

M.L.T-?

isto é, seria a dimensdo da quantidade de movi-
mento dividida pelo tempo, o que de fato € in-
dicado pela relacdo: .

mv

t
onde F é o impulso na unidade de tempo.

Do mesmo modo se poderia proceder com as
outras grandezas usadas em Hidraulica.

Se, por exemplo, se considera a altura piezo-
metrica, sabe-se que esta deve ser uma grandeza,
linear: quociente da pressio unitaria pelo peso
especifico. As suas dimensées serdo

F.L-2
FLs —C

Outro exemplo pode ser examinado pela equa-
cdo de Clapeyron entre pressiio e volume:

Ft=mv, ou F =

pv=rf
sendo f a temperatura absoluta, v o volume da
unidade de peso.
As dimensdes do primeiro membro sdo:
[pv] = [p] + [¢]
sendo p a densidade.

De onde:
LR = 7, T2 158 ==& L,

que sdo as dimensdes de um trabalho mecanico.

Teremos, pois:
F. L
[ r ] oL
(6]

Se a temperatura fér computada como simples
dimenséo linear, teremos
[r] = [F]
Assim, o coeficiente terd as dimensdes de uma
forca.

Se a temperatura nao fér contada como dimen-
sdo, teremos:

[r] = [F] [L]. (dimensées de um trabalho).

Em nenhum dos dois casos, o coeficiente r
pode ser tido como adimensional.

= F. L. g-1

As leis de semelhanca pela analise dimensional.

As equagoes de Navier para um fluido de vis-
cosidade ., densidade p, sendo X, Y, Z, as com-
ponentes da forca exterior resultante, p a pressio
unitaria, u, v, w, as componentes da velocidade
num ponto generico, sao:

3x ot 0x 3z
32 u 82 u 32 u
— ( o aia a2 S o )

¢ mais duas equagdes analogas para Y e Z, bem
como a equagdo de continuidade:

ou ov aw
- 4+ — + — = 0
ox dy 8z

A pressio p pode ser substituida pela altura
equivalente p g h, e introduzindo o coeficiente ci-
g

i

nematico de viscosidade v definido por v =—

teremos:

ox ot oz

32 82 32
v ( 6* u + 82 u 5 5% u ) m ui
x> By? 822

Imaginemos agora um outro sistema semelhante
a este, no qual haja proporcionalidade constante
L entre as grandezas geometricas correspondentes,
bem como uma relagdo constante H entre as al-
turas piezométricas h, uma relagdo constante U
entre as velocidades, uma relagio constante P
entre as pressées, uma relagio constante F y entre
os coeficientes cinematicos de viscosidade. O equi-
librio deste segundo sistema, semelhante ao pri-
meiro, se dard. quando todas as forcas tenham
aumentado nas mesmas proporgdes.

% = @ ah——(w us Sy fu)+
8x 8y

. > b
Ora, as forcas existentes sdo X, g— , as forcas
oX

. 3u _—
de inercia da forma ua— e as forcas de viscosi-
X

2 u
dade da forma v — .
3x2
Deixando de parte as componentes X, Y, Z,
a semelhanca dinamica exige, pois:

H U2 - F, U
L = ©* — L
32
sabendo-se que as dimensdes de O~ 1; sao []jz
oX
su _ U
e as de - sdo — .
3x L
Teremos pois
2
]: = U ou H = U?
[0 Fv U
L = ‘;_2 ouUL =Fv



=L

Se a forca X,Y.Z, é o peso, pode ser tido co-
mo invariavel, tal como a aceleracéo g., e supon-
do que a viscosidade é muito pequena, ou que
tende para zéro, teremos por um processo ana-
logo ao anterior:

H U2

L L

Comparando os processos seguidos, podemos
concluir que ha dois casos a considerar:

onde H = U?

1. — a acdo da gravidade é insignificante em
relacio 4 viscosidade e ao atrito do flui-
do sobre as paredes do conduto, e, neste

caso:
UL
UL =F , ou =1
Fy
2.° — se existe uma superficie livre, ou, mais

geralmente, se a viscosidade é insignifican-
te ou tende para zéro, sendo a considerar
sémente a aceleragio da gravidade, te-
Yemos
2
Uz =H ou = —p!
H

O 1.° caso é aplicavel 4 perda de carga em
tubos lisos, ao atrito superficial sobre superficies
planas, 4s pressdes e esforcos que sofrem os cor-
pos submersos a grandes profundidades, taes co-
mo os aeroplanos e submarinos, isto é, solidos
longe da superficie livre ou da superficie limite,
ou quando esta ndo existe.

Este caso, que se d4 sempre que se possa des-
prezar o peso do solido em comparagdo com a
viscosidade, ou guando esta assume uma influen-
cia notavelmente preponderante, conduz & relagio

L= 1, isto é,
F,
Uj_ I_.1 Uz [_2 U3 L3
_— = — = oo @00 o

k1 V2 v3

sendo U, a velocidade, L; uma dimenséo linear
qualquer do 1.° sistema, v; a sua viscosidade cine-
matica, e U, L., v, os mesmos elementos cor-
respondentes de um 2.° sistema semelhante ao
1., e U,;, L;, vs, os mesmos elementos correspon-
dentes a um 3.° sistema, semelhante dinamica-
mente aos dois primeiros.

Chamando R um numero, isto é uma grandeza

adimensional, tal que se tenha
UL
R =
v
teremos o teorema seguinte: ‘em dois ou mais

sistenas fluidodinamicos, haverd semelhanca di- -

UL

v

namica sempre que o parametro R —

entre esses sistemas seja o mesmo’ .

O parametro constante R, que é uma grandeza
adimensional, isto é um puro numero, é o nu-
mero de Reynolds, e representa um papel muito
importante no estudo das correntes turbulentas
e no da resistencia fluidodinamica.

O 2.° caso é o dos sisternas em cujo movimen-
to ndo influe sensivelmente a viscosidade, sendo
tio sémente a considerar o peso. Entdo teremos

U12 U22 0
=] isto é, as velo-
1 2
cidades sio directamente proporcionaes a raiz
quadrada das dimensdes lineares:

Us o Uz
Vi, Vi
Esta é a semelhanca de Froude.

Quando se trata de sistemas fluidodinamicos
em que & forcoso levar em consideragdo tanto a
viscosidade quanto o peso, o modelo de ensaio,
para que haja semelhanca dinamica, deve satis-
fazer as condigGes:

U2 = H, ou seja

| I:V 1J2 Uz
ou seja:

H =L EF—RE2

F,=UL=U.U = U
2
U=F_ 3 L =F 3

v v

[y

donde

E considerando variavel a aceleracdo da gra-
vidade g temos:
H UL _ GL
L F, = 2
Assim, pois, toda equacio fluidodinamica que
deva satisfazer as condicGes da semelhanca di-
namica deve ser da forma:
F H UL gL
(T oy ! F)
isto é, deve ser tal que os valores de H, L, etc.,
estejam ligados pela equacfo anterior, pois que
. H UL gL
assim —— , , ——
v Uz
tes, bem como uma fungio F qualquer destas
grandezas.
Na equacio geral
F H UL gL
(v o
as unidades de medida H, L, U, etc., entram com
o mesmo expoente no numerador e denominador
de cada termo da funcéo. Estes termos da equa-
c3o sdo, pois, todos de dimensdo nula, isto &, sdo
adimensionaes. Desta equacéio, portanto, é sem-
pre possivel passar a outras equagdes fluidodina-

— constante

permanecem constan-

) == constante
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micas, cujos membros sejam homogeneos relati-
vamente as unidades fundamentaes.

A teoria da semelhan¢a dinamica &, pois, uma
consequencia da lei de homogeneidade, que exige
que os membros de toda equacio verdadeira se-
jam homogeneos em relacdo 4s unidades funda-
mentaes.

Neste 3.° caso, que é o mais complexo de to-
dos, em que tanto a viscosidade como a gravi-
dade tém que ser levadas em conta, vé-se que a
lei de semelhanca nio exige apenas a identidade
do numero de Reynolds. Os outros numeros

H ]
— e % tambem devem ser os mesmos nos dous

l

sistemas, para que estes possam ser tidos como
semelhantes.
. gl : -
A expressio EE que caracteriza aproximada-

mente os sistemas semelhantes, para os quaes é
preponderante a agdo da gravidade, tem o nome
de numero de Froude, e é adimensional, como
¢ numero de Reynolds.

Quando se procura um fluido, que torne
possivel a semelhanca dinamica em confronto com
outro fluido, fixado de antemio, o problema é
geralmente soluvel. Bastard influir sobre a den-
sidade e o coeficiente de viscosidade, de modo
gue o numero de equagdes seja egual ao numero
de relacdes de semelhanca a determinar.

O problema, porém, se torna insoluvel quan-
do o fluido é o mesmo nos dois casos, pois que,
alem de g ser o mesmo, sera egual tambem o
coeficiente de viscosidade nos dois casos, o que
obriga a ser egual 4 unidade a relacio de homo-
logia: quer dizer que o modelo é o mesmo que o
sistema em verdadeira grandeza.

Em casos como esse devemos nos contentar
de uma semelhanca parcial aproximada, fazendo
preponderar os fatéres adimensionaes que mais
influem no fenomeno, e vendo quaes sio os fa-
tores que devem ser tomados em consideracdo,
e quaes os que devem ser desprezados.

Em liquidos viscosos, por exemplo, movendo-
se em encanamentos ou em canaes, a resistencia
dos solidos, quando de dimensdes relativamente
pequenas, pode ser posta sob a forma:

S = pv¥IEo (R, X, etc)

ou sob a forma:

S = wvld (R, x,etc)
conforme forem as resistencias proporcionaes ao
quadrado ou & simples primeira potencia das ve-
locidades.

A resistencia de uma pequena esfera, por exem-
plo, pode ser posta sob a forma:

= 6rpryv
sendo r o raio e v a velocidade media da esfera.

_isto é, o numero de Froude

Sob essa forma, a resistencia é proporcional
a v, como no regime viscoso.

De fato, essa formula é devida a Stokes, que
a deduziu para regime viscoso.

Podemos escrevel-a de dous modos:

S
= 6 x (constante)
v r
g 6 = iqversamente propor-
T R cional ao numero de
pvera Reynolds.

Assim, se ha dois casos semelhantes para o
mesmo fluido, é necessario que as velocidades
sejam inversamente proporcionaes ao raio da es-
fera, e os tempos diretamente proporcionaes aos
quadrados das dimensSes. Entio, as resistencias
S resultam independentes das dimensdes, o nu-
mero de Reynolds R serd o mesmo ¢ os dous 515-
temas sdo semelhantes.

Para os movimentos de grande velocidade, e
quando o campo apresentar dimensdes grandes,
sendo os liquidos de pouca viscosidade (tal, por
exemplo, a agua dos rios ¢ dos mares), havendo,
além de tudo, uma superficie livre, o numero de
Froude deve preponderar no calculo da seme-
lhanca. Esta semelhanca sera, pois, a de Froude.

Tcremos €m casos desses:

S=pviio (——lgjl—z,)\,etc.>

é que deter-

minard a semelhanca, como se di no exemplo
estudado por Froude com as duas embarcacdes
movendo-se sobre a superficie do mar: ‘para
que haja semelhanca dinamica, é necessario que
as velocidades sejam proporcionaes 4 raiz qua-
drada das dimensdes lineares, e desta relagé'\o re-
sulta que as resistencias sdo proporcionaes aos
cubos das dimensdes lineares’’.

Essa é a regra de Froude para a navegacio
maritima, e para os casos analogos (semelhanca

de Froude).

Quanto a influencia da viscosidade, se ela se
torna apreciavel como na maioria dos casos, é
ao numero de Reynolds que cabe decidir. Sera
necessario ter-se o mesmo numero de Reynolds
para dous sistemas fluidos, para que eles possam
ser tidos como semelhantes, desde que as agdes
da gravidade sejam insignificantes, quando com-
paradas aos efeitos da viscosidade.

Isto representa certamente um grande auxilio
pratico, porque permite enfeixar em classes res-
tritas um grande numero de experiencias, reali-
zadas nas mais diversas condigdes. O numero
de Reynolds, reunindo tres fatores importantes
(velocidade, dimensdo, viscosidade) é uma ca-
racteristica precisa dos sistemas fluidos. No caso,
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por exemplo, do escoamento em condutos for-
cados, conhecidos o diametro, a velocidade, e o
coeficiente de viscosidade, fica determinado o nu-
mero de Reynolds. Se este numero de Reynolds
é 0 mesmo para dois ou para varios encanamen-
tos, em que se escoem os fluidos mais diversos,
os sistemas assim definidos por um mesmo nu-
mero de Reynolds sio dinamicamente semelhan-
tes. E assim, com esta concepcdo, a variacio de
tres grandezas (velocidade, diametro, viscosida-
de) fica reduzida a consideracio de uma sé: o
numero de Reynolds.

Resumindo as conclusées principaes da teoria
da semelhanca, e de um modo geral, temos as
duas proposi¢des:

1.°) — quando a influencia da gravidade ter-
restre é preponderante na acdo mutua entre soli-
dos e fluidos, como no caso da formagdo de on-
das superficiaes, de cauda de sulcos e outras per-
turbacdes em superficie livre, e quando a influen-
cia imediata da viscosidade é tdo pequena que
possa ser desprezada, as velocidades correspon-
dentes a dois sistemas semelhantes sdo propor-
cionaes 4 raiz quadrada das dimensdes lineares
correspondentes.

2.°) — quando nao ha interferencia das agoes
proprias & gravidade, ou quando estas podem ser
desprezadas em comparacio das forgas de visco-
sidade, unicas entdo a considerar, as velocidades
correspondentes em dois sistemas semelhantes sdo
inversamente proporcionaes 4s dimensdes lineares
correspondentes, e diretamente proporcionaes ao
respetivo coeficiente cinematico de viscosidade.

Sendo R uma constante, tem-se

v

— R
M 1

donde

R — vl

v
Esta constante, egual para os dois sistemas dina-
micamente semelhantes, é o numero de Reynolds.

O fluxo de um liquido que se escéa atravez
de um orificio em parede delgada sob a acdo

- do seu peso é um exemplo tipico do primeiro

caso, e ele é definido, quanto 4 semelhanca com
outro escoamento, pelo numero de Froude, isto
é, pela relacdo:

vy V ly
Vo ‘l/
Iy
ou como é conhecido em Hidraulica, na parte de
Foronomia:
Vi ]/22111

v V?-ghz

ou seja v = « 2 g h.

A resistencia de um aeroplano, ou a de um
submarino navegando a grande profundidade de
modo a ndo se formarem ondas e sulcos na su-
perficie livre, representa uma boa exemplificacdo
do 2.° caso. As velocidades em dois sistemas
semelhantes serdo para este exemplo:

v
Vi i
Va V2

Ia
e o numero de Reynolds sera:

R— il _ vl

Vi v2

—= constante.






Capitulo IV

O Numero de Reynolds como caracteristica

das correntes fluidas

Formula do movimento dos fluidos, deduzida da
lei de homogeneidade,

Osborne Reynolds fez diversas aplicaces da
lei de homogeneidade. As-leis de semelhanca
dinamica foram desenvolvidas e ampliadas me-
diante uma extensdo adequada da teoria da ho-
mogeneidade. Entre outras aplica¢des importan-
tes desta teoria, ha a mencionar a formula que
Reynolds e Rayleigh deduziram para o caso do
movimento dos fluidos.

Reynolds partiu da consideracdo de que em
um fragmento 1 de conduto circular de diametro
constante d, a resistencia S é egual 4 quéda de
pressao, isto &,

w d2
S.rdl = — — (py—p)

Passando a considerar uma variacdo dp infini-
tamente pequena da pressio p num trecho dl,
teremos :

S po - p d — dp _d_

1 4 ~ dl 4
o dp = 4.5.d-1.dl

Reynolds considera dp proporcional ao dia-
metro, 4 viscosidade, 4 densidade, e 4 veloci-
dade, de modo a ter

dp — k dm-—3 .,‘2—m pm—l vo dl

junto com a equagdo
dp=4.5.d-1.d1
donde ele tirou:

S =k, vmpm—1dm—2 >~ == ky pv? (_Vd')m_2

v
e desde que m = 2 — n, tem-se

S = k; Pvz(Vd_>—n= o o2 (1_)1\
v R

sendo R o numero de Reynolds.

o que significa que a resistencia é proporcional
ao inverso do numero de Reynolds, ou mais exa-
tamente, a uma certa potencia n do inverso do
numero de Reynolds.

Ao mesmo resultado chegou logo depois Ray-
leigh pela consideragéo de que a resistencia S tem
que ser proporcional:

1.°) a uma certa potencia m da densidade,
2.°) a uma certa potencia n da viscosidade,
3.°) a uma certa potencia p da velocidade,

4.°) e a uma certa potencia s do diametro d
ou de um comprimento generico 1 a uma sé di-
mensio. E como ndo é possivel imaginar outro
fatdr que possa intervir neste fenomeno, Lord
Rayleigh estabeleceu de inicio:

S = kp® v vP d°

As dimensdes de S, sendo uma forga dividida
por uma area, s20:

[S]=ML-1T-2
Donde, tomando as dimensdes do 2.° membro:

ML=t T=2 = (ML—8)=m »¢ (L2 T-1)2 X (LTYpLe =
] MmL—3m+2n+p+s T—no-—p

0 que exige para satisfazer a lei de homogenei-
dade que se tenha simultaneamente:

m=—1

—3m+42n+p+s=—1

— n—p=—2



ou seja:

w-ug
I
[\ I
|
=

|
I
o]

donde

w

— k P yi V2—n d—n -

2 v 2
—ak pve ( ) =
vd
1 \»
— kpv? (--)
R
que é a mesma expressio de Reynolds, na qual
porem, o diametro d pode ser substituido por uma
grandeza generica | de uma sé dimensio.

De modo que a expressio geral da equacdo
de Reynolds e Rayleigh é:

S:ka2 (_v )n = ka2 <——-1 )n
vl R

Assim, a resistencia por unidade de area é pro-
porcional 4 densidade e ao quadrado da veloci-
dade, e inversamente proporcional a uma de-
terminada potencia do numero de Reynolds.

Aplicagio da equagio de Reynolds e Rayleigh
a ura caso particular da TRAGFLUGELTHEORIE
de Prandtl.

Imaginemos, como fez Prandtl na sua teoria
das azas de sustentacio (Tragfliigeltheorie),
que uma superficie retangular plana se move ao
largo, isto é, numa massa fluida homogenea de
grandes dimensdes. Sejam | e b o comprimento e
a largura da superficie movel, u a velocidade da
corrente fluida a alguma distancia da superficie, de
modo a evitar-se a perturbacio imediata da agi-
tacdo dos sulcos e outras turbulencias,  a espes-
sura, sempre muito pequena, da camada limite.
O peso do fluido que passa por uma secfio trans-
versal da camada limite na unidade de tempo é
proporcional ao peso especifico 7, 4 espessura 3
da camada, 4 largura b da superficie e 4 veloci-

dade u.

Temos que o peso P é:
P=k~ydbu

Esta massa de fluido que chega com a veloci-
dade u perde na camada limite uma parte da
sua velocidade, de modo que a perda da quanti-
dade de movimento é

73 pu?
4

a qual deve ser egual ao impulso produzido pela
forca de atrito contra a parede, isto é deve ser
proporcional a

u
b —
4 S

donde se deduz que

T dbu =k 'qlb—-lé--
)

g
& = ko Vignl
v u

Tomando v como coeficiente cinematico de
viscosidade, temos

\/ : gi“q
! T

a:kgV l
u

e, dividindo por 1 ambos os membros:

o v
— k
1 2V ul

ou, desde que o numero de Reynolds é egual a

donde -

donde

ul
Yy

4 =k2V e

1 R

Isto mostra que a espessura da camada limite
dividida pelo comprimento do retangulo movel
é inversamente proporcional & raiz quadrada do
numero de Reynolds.

Anteriormente tinhamos achado que, pela equa-

¢8o de Reynolds e Rayleigh para o caso da su-
perficie cilindrica, a resistencia unitaria S é

)” (1)

Agora, porém, no caso figurado por Prandtl,
trata-se de uma superficie retangular limitada, de
area bl, para a qual se tem:

-S=kpu2(

Se — k;mib -
e o impulso por unidade dg area sera
S u
S = —2=— = k 2
b 3 (2)
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Destas duas equagdes (a primeira de Rayleigh
e Reynolds, a segunda de Prandtl) se conclue
que:

| 2(;1 )“fk,, ! e
{pu R 1 N o
e como
1
temos
k5u< 1 )n:k1v
R
e

o
=
_

-5
/_\
< =
N
m\H
%

: ul 1 v
epoisque R= — , — = ;
v R ul
temos
3 ki kz

1 n—1
(=)
Metodo de Kozeny para a deducio da equacdo

de Reynolds e Rayleigh.

Imaginemos um tubo cilindrico de diametro
D, comprimento 1, no qual a agua adére as pare-
des do tubo e determina uma forga de viscosi-
dade capaz de equilibrar a componente da forca
exterior paralela ao eixo do tubo, componente
esta que é a do peso da agua contida no cilindro.

Teremos 3
7 u "= D2
— D] = vyl ———
: =1

sendo J a perda de carga por unidade de com-

primento, isto é, ] = —Tp- u a velocidade na

periféria, & a espessura da camada limite, 1 o
coeficiente mecanico de viscosidade, e | o peso
especifico do fluido. Da equacdo acima pode-se
tirar

_ 47qu
13D

Chamando U a velocidade media no interior
do tubo, # um coeficiente de proporcionalidade,
que veremos em seguida ser de fito uma cons-
tante para grandes valores do numero de Rey-
nolds, teremos que, de acordo com as proprie-
dades do movimento em tubos, a perda de carga
J devida & viscosidade pode ser considerada pro-
porcional ao quadrado da velocidade e inversa-
mente proporcional ao diametro, isto &,

Uz
e 3 2gD
donde
GRE )
13D 2¢ D
e como
=
d o
teremos
o Svu
0 PRS-
a U2
donde
_6_____ Svu . 8u e e
D ~  «U2D «U UD
8u 1
«U ~ R

Das experiencias de Lees, Koseny e outros,
resultou que para valores muito grandes do nu-
mero de Reynolds o coeficiente % pode ser con-
siderado constante e egual, em media, aproxima-

damente, a 0,007.

Temos, pois:

8 _ 8 1
D «U = R

na qual equacdo, para grandes valores do numero

L u
de Reynolds, # é constante, bem como ——U—

que é a relacio entre a velocidade devido & vis-
cosidade e a velocidade media na secio trans-
versal,
8
D
nal ao inverso do numero de Reynolds.

Este resultado parece em contradico com o
valor obtido anteriormente para o retangulo de

Prandtl:
3 V 1
— = k .
D R

Para que houvesse acordo entre os dois resul-
tados seria necessario que

Vé-se, portanto, que a relacdo é proporcio-



— 32 —

8u 1 — N
«U R |/?
ou
u == 18 o V R
U 8

Substituindo « pelo seu valor, encontrado nas
experiencias de Koseny e Lees, teremos:

1
@ = 0,007 &~ 0,6 R™F

'l/_R (0,007 + 0.6 R-%)
k
U 8

1
0,007 RT 4 0,6 RF
8

Para valores de R suficientemente elevados
teremos a possibilidade de ter o numerador maior
do que o denominador, isto &,

A S 8
0,007R?* 4+ 06R¢% > =T

A partir deste valor de R teriamos u > U, o
que é impossivel, visto que a velocidade na pe-
riferia, devido & viscosidade do fluido, ndo po-
de ser maior do que a velocidade media.

Este resultado indica ad absurdum que a for-
mula de Kozeny nio é exacta para valores mui-
to elevados do numero de Reynolds. Do estudo
das correntes turbulentas resulta que os valores
elevados da constante de Reynolds indicam fran-
ca turbulencia do regime, ao passo que os pe-
quenos numeros de Reynolds caracterisam as cor-
rentes laminares. Os valores medios significam
um regime de transicio. Para estes dois regimes,
até mesmo para um principio de turbulencia, a
equagio de Kozeny, que ndo contradiz os resul-
tados geraes de Reynolds e Rayleigh, parece tra-
duzir bem os resultados da experiencia, e ndo
estd em desacordo com a formula anterior:

o n—1

—

O resu_ltado obtido:
)

:k%

D I/R

bem como outras formulas analogas do movimen-
to de fluidos viscosos, ndo tem encontrado uma
completa verificagio por parte da experiencia.
Tracando diagramas, cujas abcissas sejam pro-
porcionaes a R, e as ordenadas proporcionaes a

3 1

-~ 0 -
3 oua —, observa-se que a lei — =k —=
D D VR

ndo é valida para todo e qualquer valor do nu-
mero de Reynolds.

Ela s6 é verdadeira até um certo e determi-
nado valor de R. Este valor-limite do parame-
tro de Reynolds tem o nome de valor critico. A
velocidade que corresponde a este valor limite é
chamada velocidade critica. E' a velocidade para
a qual cessa o movimento laminar.

Distinggo entre movimento laminar e movimento
turbulento.

O problema estudado por Poiseuille se refere
a correntes laminares, isto é, a correntes de tur-
bulencia niila, ou, como se pode dizer depois dos
trabalhos de Reynolds e Rayleigh, a correntes
em que é pequeno o valor do indice de Reynolds.

Para taes correntes em regime Poiseuille, de-
fluindo em tubos cilindricos de secdo circular de
raio a, a velocidade generica v no ponto em que
o raio generico é r satisfaz a formula de Poiseuille:

= _1___d._.P__(az_r2>
4 dx

A distribuicio da velocidade numa secfio trans-
versal é representada por uma parabola, cujo ei-
%o coincide com o do tubo. A velocidade mé-

dia U é
2

U = 1 Sa2'r:rvdr=—--a—. dp

™ ald, Su dx

De fato, sendo Q a vasdo, d Q o seu elemento

diferencial, temos
a

d 1
U= O = - S 2 nrvdr =
o] ma
0
=) = 1 dp Saaz rdr — Sar3 dr
2 a? p dx o °
1 dp at a2 dp
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A velocidade generica é, pois:

v=12U (1-— it )
a—

Para r = o tem-se v = 2 U, isto é: a velo-
cidade no eixo do tubo (velocidade maxima) é
o dobro da velocidade media.

Para um comprimento 1 do tubo a resistencia

devida ao atrito é proporcional & area s = 2 nal,
sendo por outro lado proporcional a l e 4 area

da base = a®e ao graaiente de pre-sséo <~ -?) b
X

Temos entdo:

S__:_:aZI_d.p_ e S:Sp,ﬁlu
dx
donde:
' _dp __ 8pU
dx a?
donde
2
U — — 8 . dp .
8}.; cdx

Introduzindo o valor do numero de Reynolds,

temos:
alJ al
R e ) ! == Yy — _—
= RS
d'onde:
48U ooau p U?
dx 22 R aR
ou.
de 80U _1
dx a ' R
A resistencia S por unidade de superficie é
_ 0 Se . a dp
2ral 2 dx
. a 8p U2 1
2 a R
1
= 4pUz | ——

Portanto, para correntes laminares, a resistencia
por unidade de area é proporcional & densidade
do fluido, ao quadrado da velocidade media, e
inversamente proporcional ao numero de Rey-
nolds, resultado este de ac6érdo com o de Kozeny.

Mas é bom de ver, conforme indicam as expe-

riencias, que este regime laminar de Poiseuille s
se estabelece para valores ndo muito grandes do
numero de Reynolds. Experiencias numerosas de-
monstraram que a estabilidade do regime exige
que o indice reynoldiano ndo va alem de um
certo numero inferior a 2000.

Em alguns tratados de Aerodinamica este li-
mite é abaixado até 1200, e mesmo até 1160.
De modo que é necessario ter-se R < 1160 para
que as formulas deduzidas, tendo em vista o re-
gime laminar, possam aplicar-se com seguranca.
Até mesmo na opinido dos que fizeram descer o
numero de Reynolds ao limite inferior de R <C
1160, pode-se esperar que em condicSes normaes
o regime se liberte da turbulen-ia propria aos
grandes numeros de Reynolds, e que, sem erro
apreciavel, a corrente possa ser tida como lami-
nar, até mesmo para alguns valores do numero

de Reynolds acima de 2000.

Singularidades da turbulencia. Vortices.
Esteira de sulcos.

Em geral pode-se dizer que qualquer movimen-
to de rotacdo da parte fluida de um sistema em
torno de eixos instantaneos ou permanentes cons-
titue um vortice, desde que ndo se tenham espe-
cificado mais precisamente as condigdes da ro-
tacéo.

E’ facil compreénder o vortice plano: rotagdo
em torno de um eixo constante, geralmente ver-
tical. Mais dificil é conceber o anél de vortices,
ou o vortice espacial a tres dimensGes.

Na superficie de um liquido o vortice se torna
visivel ndo s6 pela depressdo ou sulco profundo,
como pelo movimento das particulas flutuantes.
Nos casos mais geraes de anél de vortices, de
vortice espacial, ou de cauda de sulcos, com as
suas superficies descontinuas caracteristicas, a ob-
servacio diréta é mais penosa, e as vezes extre-
mamente dificil, salvo quando se encontram en-
voltas nos turbilhdes particulas visiveis. A ob-
servacdo tem. sido coadjuvada em alguns casos,
como nas classicas experiencias de Reynolds, pela
adjuncao de liquidos coloridos, que permitem
acompanhar melhor o fenomeno da turbulencia.

Chama-se vortice for¢ado a rotacio que resul-
ta da obrigacio de girar em torno de um eixo
fixo, comportando-se como um sistema solido em
relacdo 4 velocidade de cada ponto. O vortice
é livre quando num movimento plano as linhas
de corrente seguem circunferencias concentricas
em torno do eixo fixo normal ao plano do mo-
vimento. Neste caso, as velocidades sdo inver-
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samente proporcionaes aos raios dos circulos, ao
passo que nos vortices forcados as velocidades
sdo dirétamente proporcionaes as distancias do
eixo de rotagdo. Os vortices sdo livres, na super-
ficie de um liquido, quando este se escéa por um
orificio. A deformacdo de uma particula liquida
neste caso é uma dilatacio, e a componente re-
lativa ao movimento vorticoso é nula. A rotacgio
aqui nio poderia ser comparada a de um corpo
,rigido; o vortice, pois, ndo é forcado, é livre. Ri-
gorosamente falando, ao contrario da linguagem
popular que chama de vortice a este movimento
de rotacdo, a verdade é que ndo ha vortices, a
ndo ser no centro, numa zona muito limitada. ()

Quando duas correntes se encontram ha ge-
ralmente produgdo de vortices. O mesmo se da
guando ha movimento relativo entre solidos e
fluidos. Se duas correntes com velocidades di-
ferentes, obliquas, acabam por se tangenciar, o
ponto de encontro é origem de vortices. A su-
perficie de separacdo torna-se a séde de turbi-
lhdes diversos e de uma esteira de sulcos ondu-
losos. E' o que acontece quando um solido, um
navio por exemplo, se desloca no mar: &4 pdpa
forma-se uma cauda de sulcos, que se restabelece
periodicamente.

Os anéis de vortices tém sido estudados expe-
rimentalmente por diversos observadores, tanto
nos gazes como nos liquidos. Quando se introduz
um jacto liquido por uma torneira ou por um re-
gistro em outro liquido em repouso, é possivel
colorir o jacto e seguir o desenvolvimento da tur-
bulencia: anéis vorticosos se desenvolvem na mas-
sa antes tranquila com velocidades apreciaveis.
Observadores como Oberbeck verificaram que a
velocidade pode ir a 70 metros por segundo.

Tambem no ar foi facil obter os anéis, que se
tornaram visiveis com fumaga de substancias co-
loridas, ou com fumo de tabaco. Foi possivel
observar a energia cinetica de certos anéis de

(1) No tratado de Prandtl e Tietjens (Hydro- und Aero-
mechanik) encontram-se observagGes que csclarecem a distin-
¢do a fazer entre as duas naturezas de vortices.

“Helmholtz denominou vortice (Wirbel) o gue aqui chama-
mos giro ou rotagdo (Drehung). Empregande esta palavra
vortice caimos em contradigio com a linguagem habitual, que
entende como vortice ¢ movimento giratorio circular de um
fluido. Segundo Helmholtz, o simples movimento laminar de
um fluide viscoso seria vorticoso, o que contradiz categorica-
mente o usc habitual da linguagem. Os inovimentos laminares
possuem gircs ou rotagdes, mas nfio possuem vortices'.

Prandtl und Tietjens (Mydro- “ind Aeromechanik,
Seite 186 - 187).

vortices: resultado que confirma a tendencia mo-
derna a atribuir 4 turbulencia um valor as vezes
muito maior do que & viscosidade, quanto & resis-
tencia fluidodinamica, explicando-se assim como
é possivel que os fluidos perfeitos, ou de visco-
sidade nitla, oferecam resistencia relativamente as
superficies solidas, o que seria inexplicavel se s6
a viscosidade determindsse a resistencia, como se
pretende as vezes quando se quer esclarecer o

" paradoxo de D'Alembert.

Dos vortices em geral tratou amplamente Leo-
nardo da Vinci em sua obra "Del moto e misura
dell'acqua”. Das duas especies essenciaes de vor-
tices, uns crescendo com a distancia ao eixo, ou-
tros diminuindo 4 proporcio que déle se afastam,
falou Leonardo, ilustrando as suas observacdes
com desenhos numerosos e interessantes.

Turbulencia acentuada em virtude de
obstaculos laterais no alargamento

brusco de segdo.

Desenho de Leonardo da Vinci.

Turbulencia em virtude de obstaculos
simetricamente postos na segio.

Fig. 13

vo!’ticea e esteirﬂ de aulcoa em Obsta'
culo obliquo, segundo Leonardo da

Vinci.
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Fig. 14

“La corrente corre piu di sopra che di sotto, e per con-
seguenza, se per la velocitd di sopra il retroso é girato
per un verso, nell'acqua tarda si reunisse in un punto,
e rinova il suo circular moto con contrario movimento”.

(Leonardo da Vinci).

Obstaculo no fundo da corrente. “In un fiume piano, se
nel fondo fia un sol sasso, l'acqus doppo quello fa molti
globi”.

(Leonardo da Vinci).

‘Vortices no escoamento por orificio.
“Il retroso, ch’'é veloce in mezzo
della sua circolatione, porta aria ed
acqua nel suo fondo. E la ragione é
perché tali retrosi, oltre al moto suo
circolare, hanno il moto del tri-
vellamento inverso al fondo.”
(Léonardo da Vinci).

Dos vortices a que acima nos referimos diz
Leonardo:

Il retroso alcuna volta cresce in potenza, e
diminuisce in diametro, ed alcuna volta dimi-
nuisce in potenza, e cresce in diametro. Ed il
primo € quando 'acqua versa per il suo fondo.

[Caso do orificio praticado na parede ou no fun-
do de um reservatorio]. Perché 'acqua che com-
pone il retroso é tanto piu veloce, quant’ella & piu
bassa, perché ha sopra di sé maggior peso d’acqua,
e perd si fa piu veloce.”

As duas especies de vortices ficam assim cara-
cterisadas: no primeiro caso, as velocidades sdo
inversamente proporcionaes ao raio de rotacio,
isto é, o movimento é tanto mais rapido quanto
mais proximo do eixo. O eixo é a parte mais
veloz. No segundo caso, as velocidades sdo di-
rétamente proporcionaes ao raio de giracdo, isto
é, o movimento é tanto mais rapido quanto maior
é a distancia ao eixo. No eixo a velocidade é
nula. O eixo estd em repouso.

Explicando com admiravel clareza o movimen-
to singular de vortices, que ele chama “caso degno
d’ammiratione”, diz Leonardo: "Il moto elico,
overo revertiginoso d'ogni liquido & tanto piu
veloce, quanto egl'é piu vicino al centro della
sua rivolutione. Questo che noi proponiamo
é caso degno d'ammiratione. Conciosia che il
moto circolare della rota & tanto piu tardo, guan-
to egl'é piu vicino al centro del circonvolubile.
Ma questo tal caso non habbiamo nel particolare
dell’acqua.”

E mais adiante, no breve capitulo intitulado:
“Del movimento de retrosi” acrescenta Leonardo
estas preciosas observagdes: ‘“‘L’acqua nel fondo
fa li suoi retrosi, quali si raggirano per contrario
movimento a quello di sopra. La ragione é che
li circoli, i quali sono larghi di sopra, si ridu-
cano ad un punto, ed ivi si sommergono. E se-
guitando il loro moto per l'incomminciato corso,
viene nel fondo a fare contrario moto a quello
di sopra, quando si disgrega dal suo centro”.

A leitura da obra extremamente original de
Leonardo, e riquissima de observagdes que ainda
hoje nao perderam de valor, antes de interessan-
te atualidade, faz compreénder a enorme impor-
tancia dessas perdas complexas de energia cine-
tica, que Levi-Civita tanto estudou como “esteira
ou cauda de sulcos”, que Helmholtz submeteu a
analise matematica com o nome generico de
“Wirbelbewegung”, e que Prandtl descreve minu-
ciosamente. (Dynamik der Wirbelbewegung).

Estes fenomenos de turbilhdes e esteira de sul-
cos estio intimamente ligados &s caracteristicas
do movimento turbulento, e mais precisamente,
se acham bem caracterisados pelo numero de
Reynolds. Para valores muito pequenos de nu-
meros de Reynolds nfo se observa nenhum fe-
nomeno turbilhonario. Os vortices aparecem de-
pois de um certo valor (valor critico) do numero

3 ! Viiivhiniven



de Reynolds. Para numeros muito grandes de
Reynolds, aumentam os vortices, mas amorcece
a periodicidade da sua formacio, bem como a
da esteira de sulcos. Por isto, é de esperar que
as formulas que déo o valor da resistencia sejam
diversas. Mas em qualquer caso, o numero de
Reynolds é uma informagéo preciosa sobre o grio
de turbulencia, sobre a natureza e a intensidade
dos vortices.

A velocidade média U é a soma das duas velocidades
u; e uy. sendo uga velocidade média da parte turbu-
lenta e uy, a velocidade perto da parede.

Q
Tem-se U —= — 5 — u + v
T Iy

O numero de Reynolds como fator da resistencia
e como indice da turbulencia das correntes.

J4 mostramos que a resistencia, considerada,
conforme mostram a teoria e a experiencia, como
fungio do numero de Reynolds, pode ser dada
pela equacio:

1 n
S =k 2 —
£ X ( R )

na qual a resistencia depende do quadrado da
velocidade e de uma potencia n do inverso do
numero de Reynolds. E' claro que este valor
da resistencia se refere ao regime hidraulico, e
que, no caso de regime viscoso, conviria pér a
equacio sob a forma

S

I

£

=

e

-G
VS
by ‘ -
SN

A primeira equacfio, de forma quadratica para
o valor da velocidade, pode ser escrita de modo
geral, desta férma:

1

S=kov?d[—

o v ()
Assim, ambos os regimes ficam subordinados
a uma funcio do numero de Reynolds, o que
exprime tambem uma propriedade fisica deste
parametro, que assume justamente a capacidade

de caracterisar o movimento.

A experimentagio tem procurado descriminar
empiricamente, mas sempre subordinada & ana-
lise matematica, a natureza das duas fungdes ¢
e,

Para numeros de Reynolds bastante grandes,
a funcdo ¥ tende a tornar-se independente do

numero de Reynolds.

Ao contrario, para valores muito pequenos des-
te parametro, a funcio ¥ torna-se uma propor-
cionalidade ao inverso de R, tal como achimos
anteriormente:

S — kpv (‘—>“
R

Destas ponderacdes resulta a possibilidade de
classificar o estudo da resistencia conforme esse
parametro € notavelmente grande ou notavelmen-
te pequeno.

A resistencia para grandes numeros de Rey-
nolds, nas regiGes onde as rotacdes ndo sdo sen-
siveis, torna-se identica a que é propria dos flui-
dos perfeitos. Nas regices onde ha movimentos
rotacionaes a resistencia é identica 4 dos fluidos

lv

, o valor

viscosos. E' claro que sendo R =
v

deste parametro pode ser grande em virtude de
grandes dimensdes |1 e de .velocidades moderadas
ou pequenas, ou em virtude de grandes veloci-
dades, como no caso do regime balistico, embora
sejam moderadas ou pequenas as dimensdes.
Tanto no 1.° caso como no 2.° ha identica in-
fluencia do denominador, que é sempre o coefi-
ciente cinematico de viscosidade.

A vantagem do numero de Reynolds é justa-
mente, entre outras muitas, a de reduzir a cara-
cterisacio de um sistema fluidodinamico a um
s6 parametro, em vez da obrigacdo de examinar
a todo momento as tres possiveis variaveis do
sistema: dimensdo, velocidade, e viscosidade.

Esta classificacio das correntes pelos numeros
de Reynolds corresponde 4 classica distincdo de-
las em correntes laminares e correntes turbulen-
tas, que prevaleceu desde Boussinesq. Para o
regime laminar ou viscoso valem sempre as equa-
cdes de Navier, nas quaes o transporte da quan-
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tidade de movimento de uma camada a outra
se efetiia por simples difus@o. Para o regime tur-
bulento ou sinuoso essas equacdes de Navier dei-
xam de valer, pois ndo é entio possivel admitir

e os esforcos tangenciaes sejam simplesmente
proporcionaes ao gradiente de velocidade. E’
certo, e ja posto féra de duvida, quer pela ana-
lise matematica, quer pela experimentacdo, que
este tipo de movimento, denominado turbulento
em contraposicdo ao regime laminar, surge sem-
pre acompanhado de valores muito grandes do
parametro de Reynolds. Ele provem naturalmen-
te de qualquer corrente ou sistema laminar, sem-
pre que o numero de Reynolds ultrapassa um
determinado limite, limite este que corresponde
a uma velocidade critica, ou a um numero de
Reynolds critico.

Quando se aplicam as equagdes de Navier ao
regime laminar ou viscoso, desprezam-se os ter-
mos quadraticos, e assim se chega a uma expres-
sdo da resistencia em fun¢do do numero de Rey-
nolds, em que este é sempre pegueno.

Os movimentos chamados laminares nio se de-
vem confundir com o regime laminar ou viscoso,
pois que esses movimentos sdo caracterisados pe-
lo fato que eles se efetuam paralelamente a uma
dada superficie livre ou a uma parede fixa, seja
plana, seja cilindrica, emquanto que o regime
denominado laminar é definido pela sua expres-
sdo analitica, expressio que é dada pelo sistema
de equagdes de Navier.

No movimento laminar pode-se admitir que
as velocidades, forcosamente paralelas| entre si,
sio paralelas a uma direcio dada, 4 direcio de
um dos eixos de coordenadas. Suporemos que
esse eixo é o dos %, e assim a equacdo|de conti-
nuidade se reduzird a:

au

ox

e as componentes v e w serao nulas, bem como

e Hu oV 3w
serdo nulos os termos U - ——=, Vi———1C" W, =! .
oX oy 0Z

Este movimento laminar, assim definido, nio
é forcosamente identico ao chamado regime la-
minar, caracterisado pelo sistema de equacdes
de Navier e pelo fato de ser representado por
um numero de Reynolds de valor diminuto.

Nas experiencias que Reynolds realizou em tu-
bos cilindricos, foi observado '© movimento de
um filete liquido adequadamente colorido atravéz
de uma massa liquida incolor. Esse filete colorido
permanecia retilineo, regular, *‘paralelo ao eixo do
tubo, sempre que era pequeno o valor do numero
de Reynolds, abaixo, pois, do valor critico. Esse
movimento era, pois, laminar. O regime era tam-
bem laminar, mas nio é forcoso que sempre o
movimento laminar se identifique com o regime
laminar.

Os movimentos laminares podem se efetuar sé-
mente ao longo de paredes planas ou cilindricas,
como 0s encanamentos, os canaes, ou entre su-
perficies cilindricas concentricas, ¢ podem preva-
lecer tambem para grandes numerds de Reynolds,
emquanto’ que o regime laminar & caracterisado
por pequenos numeros de Reynclds, e podeige
dar conjuntamente com o movimento de um so-
lido no seio de um sistema fluido, © &#e nio é
possivel para o movimento propriaﬁ;‘ﬁite lami-
nar. No movimento relativo entre um solide qual-
quer e um fluido tambem qualqier pode haver
regime laminar, mas’ é ‘impossivel o movimento
laminar.

A deficiencia da linguagem sientifica atual, Gie
se pode atribuir ac fato de serem ainda recentes
os estudos sobre o movimento e o regime lami-
nares, nao deve, porém, conduzir a uma con-
fusdo, que seria nociva para a compreensio destes
fenomenos.
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