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Resumo: A Andlise por Envoltoria de Dados (DEA) é um dos mais conhecidos métodos de
avaliagdo da eficiencia relativa de um conjunto de empresas. Devido ao fato do DEA ser
baseado em modelos programacdo linear, que por definigdo estio sempre sujeitos aos principios
da dualidade, pode-se analisar os modelos do DEA por meio de duas vertentes: (@) Primal e (b)
Dual. A partiv da andlise conjunta dos modelos Primais e Duais pode-se obler uma série de
conclusdes que a andlise de um unico modelo ndo possibilitaria. Assim, essa andlise conjunta
pode servir como uma importante ferramenta de auxilio ao gestor. Assim, os principais objetivos
deste artigo sdo: (a) descrever as principais aplicagdes dos modelos DEA Duais e Primais e; (b)
confeccionar uma proposta conjugada desses dois modelos. Com a utilizacdo conjunta dos
modelos Primais e Duais é possivel obter: (a) a eficiéncia relativa, (b) as utilidades dos prodittos
e Insumos, {c) as metas para se atingiv a eficiéncia e (d) a determinagdo dos benchmarks. Para
realizacdo desta pesquisa, o procedimento metodologico utilizado foi uma pesquisa
bibliogrdfico-exploratoria que consistiu em uma busca na literatura dos principais principios
referentes ao DEA e a integracdo desses conceitos por meio de deducdes matemdticas.
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1. Introducio

Atnalmente, um dos grandes debates no meio académico é sobre como as empresas
devem proceder para alcancar a mixima eficiéncia nos processos produtivos, sendo um
procedimento essencial para a sobrevivéncia no mercado globalizado. Tendo em vista essa
importancia, houve a necessidade do surgimento de técnicas para avaliarem a eficiéncia de uma
empresa perante suas concorrentes (eficiéncia relativa).

A Engenharia de Produgfio postula que para avaliar todo e qualquer sistema € necessario
definir quais s8o os principais imputs e outputs representantes desse sistema em sua totalidade e a
pesquisa operacional € a disciplina que melhor circunscreve esse ambiente complexo,
apresentando um grande avango no desenvolvimento das técnicas para andlise de eficiéncia
(ALMEIDA, MARIANO e REBELATTO, 2006 e LOVELL et al., 1993).

A Andlise por Envoltéria de Dados (Data Envelopment Analysis - DEA) é uma das técnicas
oriundas da Pesquisa Operacionais mais utilizadas para avaliar a eficiéncia relativa de um
conjunto de empresas (VILLELA, 2004). Sendo o DEA um modelo de programagdo linear, ele
também esti sujeito aos principios da Dualidade. Segundo esses principios, todo problema de
programacéo linear (intitulado Primal) esta associado a um outro problema de programacfo linear
(intitulado Dual) cujo resultado da func¢éo objetivo é o mesmo. Por meio do Dual, pode-se
realizar analises que a simples observagdo do modelo Primal ndo permite.

Com isso, 0 objetivo geral deste artigo consiste, em apresentar, discutir e aplicar os
modelos Duais e Primais do DEA, apresentando suas principais utiliza¢Ges e relacionar ambos os
modelos com o intuito de apresentar uma proposta de uso conjunto. A principal justificativa deste
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trabalho ¢ a falta na literatura de um trabalho nessa dire¢fio. Além disso, na literatura os modelos
Primais e Duais 880 pouco explorados e nfio sfio, na maior parte das vezes, apresentados em
conjunto.

2. Analise por Envoltoria de Dados
2.1 Conceitos Basicos

A Andlise por Envoltoria de Dados (DEA) € uma técnica baseada em programacéo linear,
com o objetivo de medir o desempenho de unidades operacionais (ou tomadoras de decisdo),
quando a presenca de multiplas entradas e multiplas saidas torna dificil a comparacio (BIONDI
NETO, MELO e GOMES, 2003; VILLELA, 2004). Na literatura correspondente, 0 DEA ¢
comum denominarmos as unidades operacionais analisadas como Unidades Tomadoras de
Decisdo (Decision Making Units — DMUs).

Casa Nova (2002) define Analise por Envoltéria de Dados como sendo uma curva de
eficiéncia (ou de maxima produtividade) considerando uma relagdo otima entre 08 insumos e os
produtos de um conjunto de empresas. Essa curva pode ser definida como Fronteira de eficiéncia
onde as unidades consideradas eficientes estardo nessa curva enquanto as ineficientes se
localizardo abaixo dela.

De acordo com Oliveira e Gomes (2003), a Analise por Envoltoria de Dados (DEA) é uma
abordagem de programacfo matemdfica, alternativa aos metodos estatisticos tradicionais, que
possibilita estimar a eficiéncia relativa mediante uma fronteira de eficiéncia. Desse modo, o
termo de fronteira de eficiéncia denomina quais pontos limitam a produtividade sobre o qual uma
unidade produtiva hipotética € tecnicamente eficiente (LORENZETT et af, 2004).

2.2 Origem e evolucio

A técnica DEA teve origem com o conceito de produtividade, que € a relagdo entre os
produtos e insumos de uma empresa. Nos casos de multiplos insumos (x) e multiplos produtos
(¥), o cdlculo da produtividade de uma empresa foi proposto por originalmente por Knight (1933)
por meio da Expresséo 1 ( MOITA, 2002):

U YIHU2 Ve + U3 s
Produtividade = =0, /1, (1)
VX1V X2 V3 5.,

Em que:

ui = Utilidade (coeficiente de importéncia) do output i;
yi = Quantidade do output 1

vj =Utilidade (coeficiente de importancia) do input j;
xj = Quantidade do input j;

O, = Cutput virtual;

I, = Input virtual.

Dessa forma, a medida de produtividade depende de um conjunto de pesos a serem
atribuidos a cada input (v) e a cada output (1). Esses pesos sdo as utilidades de um insumo ou de
um produto. Porém, nem sempre a utilidade de um insumo (ou produto) pode ser facilmente
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mensurada. Além disso, para cada empresa a importincia (utilidade) dos produtos e dos insumos
sfo diferentes. Assim, as letras u e v da férmula de produtividade sfo variaveis, sendo que cada
entidade avaliada possuira utilidades diferentes.

A abordagem analitica rigorosa aplicada a medida da eficiéncia na produgéo teve origem
com o trabalho de Pareto-Koopmans e Debreu (1951). A eficiéncia relativa de uma empresa pode
ser dividida em duas categorias: (a) a técnica e (b) a de escala. A definicfo de Pareto-Koopmans
para a eficiéncia técnica é um vetor /npui-output que tecnicamente eficiente se e s0 se:

a) Nenhum dos outputs pode ser aumentado sem que algum outro eutput seja reduzido
ou algum input necessite ser aumentado;

b) Nenhum dos imputs possa ser reduzido sem que algum outro input seja aumentado ou
algum output seja reduzido.

Com base nessa defini¢io de unidade eficiente, a eficiéncia de uma empresa qualquer
pode ser calculada pela Expresséo 2, assim resultado do célculo da eficiéncia é sempre um valor
entre 0 e 1, que pode ser expresso em termos percentuais ou absolutos.

Eficiéncia=P /P (2)

Em que:
P = Produtividade atual da DMU;
Piax: = Produtividade maxima que pode ser alcangada por essa DMU.

O estudo das medidas de eficiéncia baseadas em técnicas ndo parameétricas teve
prosseguimento com Farrel (1957), que propds um modelo empirico para o cdlculo da eficiéncia
relativa, isto €, a eficiéncia de uma empresa em relagéio as outras. Para Farrel (1957), era melhor
comparar a eficiéncia de uma empresa com os melhores niveis até entfdo observados do que com
algum ideal inatingivel (OLIVEIRA e GOMES, 2003).

Baseados nas analises de Farrel (1957) e no conceito de produtividade de Knight (1933),
os autores Charnes, Cooper e Rhodes iniciaram o estudo da abordagem ndo paramétrica para
analise de eficiéncia relativa de firmas com miiltiplog insumos e multiplos produtos. Foram esses
pesquisadores que utilizaram pela primeira vez o termo DEA. O primeiro modelo criado para o
DEA pressupunha retornos constantes a escala, ou seja, nio considerava os ganhos de escala
quando se calculava a eficiéncia. Desse modo, a eficiéncia calculada era a eficiéncia técnica. Esse
modelo passou a ser conhecido como modelo CCR, em homenagem aos seus autores, ou modelo
como modelo de retornos constantes (Constant Returns to Scale - CRS) (OLIVEIRA e GOMES,
2001).

Em 1984 Banks, Charnes e Cooper criaram um novo modelo, considerando o retorno
variavel & escala, ou seja, considerando o ganho de escala no céalculo da eficiéncia. Esse passou a
ser identificado como modelo de retornos variaveis (BCC) (Variable Returns to Scale - VRS),
em homenagem aos seus autores. Esse modelo incorporava pela primeira vez o conceito de
eficiéncia de escala(LORENZET, LOPES, LIMA, 2004). Desde entfio, uma série de modelos
foram desenvolvidos a partir de modificagdes no modelo BCC, assim para estender a
aplicabilidade do DEA aos mais diversos segmentos. Esses modelos se destinavam aos mais
diversos fins e pode-se obter a resultados cada vez mais completos.

3. Calculo das metas de uma DMU ineficiente
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O ponto de projecédo de uma DMU ineficiente na fronteira nada mais € do que uma meta
para que a DMU ineficiente se torne eficiente. O ponto de projecdo da DMU ineficiente
dependera da orienta¢do do modelo {que determinarda a dire¢do da proje¢do) e do modelo
utilizado (que determinara a forma da fronteira). A Figura 1 ilustra a proje¢do de um modelo
CCR para ambas as orientacGes a0 insumo e ao produto.

Chitpnnt
A
! Orientacao
Oy [TTTTTTTTTTTTY L ao produto
Oy eQy’ fpo-======= Z—--=4
Orientacad
a0 insum
OE > Input

Tu’ Ivelv”

FIGURA 1 -Modelo de Orientagiio ao insumo ou ao produto
Fonte: Coelli, Prazada Rao e Batteze (1998).

A Expressédo 3 apresenta o procedimento de cilculo da eficiéncia relativa da DMU A da
Figura 1, a partir da defini¢fio de eficiéncia, para as duas orienta¢Ses (ao insumo e ao produto):

E =P/ Puax=Pa/ Py (insumo) ou Py / Py (produto) (3)

Em que:

P = Produtividade atual da DMU;

Prax= Produtividade maxima que pode ser alcangada por essa DMU;

P,=Produtividade da DMU A (DMU ineficiente em analise);

P,’= Produtividade da DMU virtual A’ (projecdo da DMU ineficiente segundo o modelo
orientado ao insumo);

P, = Produtividade da DMU virtual A”(projecdo da DMU ineficiente segundo o modelo
orientado ao produto).

A produtividade da DMU A (P,) pode ser substituida pela expressdo (Ov / Iv ) sendo Ov
e Iv respectivamente O output virtual e o imput virtual da DMU A. Do mesmo modo, as
produtividades das DMUs A’ (Py') e A” (Py) podem ser substituidas respectivamente por (Ov'/
Iv') e (OV/Iv").

No caso da orientagfio para os iaputs, Ov' € igual a Ov ja que o output virtual é constante.
Assim, o desenvolvimento algébrico para o célculo da eficiéncia nessas condi¢Ges é estabelecida
pela Expressdo 4:

E=P4s/Pu=(OVIV)/(OV/IV)=Tv/Tv 4)

Em que:
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P,=Produtividade da DMU A;

P.’= Produtividade da DMU virtual A’;
Ov = Output virtual da DMU A;

Iv = Input virtual da DMU A;

Ov’= Quiput virtual da DMU virtual A’;
Iv’= Input virtual da DMU virtual A’.

Ao intitular a eficiéncia da orienta¢fo para inputs de 6, a Expressdo 4 ¢ transformada na
Expressdo 3.

v=06*Iv (5)

Em que:

Iv = Input virtual da DMU A;

Iv'= Input virtual da DMU virtual A° (meta daDMU A);
6 = Eficiéncia da orientagdo para o input,

n = Numero de inputs (insumos).

Por meio da Expressdo 5, pode-se calcular a meta para DMU ineficiente A, ja que Iv’ é a
meta para a DMU A quando se considera os produtos constantes. O Iv € por defini¢io uma
combinagdo linear de todos os insumos da DMU A, assim a Expressdo 5 pode ser desmembrada
em n equagdes, uma para cada insumo, conforme a Expressdo 7.

No caso da orientacdo para os produtos, Iv” € igual a Iv. Ao realizar o desenvolvimento
algébrico semelhante ao da orientagfo aos insumos e ao intitular o inverso da eficiéncia relativa
para orientagdo ao output de 1, obtém-se a Expressdo 6, que também permite o calculo da meta
DMU A, para essa orientacéio. Essa Expressiio também pode ser subdividida em m equagdes, uma
para cada produto, conforme a Expresséo 9.

oV’ =n*0Ov (6)

Em que:

Ov = Output virtual da DMU k;

OV” = Quitput virtual da DMU virtual A” (meta da DMUy);
n = Inverso da eficiéncia da orientagdo para o output,

m = Numero de outputs (produtos).

A partir das expressGes do cdlculo das metas da DMU A, derivam-se as expressdes para o
calculo das metas de uma DMU 0 aleatoria. No entanto, essas expressdes apenas servirdo para o
modelo CCR, pois a fronteira do modelo BCC ¢ caracterizada como sendo linear por partes e isso
pode ocasionar distor¢des ao resultado da meta caso a fronteira seja paralela a um dos eixos,
conforme ilustra a Figura 2.
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FIGURA 2 - Exemplificagéio do conceito de folga para DMU's

Essag distorgdes, indicadas na Figura 2, sfo intituladas folgas e devem ser incorporadas ao
calculo das metas para obter-se uma expressdo que seja utilizada tanto para o modelo CCR
quanto para o modelo BCC. As ExpressGes 7, 8, 9, 10 sdo formulas que permitem o calculo das
metas de qualquer DMU ineficiente, a partir dos valores da eficiéncia, dos inputs e dos outputs
para essas DMUs.

Metas para os modelos orientados aos insumos:

X0"=0*Xo—S; paraj=1,2,...n (7)
Vio' =vio+ S parai=1,2,3,.m (8)

Metas para os modelos orientados aos produtos:

Vio' =M *Vio- S; parai= 1,2,3,..m 9)
X' =X+ S paraj=1,2,..,n (10)

Em que:

x;0= Quantidade do insumo j da unidade 0;
¥io = Quantidade do produto i da unidade 0;
xjor = Meta do insumo j da unidade 0;

yior= Meta do produto i da unidade 0;
S;=Folga referente ao insumo j;

S;=Folga referente ao produto i;

m = Numero de tipos de produtos;

n = Numero de tipos de insumos.

Qualquer insumo ou produto de uma DMU virtual pode ser expresso como uma
combinacgfio linear dos insumos ou produtos do conjunto de DMUs que se esta considerando.

Z Z
Pode-se nas equagdes acima substituir vio® e X;o'respectivamente por Zy:'k A, e Zxﬂc - A, onde
k=1 k=1
1 € um coeficiente referente a DMU k, yi. € ooutput i daDMU Kk, X ¢ oinput jdaDMU ke z €
o numero de DMUs analisadas. Assim uma alternativa para se achar a meta de uma DMU
ineficiente é determinar o valor dos coeficientes Ay.
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4. Modelo DEA fracionario

O modelo DEA fracionario € obtido diretamente das férmulas de produtividade de Knight
(1933) e de eficiéncia relativa de uma empresa. O grande problema do calculo da eficiéncia
relativa por essas formulas € determinacdo das utilidades dos insumos e dos produtos de uma
empresa. Para resolver esse problema, foi necessario considerar que as utilidades dos insumos e
dos produtos de uma empresa sfo aquelas que maximizam a sua eficiéncia relativa. Isso ndo
necessariamente ¢ verdade, sendo, portanto, uma das hipoteses do DEA.

O modelo DEA originalmente desenvolvido por Charnes, Cooper e Rhodes (1978)
transformava o problema do calculo da eficiéncia relativa em um problema de programacéio
fracionaria como expresso pelas Expressdes 11, 12 e 13,

Z L y:’D
MAX p o = = (11)
¥ I X 0
i=1
Sujeito a:
Z U, "V
<1 paak=12..z (12)
— Vit
j:
uievj>0 (13)
Em que:

#;=Peso calculado para o output i;

v ;= Peso calculado para o input j;

xp.= Quantidade do input j para unidade k de um determinado setor;
yir= Quantidade do output 1 para unidade k de um determinado setor;
xj0= Quantidade do input j para unidade em analise;

¥ 0= Quantidade do output i para unidade em analise;

z = Numero de unidades em avaliacéo;

m = Numero de outputs,

n = Numero de inputs.

O modelo apresentado nas expressdes 11, 12, 13 é o modelo CCR fraciondrio. Neste
artigo serdo apresentados apenas os modelos CCR, porém todas as demonstragSes matematicas
realizadas para os modelos CCR também podem ser adaptadas para os modelos BCC. Vale
destacar que um problema de programacgdo fracionaria apresenta infinitas solucGes. Dessa
maneira, os problemas desse tipo requerem uma linearizacfo para que se obtenha uma solugéo
mais adequada para cada modelo. Os modelos DEA Primais originam-se da linearizacdo do
modelo DEA fracionario.

5. Modelos Primais do DEA

O modelo DEA Primal é obtido a partir da linearizaco do modelo fracionario. Essa
linearizagdo pode ser realizada por meio de dois procedimentos, ou mantendo-se os produtos
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constantes e minimizando os insumos (modelo orientado aos insumos), ou mantendo-se 0S
insumos constantes e maximizando os produtos (modelo orientado aos produtos). Os modelos
DEA Primais s8o modelos de programagdo linear que por defini¢do apresentam uma unica
solugdo, que ndo necessariamente € igual para as duas orienta¢des. Almeida, Mariano e Rebelatto
(2006) corroboraram essas afirmacGes por meio de um estudo de caso.

Para ambas as orientacdes, os modelo Primais sfo obtidos com o acréscimo de uma
restricdio ao modelo DEA fracionario. Para cada DMU que sera analisada, é necessario construir
um modelo de programacéo linear diferente, sendo que a eficiéncia relativa da DMU em analise
sera o proprio resultado da fungfo objetivo (no caso do modelo orientado aos insumos) ou o
inverso dela (no caso do modelo orientado aos produtos). Isso € claramente constatado por meio
das ExpressSes 14 e 18 que apresentam as fun¢Ses objetivo respectivamente dos modelos
orientados aos insumos e aos produtos. As Expressdes 14, 15, 16 e 17 apresentam a montagem do
modelo CCR Primal orientado aos insumos a partir do modelo DEA fracionério.

Z LI - (14)
MAX PO:% =D u -y,
i=1
Sujeito a:
v, rx,=1

pei Join (15)
2t Y " ; (16)
S =1 =>uy, > v, %, S0 parak=12...z

V; 'xﬂc i=1 =1

=l

nievj>0 (17)

As Expressdes 18, 19, 20 e 21 apresentam a montagem do modelo CCR Primal orientado
aos produtos a partir do modelo DEA fracionario.

1 n
MAX P0=——— =MIN FO=Z_1:vj "X (18)
2V "
=1
Sujeito a:
;“s Yo =1 (19)
i=
Hl
Zl Yy - n (20)
L <1 =D uy, —ZVJ ¥, <0 parak=12..z
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uievj>0 1)

Em que:

;= Peso calculado para o cutput i,

v ;= Peso calculado para o input j;

xp.= Quantidade do input j para unidade k de um determinado setor;
yirx=Quantidade do ouitput i para unidade k de um determinado setor;
xj0= Quantidade do input j para unidade em analise;

yjo= Quantidade do output i para unidade em analise;

z = Numero de unidades em avaliacéo;

m = Numero de outputs,

n = Numero de inpuis.

Os modelos Primais fornecem como resposta, além da eficiéncia relativa, os pesos #;ev;
Esses pesos s8o estimativas das utilidades dos insumos e dos produtos para cada DMU em
analise. Tendo em vista que a utilidade ¢ wm coeficiente de importancia, os modelos DEA
Primais podem ser utilizados para estimar as utilidades de insumos (ou produtos) que ndo sdo
factiveis. Para contemplar esse enfoque, a literatura apresenta trabalhos como o de Angulo-Meza,
Mello e Climaco (2006) que propde a utilizacdo do DEA Primal como uma ferramenta para a
analise multicritério.

E importante destacar que as utilidades dos insumos e dos produtos néio podem ser obtidas
diretamente por meio dos coeficientes u; e v ; ja que esses coeficientes dependem da ordem de
grandeza dos insumos e produtos. Para que os coeficientes reflitam exatamente o valor das
utilidades é preciso realizar uma normalizagio prévia dos dados do problema.

6. Modelos Duais do DEA

A todo problema de programagfo linear associa-se um outro problema de programacio
linear chamado de Dual cujo resultado da func¢éo objetivo é o mesmo do problema original que &
chamado de Primal (THANASSOLIS, 2001). Por meio dos modelos Duais pode-se realizar
analises que a resolu¢do dos problemas Primais sdo incapazes de contemplar. Segundo
Ramalhete, Guerreiro e Magalhées (1984), as regras para se obter o problema Dual a partir de seu
correspondente Primal sfo:

a) Cadarestri¢do do problema Primal corresponde a uma variavel do problema Dual;

b) Cada variavel do problema Primal corresponde a uma restri¢do do problema Dual;

c) A matriz dos coeficientes técnicos do problema Dual é uma matriz transposta da matriz
correspondente do problema original,

d) Os termos independentes do problema Dual sfio os coeficientes da funcfo objetivo do
problema Dual. Os coeficientes da fungdo objetivo do problema Primal sfo os termos
independentes do problema Dual;

e) Se o problema original for um problema de maximizacio (minimizacdo), entdo o
problema Dual é um problema de minimizagfo {(maximizac&o);

Sendo os modelos CCR e BCC, modelos de programacgio linear, também pode-se
encontrar para esses dois modelos e suas duas orientacbes (fuput e outpul) 05 seus
correspondentes Duais. Assim o modelo CCR orientado ao input Dual pode ser expresso pelas
Expressbes 22, 23, 24 e 25.
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MINFO =9 (22)
Sujeito a:
iyik A, 2y, parai=1,23..m (23)
k=1
ixﬂc A, - 8-x;; s0paraj=1,23n 24)
e8>0 (25)

Enquanto isso, o modelo CCR orientado ao output Dual pode ser expresso pelas
Expressdes 26, 27, 28 e 29.

MIN FO =1 (26)
Sujeito a:

DoxycA 2x, paraj=1,23.n @7

k=1
Zyik./ik_{?.yiﬂsoparai:la233am (28)

k=1
heen =0 (29)
Em que:

8 = Eficiéncia;

n = Inverso da Eficiéncia;

A = Néo possui significado econdmico, porém tem algumas aplica¢Ses praticas no calculo das
metas e benchmas,

xj= Quantidade do fnput ] para unidade k;
yir=Quantidade do output i para unidade k;

x;0= Quantidade do fnput j para unidade em analise;
yio=Quantidade do owutput i para unidade em analise;
z = Numero de unidades em avaliacdo;

m = Numero de tipos de outputs;,

n = Numero de tipos de inputs.

Devido ao fato do resultado da fungfo objetivo do problema Primal ser por defini¢fo igual
ao do Dual, pode-se afirmar que a variavel 8 ¢ a propria eficiéncia da DMU analisada, enquanto
n € o inverso da eficiéncia da DMU analisada.

Em um problema de programacfo linear, uma inequagdo pode ser transformada em
equacdo por meio do acréscimo de uma varidvel auxiliar. Para transformar as inequacdes,
representadas pelas ExpressSes 23, 24, 27 e 28, em equagdes pode-se acrescentar uma variavel
(+S) para as equagdes do tipo menor ou igual e (-S) para restrigbes do tipo maior ou igual. Ao
acrescentarmos essas variaveis auxiliares nas rtestricdes do DEA, elas se transformam nas
equacSes do calculo das metas, como pode ser verificado ao comparando-se as Expressdes 23,
24, 27 e 28 com as Expressées 7, 8, 9 e 10. Sendo assim, pode-se concluir que por meio dos
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Z Z
modelos Duais € possivel calcular metas para DMUSs ineficientes e que z Vi A € Zx A
k=1 k=1
s#0 as metas respectivamente de um output 1 e de um input § da DMU ineficiente que esta sendo
analisada (esse calculo ¢ o0 mesmo para as duas orientagcGes).

7. Determinar os Benchmarks

Nos modelos Primais, cada restri¢do corresponde a eficiéncia de uma DMU diferente e,
portanto, nos modelos Duais cada variavel A; € associada a uma diferente DMU k. Segundo o
teorema da dualidade, apos a resolucdo do Dual caso a variavel associada a uma restrigio for
igual a 0, isso significa que essa restricdo nfo atinge o seu valor maximo e portanto nfo limita
apenas o valor da F.O. do problema Primal. Por outro lado, caso o valor de Ay for diferente de 0,
isso significa que a restri¢do atingiu o seu valor maximo e que, portanto limitou o valor da F.O.
do problema Primal.

Quando uma restricfio limita o valor da F.O. isso significa que a DMU representada por
essa restricdo € eficiente mesmo quando usa os coeficientes que maximizam eficiéncia da DMU
em analise. Assim a DMU representada por essa restrigéio pode ser definido como um benchmark
para a DMU ineficiente em analise. Um benchmark ¢ uma DMU real que pode ser adotada como
padréo para uma DMU alcancar as suas metas organizacionais € se tornar eficiente. Vale lembrar
que a meta de uma DMU ¢ uma combinac¢fo linear dos inputs e outputs de seus benchmarks.

8. Conclusoes

A partir dos conceitos apresentados neste artigo foi possivel construir wm painel das
principais andlises que podem ser realizadas ao se utilizar os modelos Primais e Duais do DEA.

Ambos os modelos permitem o cdlculo da eficiéncia relativa. Nos modelos Primais e
Duais orientados aos insumos a eficiéncia relativa sera o proprio resultado da fungfo objetivo
(F.O.). Enquanto isso, nos modelos Primais e Duais orientados aos produtos a eficiéncia relativa
é 0 inverso desse valor. Especificamente para os modelos Duais, a eficiéncia relativa pode ser
dada pela variavel 6 (modelo orientado ao insumo) ou pelo inverso da wvariavel 7 (modelo
orientado ao produto).

Assim, por meio dos modelos Primais, além da eficiéncia, pode-se determinar também
estimativas para as utilidades de cada imput e cada output de uma DMU em andlise. Essas
informagdes séo obtidas por meio da analise dos coeficientes u; e v;.

Com os modelos Duais, além da eficiéncia, também se obtém os valores dos coeficientes
Ak que podem ser utilizados para:

a) Calcular as metas das DMUs ineficientes;
b) Determinar os benchmarks para cada DMUs ineficientes.

Por meio da analise conjunta dos modelos Duais e Primais verificou-se que apenas um
unico modelo ndo permitiria. Ao resolver-se apenas o modelo Primal, por exemplo, é impossivel
determinar as metas das DMUs ineficientes e os seus benchmarks respectivos. Por outro lado, ao
analisar-se apenas o modelo Dual ndo € possivel determinar as utilidades dos insumos e dos
produtos analisados. Assim, a melhor opg¢do é utilizar os dois modelos em conjunto para obter
mais informagdes do sistema.
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Vale lembrar que neste artigo foi apenas apresentado o modelo CCR. Porém, as
conclusdes a respeito das diferencas e das possiveis utilizacSes das modelagens Primais e Duais
também sdo validas para o modelo BCC, visto que a Unica diferenca existente entre os modelos
CCR e BCC ¢ que o primeiro calcula a eficiéncia total enquanto o segundo calcula a eficiéncia
técnica.

Como sugestdo para futuros trabalhos, sugere-se a aplicagfio dos conceitos da dualidade a
outros modelos do DEA e a outras técnicas que também s&o baseadas em programagéo linear.

9. Referéncias Bibliograficas

ALMEIDAMR.; MARIANO, E.B.; REBELATTO,D.AN. Anélise Por Envoltéria De Dados - Evolugio E
Possibilidades De Aplicagio. IX SIMPQOI - Simposio de Administracio de Produgio, Logistica e Operagoes
Internacionais, Sio Paulo, 2006, Anais.

ANGULO MEZA, L., SOARES MELLO, I.C.C.B., CLIMACO, J.CN. Estudos conjuntos de analise envoltoria
de dados (DEA) e programacio linear multiobjetive (PLMO): Uma revisio bibliografica. Relatorios de
Pesquisa em engenharia de Produgiio, vol. 6, n. 5. Universidade Federal Fluminense, 2006.

CASA NOVA, SP.C. Utllizaciio da anilise por envolioria de dados (DEA) na anilise de demonsiraces
contabeis. 2004. Tese (Doutorado em Ciéncias Contabeis) - Universidade de Sdo Paulo, Sio Paulo.

CHARNES, A.; COOPER, W.W.; RHODES, E. Measuring the efficiency of decision-making units. European
Journal of Operational Research, vol. 2, p. 429-444,1978.

COELLL T.; PRAZADA RAO, D.S.; BATTESE, G. E. An introduction to efficience and productivity analysis.
Magsachussets Kluer Academic Pulishers, 1998,

LORENZETT, I.R.; LOPES, A. L. M.; LIMA, M.V.A. Aplicaciio do método de pesquisa operacional DEA na
avaliaciio de desempenho de unidades produtivas para area de educacfio profissional. 2004. Dissertacio
{(Mestrado em Engenharia de Produgio), Universidade Federal de Santa Catarina - UFSC.

LOVELL, C. A. K. Productions frontiers and productive efficiency. In: FRIED, 1933,

MOITA, M. H. V. Um modelo para avaliaciio da eficiéncia técnica de professores universitarios utilizando
Anilise de Envoltéria de Dados: o caso dos professores da #drea de engenharias. Floriandpolis. 2002. 169 £
{(Doutorado em Engenharia de produgéio) — Programa de Pés-Graduagiio em Engenharia de Produgio, UFSC.

BIONDI NETO, L. B.; MELLO, J. C. C. B. C.,; GOMES. Método Fourier — DEA na mediciio de um componente
da quantidade de energia elétrica. In: 33T ENCONTRCO NACIONAL DE ENGENHARIA DE PRODUCAO.
Ouro Preto, 21 a 24 de outubro, 2003.

OLIVEIRA, H.C.; GOMES, A.P. Eficiéncia na agroindustria avicoela mineira. In. CONGRESSO DE CIENCIAS
HUMANAS, LETRAS E ARTES. Quro Pretfo, 28 a 31 de agosto, 2003.

RAMAIHETE, M.; GUERREIRO, J.; MAGALHAES, A. Programacéo Linear. Volumes I e II. Sio Paulo:
McGraw-Hill, Lisboa, 1984.

THANASSOULIS, E. Introduction to the theory and application of data envelopment analysis: a foundation
text with integrated software, Kluwer Academic Publishers, 2001

VILELA, D L. Utilizacéio do método Anilise Envoltério de Dados Para Avaliaciio do Desempenho Econdmice
de Coorporativas de Crédito. 2004. Dissertagio (Mestrado em Engenharia de Producgéo), Escola de Engenharia de
Sdo Carlos - Universidade de Sdo Paulo.



