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1. Introducéao

Em finangas, a volatilidade de um ativo representa a variabilidade dos seus
retornos ao longo do tempo, sendo frequentemente utilizada como uma medida de risco.
Altos niveis de volatilidade implicam em maior incerteza quanto ao comportamento futuro
dos pregos, o que impacta diretamente o processo de tomada de decisdo por parte de
investidores, gestores de risco e formuladores de politicas econdmicas.

No contexto atual, marcado por intensa dinamica dos mercados financeiros, as
criptomoedas se destacam como ativos de elevada volatilidade. Essa caracteristica torna
essencial o desenvolvimento de modelos robustos capazes de antecipar os padrdes de
variacdo de seus precos. Modelos baseados em dados intradiarios tém se mostrado
particularmente promissores nesse aspecto, conforme estudos como o de Val et al.
(2014).

O presente trabalho se insere nesse contexto, visando contribuir para a literatura
de previsdo de volatiidade com foco em ativos digitais, por meio de modelos

heterogéneos autoregressivos (HAR) e suas extensoes.

2. Objetivo
O objetivo central deste estudo é desenvolver modelos estatisticos preditivos da
volatilidade de ativos, com énfase no uso de dados intradiarios e variaveis exégenas que

reflitam informac®es de mercado e sentimento econémico. Almeja-se:

e Avaliar o desempenho preditivo dos modelos HAR, HAR-CJ, HAR-TCJ, LHAR-
TCJ e HAR-SJ;

e Investigar o valor informacional de variaveis como retorno negativo e
indicadores de saltos;

e Adicionar medidas de retorno excessivo ao mercado;

e Incorporar medidas de sentimento, como o indice de Incerteza de Politica
Econbémica (GEPU) e Google Trends;

e Comparar os modelos em termos de previsdes dentro e fora da amostra.
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3. Variaveis
A variavel dependente principal dos modelos é a Realized Volatility (RV), obtida a

partir da soma dos quadrados dos retornos intradiarios:
_\n .2
UUp = Zi=1Tie 1)
onde rit representa o retorno no intervalo i do dia t.

As Figuras B.1 a B.3 mostram a série de RV para os ativos Bitcoin (BTC), Amazon
(AMZN) e Apple (AAPL), respectivamente.

As variaveis explanatérias incluem:

Médias moveis de RV;

e “Saltos” (jumps): distihnguem movimentos bruscos dos precos da variabilidade
global;

e Retornos negativos: capturam efeitos de assimetria (leverage effect);

e S&P500: um indice de mercado, mantido pela empresa Dow Jones, que
acompanha o desempenho de 500 das maiores empresas de capital aberto dos
Estados Unidos, amplamente utilizado como proxy para movimentos do mercado
de a¢6es como um todo;

e GEPU - Global Economic Policy Uncertainty Index: indice desenvolvido em Baker
et al. (2016) que mede a incerteza da politica econémica a partir da frequéncia de
termos relacionados a incerteza econémica em jornais de diversos paises. Quanto
maior o indice, maior a percepcéao de incerteza,

e Google Trends: usado como indice de atencéo, fornece dados sobre o volume de

buscas por palavras-chave ao longo do tempo, refletindo o interesse publico ou de

investidores por certos termos.
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3. Modelos HAR
Os modelos do tipo heterogéneos autoregressivos (HAR) utilizam a volatilidade
realizada do ativo para realizar previsbes de volatilidade em janelas futuras com uma

estrutura simples de regressao linear.

Estudos como o de Izzeldin et al. (2019) e Corsi (2009) mostram que o0 modelo
HAR apresenta previsdes de volatilidade robustas em diferentes condi¢gdes de mercado
e horizontes temporais, quando comparado com modelos tradicionais, como ARFIMA e
GARCH.

Modelo HAR
Desenvolvido em Corsi (2009), o modelo HAR simples assume que a volatilidade
realizada pode ser explicada por sua propria média ao longo de diferentes janelas

temporais:
w M
RV, = a + BaRV,_1 + ByRV Y + B, RV + €, )

com RV = §2§;§_5 RV, e RV = 2—1225;}_22 RV, médias méveis semanais e mensais
de RV, respectivamente.
Se baseia na ideia de que diferentes tipos de agentes de mercado possuem

comportamentos e tempos de reacao distintos quando expostos a novas informacoées,

gerando impacto na volatilidade em diversas janelas temporais.

Modelo HAR-CJ
O modelo HAR-CJ, apresentado em Corsi et al. (2010), separa a volatilidade
realizada em componentes continuos e discretos, utilizando jumps. Inclui saltos que

afetam a dinamica da volatilidade de forma diferente da variagéo continua:
w M
RV =a+ BqCi_1 + .Bth(_s) + BmCt(—2)2+ Y]e-1 + € 3)

onde J;_, representa a componente de jumps da volatilidade e C;_; = RV;_y — J;_1 .

Essa decomposicdo dos componentes gera uma melhor previsdo pois permite
captar de forma mais eficiente a dindmica dos choques no mercado ao distingui-la de

variacdes continuas.
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Modelo HAR-TCJ
O modelo HAR-TCJ (Andersen et al., 2011), possui a mesma estrutura do HAR-
CJ, porém utiliza uma correcdo robusta no teste de saltos, gerando mais precisédo e

assertividade:

RV =a+ BqTCi 1 + .BwTCt(KVS) + .BmTCt(I—Wz)z‘l' YT]e-1 t+ €, (4)

onde TJ,_, € a parcela que representa jumps da volatilidade, corrigida por um limitador,
e€TC1 =RVey —TJp—1 .

A utilizacdo de um threshold (limitante) para calcular os saltos elimina parte do
ruido nos dados, criando um modelo que performa melhor. Sua descricédo e célculo serédo

abordados de forma mais aprofundada na secao subsequente.

Modelo LHAR-TCJ
Corsi e Reno (2012) adicionam uma componente de assimetria (leverage) ao
HAR-TCJ, seguindo a premissa de que 0s retornos negativos tém um impacto maior na

volatilidade do que os positivos, criando o LHAR-TCJ:

RV, = @ + BaTCo_q + ByTC2 + BuTCM) 4+ yTJ,_y + Se™1 + €,  (5)

em que r;_; = min(r;_4,0).

Modelo MLHAR-TCJ

Agregando o retorno excedente do ativo sobre o mercado, nesse caso
considerando o retorno do S&P500 como aproximacao, buscamos metrificar o impacto
do resultado excessivo na volatilidade, baseado na conexao intrinseca de risco e retorno.
Assim, temos o modelo MLHAR-TCJ:

RV, = a + BTCoiy + BuTCY?D + BuTC) 4+ yT),_y + S0 4+ 1D,_; + €, (6)

com D,_; = max(r2ve — yS&P500 ()

Modelo ULHAR-TCJ
Adicionando o GEPU como variavel independente, criamos o0 modelo UHAR-TCJ,
que busca cumular poder de previsdo de volatilidade dos ativos utilizando o nivel de

incerteza politica global refletida no mercado:
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RV, = a 4 ByTCi_q + B TCM) + B TCM) 4+ yT],_y + €1 + uGEPU,_, + €, (7)

Modelo ALHAR-TCJ
Utilizando o Google Trends, esperamos capturar a influéncia do numero de
investidores atentos ao ativo em sua volatilidade, devido a variacdo do volume de

transacdes e/ou a expectativa de acontecimentos relevantes:

RV, = a + BaTC_q + By TCL2 + B TCM) 4+ yTJ,_ 1 + €1 + Y6y + €, (8)

com G, sendo o volume normalizado de pesquisas do termo referente ao ativo no

Google Trends no dia t.

Modelos HAR para funcdes de RV
Os modelos serdo estimados usando 3 fungBes de RV. Exemplificando com o modelo
HAR-CJ, temos:

w M
RV, = & + ByCrog + BuCd + BnC+ Vs + €

JRV: = a+ Bg/Ciq + ,BWJCSQ + ﬁm1/65¥32+ Y e-1 + €
In(RV;) = a + B4In(Ci—1) + By In (Ct(?/s)) + B In (Ct(l_wz)z) +yIn(Ji—1 +1) + €

4. Testes de jumps

Para testar a existéncia de jumps no dia t utilizaremos um teste de hipéteses proposto
por Barndorff-Nielsen e Shephard (2006), baseado na ideia de que, na auséncia de
saltos, a diferenca entre a soma de quadrados dos retornos (RV) e a soma dos produtos
dos pares de retornos imediatamente seguintes (BPV) deve ser pequena.

O teste pode ser realizado com as estatisticas de teste Z simples ou C-Tz, uma

estatistica robusta com limitador (threshold):

1 (RV, — BPV,).RV, ™}
Z — 5—5 ( t t) t ’
TriPV,

0. max{l,(BP—Vt)z}
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1 (RV, — C-TBPV,).RV,™*

C-Tz=6 2 :
C-TTriPV,
6. max{l,—t}
(C-TBPV,)?
comf = ”TZ +m—5, 6= % o tamanho dos subintervalos em que dividimos o periodo T

(dia) e BPV;, TriPV,, C-TBPV;, C-TBPV, descritos no Apéndice C. Ambas seguem uma
Normal Padréo sob a hipotese nula de ndo existéncia de salto.

As Figuras B.4 a B.6 mostram que o numero de dias em que saltos sao detectados
utilizando a estatistica com threshold C-Tz é consistentemente maior do que com 0s
testes feitos com a estatistica Z para todos os ativos.

Finalmente, os saltos séo calculados com base no teste considerado:
Ji = 1(z,>0 ymax(RV; — BPV,,0)
ou
T]; = Y (c.rz>0  max(RV, — TBPV,, 0)

em que &, é a funcao de distribuicdo acumulada (f.d.a.) da Normal Padréo, com nivel

de confianca «, e TBPV,, é descrito no Apéndice C.

5. Andlise in-sample
O propésito da andlise in-sample (dentro da amostra), € observar se as variaveis

explicativas possuem poder preditivo sobre a volatilidade dos ativos.

Para isso, utilizamos a série completa para estimar a regressdao do modelo
utilizando o método de minimos quadrados ordinarios (OLS), porém com o estimador
de Newey-West (1987) para calcular a matriz de variancia-covariancia, dos
estimadores dos coeficientes, de forma robusta na presenca de heterocedasticidade

e autocorrelacao.
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Avaliamos o desempenho preditivo dos modelos, nas transformagbes RV;, ./ RV;

e In(RV,), utilizando as medidas:
e R2 de Mincer-Zarnowitz (1969) para previsoes de regressao;

« HRMSE: Raiz do Erro Quadratico Médio Heterocedastico Ajustado, proposto em

Bollerslev e Ghysels (1996), dado por:

RVt—RT/t)Z_
RV ’

1
HRMSE = \/;Z?ﬂ(

onde RV, € o valor previsto pelo modelo para a RV no tempo t.

e QLIKE: Funcdo de Perda de Quase-Verossimilhanca, robusta na avaliacdo de

previsdes de volatilidade, na forma definida em Patton (2011):

—1yr _ RV
QLIKE = ~3T_, (logRV, th)’

As Tabelas A.1 a A.9 mostram os resultados da analise para o Bitcoin, Amazon e

Apple.

Os resultados revelam padrdes consistentes e algumas distingdes importantes entre
0s ativos no desempenho dos modelos considerados.

Um resultado comum a todos os ativos foi a melhora sistematica nas métricas de
previsdo ao aplicarmos transformacdes na variavel dependente. Especificamente, a
transformacao logaritmica da RV apresentou o melhor desempenho preditivo, seguida
pela transformacado por raiz quadrada, enquanto a modelagem da RV em sua forma
original resultou nos ajustes menos eficazes. Por exemplo, no caso do BTC, os valores
de R? do modelo mais simples, HAR, foram 0,279, 0,522 e 0,589, respectivamente.
Tendéncia semelhante foi observada para AMZN e AAPL, indicando que transformacdes
estabilizadoras de variancia sao eficazes para melhorar a qualidade da previséao.

Para 0 BTC, o modelo que apresentou o melhor desempenho geral foi 0 MLHAR-TCJ,
que utiliza o retorno excedente sobre o mercado, com R? de 0,6, HRMSE de 0,893 e
QLIKE de 1,867, porém, no caso da previsdo de RV, o modelo com as melhores métricas
foi o ALHAR-TCJ, com R2 de 0,365, HRMSE de 2,005 e QLIKE de 2,171. Modelos mais
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simples apresentaram R? inferiores e erros preditivos maiores, o que reforga a percepgao
de que a dindmica de ativos volateis como as criptomoedas possuem reflexo em seus
retornos e devem sofrer maior impacto conforme os agentes de mercado desviam sua
atencdo em direcéo a eles.

No caso da AMZN, o modelo de melhor desempenho foi 0 HAR-CJ, com R? de 0,724,
HRMSE de 0,581 e QLIKE de 0,713. A inclusdo de variaveis adicionais em modelos mais
complexos, como o ULHAR-TCJ ou ALHAR-TCJ, melhoram gradativamente as medidas
de desempenho do modelo LHAR-TCJ, mas nao o suficiente para superarem a
previsibilidade do HAR-CJ. Isso indica que, para a AMZN, a estrutura basica de
heterogeneidade de horizontes com componente de salto j& é suficiente para capturar a
dindmica da volatilidade.

Por fim, para a AAPL, o modelo com melhor desempenho, considerando também a
complexidade, foi o LHAR-TCJ, que apresentou R? de 0,594, HRMSE de 0,619 e QLIKE
de 0,174. As tentativas de adicionar novas variaveis exdgenas nao resultou em ganhos
expressivos: tanto 0 R2 quanto os erros de previsdo permaneceram sem melhoras
significativas. I1sso sugere que a estrutura do LHAR-TCJ é adequada para a dindmica da
AAPL, e que modelos mais complexos podem apenas aumentar o risco de sobreajuste
sem ganhos substanciais em previsdo ou que as variaveis exdégenas estudadas nao
possuem poder explicativo sobre esse ativo.

Podemos observar o comportamento das previsdes dos modelos que performaram

melhor em cada ativo pelas Figuras B.7 a B.9.

6. Analise out-of-sample
Na andlise out-of-sample (fora da amostra), cujo objetivo é validar a qualidade das

previsdes realizadas pelos modelos, a estimacéo é feita de forma iterativa:

o Partindo de uma janela inicial de tamanho R = 0.4 * T (limitada a 3 anos), com T
sendo o tamanho da série, a estimacdo do modelo é feita como na analise in-
sample, com a variavel dependente igual a média movel de RV, de 1 dia, 1

semana, 2 semanas ou 1 més, a frente;

« Em seguida, é feita a previsdo da observacao imediatamente seguinte ao final da

janela, que é entdo armazenada em um vetor;
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e A janela de estimagcdo é movida 1 passo a frente (com tamanho R, fixo) e a

previsdo seguinte é feita, armazenada, e assim por diante.

o Por fim, é feita uma regressao simples entre os valores previstos e 0s reais,

denominada Regressao OS.

As medidas utilizadas para comparacao dos modelos, novamente para as fungdes

RV,, \/RV, e In(RV,), s&o:
e R2Z da Regresséao OS;
« HRMSE, como descrita anteriormente, da Regressao OS;

« MAE: Erro Absoluto Médio, também da Regresséo OS, dado por:
MAE = ~%T_,|RV, — RV,|.

Os resultados dessa analise (Tabelas A.10 a A.18), mostram o mesmo padrao quanto
as transformacfes: melhores previsdes sdo alcancadas utilizando a transformacao
logaritmica, seguida da raiz quadrada e por fim as previsées menos eficazes sdo obtidas
sem transformacao alguma (RV), com excecdo da AAPL, onde as melhores previsdes
sao realizadas com a transformacéao pela raiz quadrada.

No caso do BTC, a melhora das previsfes também ocorre conforme aumentamos a
janela de previsédo, de 1 dia até 1 més, algo que pode ser especifico de ativos tdo volateis
quanto as criptomoedas, reduzindo o ruido nos dados e amortecendo grandes variacdes.
Novamente, o melhor modelo € o0 MLHAR-TCJ, porém com menos disparidades nas
medidas comparativas, fazendo previsbes menos precisas em janelas curtas, de 1 dia e
1 semana, do que outros modelos mais simples, como o HAR-CJ, em especial para a
transformacao do logaritmo de RV.

De forma similar ao BTC, as previsdes da AMZN também melhoram ao longo do
aumento das janelas temporais, porém, o R2 comeca a decair a partir da janela mensal,
indicando que, para esse ativo, estender muito a janela de previsdo pode causar uma
suavizacdo exagerada da volatilidade, reduzindo assim as informacdes especificas
contidas em janelas menores. Em linha com a andlise in-sample, 0 modelo que apresenta

as melhores previsdes fora da amostra € o HAR-CJ, porém, ndo com o destaque anterior,
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tendo previsdes menos precisas do que o modelo ALHAR-TCJ, em janelas de 1 diae 1
semana na transformacéo quadratica.

Ja para AAPL, janelas preditivas de 2 semanas ou mais apresentam medidas
comparativas piores do que da janela de 1 semana, onde ocorre a maior precisao das
previsdes, replicando o movimento de perda de informagdo observado na AMZN.
Divergente da analise in-sample, o modelo com a melhor qualidade preditiva fora da
amostra € o ULHAR-TCJ, que apresenta medidas consistentemente maiores do que o
modelo LHAR-TCJ, apontando que, provavelmente, ativos ligados diretamente ao poder
de compra e politicas econdmicas, sofrem maiores impactos dos indices de incerteza
como o GEPU.

Mais uma vez, podemos observar o comportamento das previsdes, em todas as
janelas temporais, dos modelos que performaram melhor em cada ativo pelas Figuras
B.10 a B.12.

7. Concluséo

As andlises sobre o comportamento dos modelos HAR para previsao de volatilidade
realizada (RV), reforcam tanto a importancia de considerar a transformacéo da variavel
dependente quanto a adequacdo especifica do modelo a dindmica de cada ativo.
Enquanto o BTC exige maior flexibilidade estrutural, ativos como AMZN e AAPL parecem
responder melhor a modelos mais parcimoniosos, desde que adequadamente
especificados.

Em ambos os cenarios, in-sample e out-of-sample, a transformacéo logaritmica da
RV se destacou como a mais eficaz no geral, seguida pela transformacédo por raiz
quadrada, com a modelagem da RV em sua forma original apresentando os piores
desempenhos. Essa tendéncia se confirmou para BTC, AMZN e AAPL, refletindo a
efichcia das transformacdes estabilizadoras de variancia na melhora das métricas
preditivas.

Os desempenhos dos modelos variaram significativamente entre os ativos. Para o
BTC, o modelo MLHAR-TCJ apresentou o melhor ajuste in-sample e também o melhor
desempenho preditivo em janelas maiores fora da amostra, evidenciando a importancia

de variaveis de retorno de mercado em ativos de alta volatilidade. Para a AMZN, o HAR-
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CJ demonstrou desempenho superior in-sample e manteve sua competitividade out-of-
sample, principalmente em janelas curtas, sugerindo que a inclusdo de saltos ja €
suficiente para capturar a dinamica de sua volatilidade. No caso da AAPL, embora o
LHAR-TCJ tenha se destacado in-sample, o ULHAR-TCJ superou os demais modelos
fora da amostra, especialmente em janelas curtas, indicando que variaveis relacionadas
a incerteza econémica (como o GEPU) podem ter maior relevancia nesse ativo.

Adicionalmente, observou-se que o horizonte de previsdo influencia fortemente a
acuracia preditiva: no BTC e AMZN, janelas maiores tendem a suavizar o ruido e
melhorar a performance, até certo ponto; por outro lado, para a AAPL, janelas maiores
levam a perda de informacdo, com o melhor desempenho concentrado em horizontes
curtos (1 semana).

Esses resultados reforcam que ndo ha um modelo universalmente superior, sendo
necessario considerar tanto a natureza do ativo quanto o horizonte temporal e a forma
de transformacédo da variavel de interesse. Além disso, modelos mais complexos nem
sempre geram ganhos significativos em previsao, podendo inclusive aumentar o risco de
sobreajuste, especialmente quando as variaveis exdégenas adicionadas possuem baixo

poder explicativo.
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Tabela A.1 Resultados in-sample para previsdo de RV do Bitcoin (BTC)

HAR HAR-C]  HAR-TCJ  LHAR-TCJ MLHAR-TCJ ULHAR-TCJ ALHAR-TCJ
a 0,011%* 0,012+ 0,007* 0,971* 1,000%* 0,968* -3,657*
Bd 0,392  0,390% 0,176 0,102 0,102 0,101 0,377
Bw 0,052 0,070 0,140 0,204 0,204 0,201 0,079
Bm 0,219%* 0,217* 0,353 0,294* 0,295* 0,315 0,186*
v -0,154 1,050 0,863* 0,862* 0,859* 3,898*
5 -0,973* -1,002%* -0,979* -0,237*
Tiply -0,031 0,000 0,000
R2 0,245 0,247 0,302 0,362 0,362 0,362 0,365
HRMSE 2,146 2,208 2,001 2,073 2,078 2,095 2,005
QLIKE 2,712 2,728 2,563 2,292 2,292 2,299 2,171

As estimativas com valores-p menores do que 5%, 1% e 0,1% sdo denotadas por *, ** e

*** respectivamente.
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Tabela A.2 Resultados in-sample para previséo de YRV do Bitcoin (BTC)

HAR HAR-CJ HAR-TCJ LHAR-TCJ MLHAR-TCJ ULHAR-TCJ ALHAR-TCJ

a 0,028*** 0,031 *** 0,035*** 1,790* 3,567** 1,787* 1,769*

Bd 0,488*** 0,498*** 0,485*** 0,355*** 0,326*** 0,354 *** 0,345%**
Bw 0,137* 0,132* 0,162* 0,249** 0,254 *** 0,249** 0,244**
Bm 0,157** 0,158** 0,143** 0,132** 0,144** 0,135** 0,112*

Y -0,036 0,188** 0,129** 0,101* 0,129** 0,136**

o -1,755* -3,520** -1,758* -1,749*
T/ply -0,284* 0,000 0,004*
R2 0,478 0,484 0,478 0,513 0,529 0,513 0,516
HRMSE 1,223 1,227 1,202 1,186 1,226 1,187 1,147
QLIKE 2,105 2,102 2,093 2,084 2,093 2,085 2,071

As estimativas com valores-p menores do que 5%, 1% e 0,1% sao denotadas por *, ** e ***,

respectivamente.
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Tabela A.3 Resultados in-sample para previsdo de In(RV) do Bitcoin (BTC)

HAR HAR-CJ HAR-TCJ LHAR-TCJ MLHAR-TCJ ULHAR-TCJ ALHAR-TCJ
a -0,565*** -0,504*** -0,587*** -0,730*** -0,944*** -0,394 -1,083***
Bd 0,491*** 0,512*** 0,461*** 0,403*** 0,391*** 0,404*** 0,389***
Bw 0,233*** 0,209*** 0,210*** 0,251*** 0,253*** 0,250*** 0,250***
Bm 0,169*** 0,170*** 0,153*** 0,147*** 0,150*** 0,141 *** 0,132***
Y -4,828 3,562*** 2,555* 2,024 2,596* 2,719*
o -3,979*** -6,042*** -3,937*%* -4,001***
T/ply -0,021** -0,065 0,080*
R2 0,568 0,578 0,589 0,597 0,600 0,597 0,598
HRMSE 0,962 0,965 0,982 0,917 0,893 0,922 0,902
QLIKE 1,889 1,882 1,877 1,870 1,867 1,870 1,868

As estimativas com valores-p menores do que 5%, 1% e 0,1% sdo denotadas por *, ** e

*** respectivamente.
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Tabela A.4 Resultados in-sample para previsdo de RV da Amazon (AMZN)

HAR HAR-CJ  HAR-TCJ  LHAR-TCJ MLHAR-TCJ ULHAR-TCJ ALHAR-TCJ
a 0,003** 0,002* 0,003%** 0,121* 0,291 0,143* 0,123*
Bd 0,082* 0,437+ 0,583+ 0,549 0,511* 0,561** 0,550%*
Bw 0,133 0,342* 0,588* 0,588* 0,621* 0,601* 0,581*
Bm 0,595 %+ 0,561** 0,440* 0,434* 0,422* 0,392* 0,436*
Y 0,002 0,090** 0,080* 0,091* 0,064 0,079*
5 -0,119* -0,288** -0,134* -0,121*

T/ply -0,257%  0,000%** 0,000*
R2 0,172 0,207 0,179 0,181 0,184 0,191 0,182

HRMSE 1,809 1,348 1,853 1,762 1,756 1,600 1,773

QLIKE 1,588 1,403 1,717 1,667 1,658 1,462 1,666

As estimativas com valores-p menores do que 5%, 1% e 0,1% sdo denotadas por *, ** e
*** respectivamente.
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Tabela A.5 Resultados in-sample para previsdo de YRV da Amazon (AMZN)

HAR HAR-CJ HAR-TCJ LHAR-TCJ MLHAR-TCJ ULHAR-TCJ ALHAR-TCJ
a 0,011*** 0,000 0,005** 0,325 0,388 0,512** 0,427*
Bd 0,256*** 0,449*** 0,400*** 0,379*** 0,377*** 0,391*** 0,391***
Bw 0,158*** 0,298*** 0,401*** 0,407*** 0,409*** 0,413*** 0,393***
Bm 0,427*** 0,387*** 0,293*** 0,298*** 0,298*** 0,274*** 0,283***
Y 0,027 0,245*** 0,239*** 0,239*** 0,195*** 0,206***
o -0,319 -0,382 -0,469* -0,410*
T/ply -0,010 -0,003*** -0,001***
R2 0,460 0,516 0,467 0,468 0,468 0,482 0,479
HRMSE 1,063 0,724 0,903 0,904 0,903 0,838 0,911
QLIKE 0,978 0,870 0,947 0,945 0,945 0,912 0,945

As estimativas com valores-p menores do que 5%, 1% e 0,1% sdo denotadas por *, ** e

*** respectivamente.
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Tabela A.6 Resultados in-sample para previsdo de In(RV) da Amazon (AMZN)

HAR HAR-CJ  HAR-TCJ  LHAR-TCJ MLHAR-TCJ ULHAR-TCJ ALHAR-TCJ
a -0,525%*  0,410%** 0,667**  0,560%* 0,502+  2479%* (5828
Bd 0,487+  0,499%%  0,222%*  0,201%*  0,203**  0,220%*  0,250%*
Bw 0,184**  0,286**  0,535%*  0,536**  0,536**  0,409%* 0,477
Bm 0,242%%  0,260%* 0,287+ 0,202 0,202 0,245+ (2820
Y S1,679%%  4,789%%  4270%% 4,318 2,749% 1,611+
5 14,3627 -3.933% -6 155%* -5 7G1%ek
T/ply 0,003 -0,458%*  -0,049%*
R? 0,689 0,724 0,631 0,633 0,633 0,668 0,687
HRMSE 0,925 0,581 0,723 0,706 0,707 0,647 0,661
QLIKE 0,760 0,713 0,768 0,765 0,765 0,744 0,738

As estimativas com valores-p menores do que 5%, 1% e 0,1% sdo denotadas por *, ** e

*** respectivamente.
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HAR HAR-CJ HAR-TCJ LHAR-TCJ MLHAR-TCJ ULHAR-TCJ ALHAR-TCJ
a 0,002*** 0,001*** 0,002*** 0,109* 0,205*** 0,108* 0,110*
Bd 0,191 *** 0,366*** 0,592*** 0,526** 0,521** 0,527** 0,526**
Bw 0,353** 0,682*** 0,859*** 0,895*** 0,893*** 0,893*** 0,895***
Bm 0,231** 0,072 -0,128 -0,148 -0,144 -0,148 -0,151
Y 0,069 0,106* 0,086 0,092* 0,086 0,086
o -0,108* -0,203*** -0,107** -0,108*
T/ply -0,170** 0,000 0,000
R?2 0,240 0,282 0,295 0,299 0,302 0,299 0,299
HRMSE 1,714 1,324 1,268 1,157 1,171 1,174 1,150
QLIKE 0,927 0,791 0,765 0,691 0,690 0,697 0,687

As estimativas com valores-p menores do que 5%, 1% e 0,1% sdo denotadas por *, ** e

*** respectivamente.
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Tabela A.8 Resultados in-sample para previsdo de VRV da Apple (AAPL)

HAR HAR-CJ HAR-TCJ LHAR-TCJ MLHAR-TCJ ULHAR-TCJ ALHAR-TCJ
a 0,012*** 0,007*** 0,008*** 0,773*** 1,061%** 0,763*** 0,768***
Bd 0,320*** 0,553*** 0,646*** 0,559*** 0,555*** 0,560*** 0,559***
Bw 0,220*** 0,315*** 0,351*** 0,394*** 0,394 *** 0,393*** 0,393***
Bm 0,257*** 0,141** 0,063 0,063 0,064 0,064 0,065
Y -0,002 0,085*** 0,067** 0,063** 0,066** 0,067**
o -0,764*** -1,051*** -0,758*** -0,762***
T/ply -0,044** 0,000 0,000
R?2 0,405 0,471 0,482 0,489 0,490 0,489 0,489
HRMSE 1,179 0,805 0,760 0,740 0,735 0,744 0,741
QLIKE 0,446 0,346 0,333 0,322 0,322 0,324 0,323

As estimativas com valores-p menores do que 5%, 1% e 0,1% sdo denotadas por *, ** e

*** respectivamente.
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Tabela A.9 Resultados in-sample para previsdo de In(RV) da Apple (AAPL)

HAR HAR-CJ HAR-TCJ LHAR-TCJ MLHAR-TCJ ULHAR-TCJ ALHAR-TCJ
a -0,911*** -0,324*** -0,364*** -0,634*** -0,783*** -0,782*** -0,85***0
Bd 0,435*** 0,513*** 0,485*** 0,420*** 0,418*** 0,421*** 0,422***
Bw 0,178*** 0,221*** 0,240*** 0,268*** 0,267*** 0,268*** 0,267***
Bm 0,243*** 0,181*** 0,151*** 0,153*** 0,152*** 0,154*** 0,156***
Y -2,261* 2,627*** 0,614 0,136 0,564 0,607
o -9,346*** -11,567*** -9,271%%* -9,274***
T/ply -0,014*** 0,033 0,059
R2 0,523 0,581 0,584 0,594 0,596 0,594 0,594
HRMSE 0,924 0,650 0,627 0,619 0,621 0,620 0,621
QLIKE 0,230 0,182 0,178 0,174 0,173 0,174 0,174

As estimativas com valores-p menores do que 5%, 1% e 0,1% sdo denotadas por *, ** e

*** respectivamente.
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1 dia 1 semana 2 semanas 1 més
R2 HRMSE MAE | R? HRMSE MAE | R? HREMS MAE | R2 HREMS MAE
HAR 0,032 3713 2,974 |0,047 1,930 2,361 | 0,030 1,641 2298| 0,008 1224 2235
HAR-CJ 0,031 3,732 2,974 | 0,047 1,931 2355|0032 1,637 2288|0009 1,216 2,226
3" 0025 3763 3044|0035 1959 2385|0023 1666 2305|0010 1,211 2217
WART 0039 3523 2,966 |0,037 1,949 2375|0027 1647 2290|0013 1,204 2,209
MLAR 0,039 3478 2,969 |0031 1976 2403|0023 1660 2,300 | 0011 1,212 2213
ULHART 0041 3534 2,970 [0045 2,144 2411|0038 1,703 2,208 | 0,033 1,146 2,212
ALHAR 0,041 3350 2939 (0,080 1,697 2,158 | 0,077 1,429 2,109 | 0,064 1074 2,003
Tabela A.11 Resultados out-of-sample para previsdo de VRV do Bitcoin (BTC)
1 dia 1 semana 2 semanas 1 més
R2 HRMSE MAE | R HRMSE MAE | R?2 HRMSE MAE | R2 HRMSE MAE
HAR 0093 2739 2578| 0,173 1,198 1,571 |0,145 1,087 1433|0094 0896 1,339
HAR-CJ 0,091 2,823 2585| 0,175 1,199 1559 | 0,151 1,079 1,420 | 0,108 0,876 1,326
AR 0086 3205 2720| 0,162 1,280 1,554 | 0,162 1,009 1389 | 0,146 0,844 1,275
FART 0,005 2590 2518| 0,165 1,262 1,542 0,164 1,095 1,387 | 0,146 0847 1,277
MLAR 0,160 2,004 2396| 0173 1,220 1520|0173 1,081 1,372 | 0,151 0,850 1,272
VLR 0008 2582 2,517 0,169 1,333 1,567 | 0,167 1142 1411|0166 0826 1,301
AR 0,008 2446 2497| 0,247 0950 1,341 | 0,292 0,788 1171|0202 0,664 1,136
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1 dia 1 semana 2 semanas 1 més
Rz HRMSE MAE | R? HRMSE MAE | R2 HRMSE MAE | Rz HRMSE MAE
HAR 0,147 1469 2,370| 0,324 0,781 1,157 | 0,260 0,817 1,048|0,178 0,763 0,963
HAR-CJ 0,152 1,530 2,340| 0,331 0,779 1,141 |0,274 0,803 1,031 | 0,210 0,730 0,946
A% 0084 3507 2,925| 0,310 0879 1122|0314 0769 09750277 0677 0,900
AR 0371 2,870 2,480| 0323 0,836 1111|0314 0,763 0977 | 0,276 0,678 0,901
MLIAR 0554 3054 2388| 0362 0,757 1078|0318 0,763 0,974 | 0,275 0,686 0,897
VLIRS 0358 2,863 2483| 0,321 0861 1123|0309 0,790 0,993 | 0,282 0,687 0,912
AR 0,304 2825 2450| 0,450 0582 0,924 | 0516 0,498 0,769 | 0,484 0,506 0,736
Tabela A.13 Resultados out-of-sample para previsdo de RV da Amazon (AMZN)
1 dia 1 semana 2 semanas 1 més
R2 HRMSE MAE | R? HRMSE MAE | R? HRMSE MAE | R2 HRMSE MAE
HAR 0,191 1,922 0,712| 0,405 1566 0,653 | 0,476 1450 0,625|0485 1,278 0,579
HAR-CJ 0,232 1,475 0,648| 0,503 1,284 0,587 | 0,598 1,239 0,563 | 0,591 1,193 0,534
W3 0220 1333 0652| 0482 1171 0595|0570 1,155 0572|0553 1,162 0,545
AR 0221 1,208 0,644| 0486 1,160 0589 | 0576 1,156 0568 | 0,558 1,162 0,542
MLIAR" 0224 1,285 0644| 0490 1137 0588|0580 1,141 0567 | 0564 1,149 0,540
ULIARS 0219 1,307 0651 0477 1,136 0597 | 0559 1110 0579 | 0512 1,076 0,565
ALIAR" 0224 1468 0643| 0497 1321 0582|0593 1,304 0561|0583 1,279 0534
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1 dia 1 semana 2 semanas 1 més
Rz HRMSE MAE | R? HRMSE MAE | R2 HRMSE MAE | Rz HRMSE MAE
HAR 0211 1479 0,676| 0,561 0,986 0,458 | 0,608 0,902 0,420| 0,589 0,813 0,386
HAR-CJ 0,246 1,166 0,629| 0,661 0,748 0,407 | 0,716 0,709 0,371 | 0,679 0,689 0,347
A% 0240 1,002 0,628 0,630 0,669 0416 (0,670 0655 0,385 | 0,625 0,667 0,365
AR 0241 0981 0621| 0632 0671 0413|0676 0,655 0,383 (0,629 0,665 0,364
MLIAR" 0240 0981 0621| 0630 0671 0413 | 0674 0655 0,383 0627 0,664 0,364
VLIRS 0241 1,002 0621| 0628 0676 0414 | 0,665 0653 0,389 | 0,611 0,643 0,377
ALIAR" 0,249 1,089 0613| 0,663 0,736 0,397 | 0,714 0,703 0,365 | 0,665 0,696 0,346

Tabela A.15 Resultados out-of-sample para previsao de In(RV) da Amazon (AMZN)

1 dia 1 semana 2 semanas 1 més
R2 HRMSE MAE | R? HRMSE MAE | R? HRMSE MAE | R2 HRMSE MAE
HAR 0225 1,287 0,652| 0,643 0,750 0,348 | 0,666 0,700 0,324 | 0,638 0,652 0,314
HAR-CJ 0,251 1,097 0,624| 0,727 0,554 0,315 |0,752 0,533 0,291 | 0,714 0,523 0,283
W3 0222 0921 0652| 0621 0560 0360 | 0,626 0547 0338|0599 0542 0,324
AR 0,218 0934 0643| 0631 0562 0,356 | 0,641 0550 0,336 | 0,609 0540 0,322
MLIAR" 0216 0,954 0644| 0630 0559 0,354 | 0,639 0550 0,336 | 0,607 0,541 0,322
ULIARS 0247 0,990 0,628 0,691 0598 0,334 (0,709 0587 0,314 | 0669 0582 0,310
AR 0,219 0952 0638| 0,632 0563 0,354 | 0,636 0549 0,338 [ 0,600 0534 0,325
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1 dia 1 semana 2 semanas 1 més
Rz HRMSE MAE | R? HRMSE MAE | R2 HRMSE MAE | Rz HRMSE MAE
HAR 0254 1,928 0,476| 0,402 1,421 0,421 |0,398 1,288 0,395|0,300 1,090 0,380
HAR-CJ 0,303 1,607 0,438| 0,485 1,290 0,391 | 0,488 1,200 0,376 | 0,372 1,041 0,370
A% 0315 1,546 0434| 0500 1,274 0391|0494 1205 0,378 | 0366 1,048 0,372
AR 0311 1482 0434| 0504 1,217 0388 | 0498 1,170 0377 | 0,367 1038 0,370
MLIAR 0300 1,501 0436| 0504 1,238 0,389 | 0,503 1,180 0,377 | 0,370 1,042 0371
VLR 0309 1,511 0436| 0508 1,191 0385|0510 1146 0,379 | 0,401 1,028 0,388
ALIAR 0310 1479 0435| 0502 1212 0,387 | 0,493 1,187 0379 [0,363 1,052 0,374
Tabela A.17 Resultados out-of-sample para previsdo de YRV da Apple (AAPL)
1 dia 1 semana 2 semanas 1 més
R2 HRMSE MAE | R? HRMSE MAE | R? HRMSE MAE | R2 HRMSE MAE
HAR 0,284 1632 0,450| 0,495 1,008 0,313 | 0,475 0,913 0,286 0,375 0,798 0,272
HAR-CJ 0,319 1,360 0,422| 0,561 0,898 0,290 | 0,535 0,826 0,268 | 0,420 0,739 0,260
A% 0334 1,277 0415| 0580 0857 0286|0550 0800 0,266 | 0422 0,729 0,260
AR 0327 1,245 0413| 0586 0,831 0,283 | 0556 0,783 0,264 | 0,426 0,722 0,259
MR 0,323 1,271 0414| 0586 0845 0283|0557 0791 0264 | 0,425 0,725 0,259
VLIRS 0331 1,187 0410| 0608 0,775 0,280 | 0,596 0,725 0,262 | 0,504 0,676 0,262
ALIAR 0327 1,235 0412| 0,587 0,815 0281|0556 0,774 0,264 | 0,429 0,720 0,260
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1 dia 1 semana 2 semanas 1 més

Rz HRMSE MAE | R? HRMSE MAE | R2 HRMSE MAE | Rz HRMSE MAE
HAR 0,298 1437 0,440| 0,548 0,824 0,256 | 0,525 0,753 0,237| 0441 0,667 0,218
HAR-CJ 0,318 1,191 0,420| 0,594 0,650 0,232 | 0,551 0,613 0,216 | 0,461 0,580 0,205
A% 0296 1,344 0425| 0,467 0832 0244|0371 0856 0,235 | 0,348 0,691 0,212
WRART 0255 1532 0439| 0481 0,816 0,242 | 0,392 0829 0231|0360 0679 0,210
MLAR 0235 1,674 0450| 0493 0804 0241|0403 0814 0229 0361 0,676 0,210
VLIRS 0271 1,460 0432| 0572 0699 0,230 | 0520 0676 0,214 | 0,487 0,586 0,201
ALIAR" 0,255 1,530 0439| 0,483 0,808 0,241 | 0395 0822 0,231 0368 0,671 0,210
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Figura B.1 Série temporal da volatilidade realizada (RV) do Bitcoin (BTC)
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Figura B.2 Série temporal da volatilidade realizada (RV) da Amazon (AMZN)
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Figura B.3 Série temporal da volatilidade realizada (RV) da Apple (AAPL)
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Figura B.4 Numero de dias com saltos, de acordo com o nivel de confiancay e a
estatistica de teste, para o Bitcoin (BTC)
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Figura B.5 Numero de dias com saltos, de acordo com o nivel de confiangcay e a

estatistica de teste, para a Amazon (AMZN)
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Figura B.6 Numero de dias com saltos, de acordo com o nivel de confiancay e a
estatistica de teste, para a Apple (AAPL)
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Figura B.7 Previsdes in-sample de RV, pela transformacao logaritmica, do modelo
MLHAR-TCJ para o Bitcoin (BTC)
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Figura B.8 Previsfes in-sample de RV, pela transformacao logaritmica, do modelo
HAR-CJ para a Amazon (AMZN)
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Figura B.9 Previsfes in-sample de RV, pela transformacao logaritmica, do modelo
LHAR-TCJ para a Apple (AAPL)
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Figura B.10 Previsfes out-of-sample de RV, pela transformacao logaritmica, do modelo
MLHAR-TCJ para o Bitcoin (BTC)
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Figura B.11 Previsfes out-of-sample de RV, pela transformacao logaritmica, do modelo
HAR-CJ para a Amazon (AMZN)
1 dia 1 semana
30 | 15 — = Real
| Previsdo
’ 10
I ' ZLL | R ol Y
0 1000 2000 3000 0 1000 2000 3000
2 semanas 1 més
15 10
10
" A
5
0 | Ja. e ' i 0 A . e S
0 1000 2000 3000 0 1000 2000 3000

Figura B.12 Previsdes out-of-sample de RV, pela transformacéo logaritmica, do modelo
ULHAR-TCJ para a Apple (AAPL)
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Deteccao de Saltos
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Casos particulares de multipower variation, desenvolvidos em Barndorff-Nielsen e
Shephard (2004):

e BPV - Bipower variation:

n

BPV, = ui? Z|7‘i—1,t| : |ri,t|
i=2

com p; = 0,7979.

e TriPV — Tripower variation:

- 4 4 4
TriPV, = ;@3 eri—z,t|3 . |Ti—1,t|3- |ri,t|3
3 =3

com us = 0,8309.
3

Medidas alternativas de RV com threshold:

e TBPV — Threshold bipower variation:

n
— -2
TBPV, = 17 ) [riosel Lz, o0y el L, 000
i=2
e C-TBPV - Corrected threshold bipower variation:
n
C-TBPV, = ui* z Zy (ri,t; 191',1:) Z1(Ti—1,6 9i-16)
i=2

e C-TTriPV — Corrected threshold tripower variation:

n
C-TTriPV, = py 87" Zzg(ri,t;ﬂi,t) 241116 0im0)- Za(rica s Di-ar)
3 i=3
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sendo
|x|¢ sex? <y
4
Ze(x,y) = 1 (2 2 (S+1 < s
——| = —5 | Ssex
2N(—covm\3”) 2 2 g
E J; o thershold estocastico dado por:
19t - C‘(29' f}t

onde cy (= 3) é uma constante sem escala usada para mudar o limitador e V, uma
estimativa auxiliar da variancia local o calculada utilizando um filtro ndo-paramétrico de
tamanho 2L + 1 (L = 25), adaptado para saltos iterando em Z:

L K(L)r2 1 >
i=—Li#-1,01 D\T ) Tt+it (3 < 29D

57 i

Z = , Z=12,..
. i
i=—Liz-1,01 K (Z) 1(rt2+i <cgVEY

1 ¥ . ~ .
com K(y)=\/7_ne 2, um kernel gaussiano, ¢, =3 e V%= +4oco. Aceitamos a

convergéncia do método quando a maxima diferenca absoluta entre 2 vetores seguidos

da variancia local € menor do que 106,
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