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O objetivo deste trabalho é estudar algumas propriedades e apresentar uma caracterizagdo das
fungdes f: [0, 90 )—>[0,©), com f "1(0)={0}, e que satisfazem a seguinte propriedade:

e para todo espago métrico (X, d), tem-se que (X, f o d) € um espago metrico.
(X, d) é um espago métrico se, e s6 se, d: X x X— [0, 0 ) satisfaz:
MiI: dx,y)=0 < x=y

M2: d(x,y)=d(y,x), paratodoxyeX
M3: d(x,y)<d(x,z)+ d(z,y), para todo x,y, z €X

Definiciio: Seja A={ f: [0,00)—[0,90) | f (0)={0} }. Dizemos que uma fungio f € A preserva a
métrica se, € s6 se, para todo espago métrico (X, d), tem-se que (X, f o d) € um espago métrico. Se as
métricas f e f o d sdo métricas equivalentes, para toda métrica d, dizemos que f preserva fortemente a
métrica.

Exemplos:

e f(x)=x preserva a métrica;
0,5ex=0 ‘
o f(x)= ' reserva a métrica;
) Lsex>0 P ’
e f(x)=x* ndo preserva a métrica (de fato, se d é a métrica usual de IR, entdo

9=f 0 d(-1,2) > 1+4= f 0 d(-1,0) +f 0 d(0,2)).

Notemos que, se f preserva a métrica e d ¢ a métrica usual de IR, entfio dado um tridngulo de lados
a,b,c tem-se que f(a), f(b) e f(c) formam um tridngulo de lados f(a), f(b) e f(c) ndo-degenerado,
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assim, € natural procurar um resultado como o do Teorema 1. Antes porém apresentamos a seguinte
definigdo.

Definigfio: Sejam a,b,c>0. Dizemos que (a,b,c) é uma terna triangular se, e s6 se, a< b+c, b Satc e
<
c = atb.

E facil verificar que, (a,b,c) ¢ uma terna triangular se, e s6 se, |a-b| <cZath.

Teorema 1: Seja f € A. Sio equivalentes:

1) fpreserva a métrica;
2) se (a,b,c) é uma terna triangular, entdo (f(a),f(b),f(c)) é uma tema triangular.

Demonstragdo: Provaremos, em primeiro lugar, que (1) implica (2). Para isto basta observar que, se (a,b,c)
¢ uma uma terna triangular, e d a métrica usual do IR”, entdo existem pontos u, vew do IR? tais que
d(wv)=a, d(vw)=b, e duw)=c.

Para provarmos que (2) implica (1), basta notar que, se (X,d) é um espago métrico, entdo , para todo
X,y,z € X, tem-se que (d (x,y),d (y,z ),d (x,z )) é sempre uma terna triangular. m

Teorema 2: Sejam f e g fungSes que preservam a métrica. Entdo:
a) f o gpreserva a métrica;,
b) aj.f+ag,coma; 20,2, 20 e aj.ay>0, preserva a métrica;
c) max {f, g} preserva a métrica.
Demonstragdo: Para obter (a) basta observar que, se f e g preservam a métrica, entdo go d é uma métrica e

(fo g)od = fo (go d) € uma métrica, para toda métrica d.
Para obter (b) e (c) basta usar o Teorema 1 e notar que

J1@) < f(by+f () < max{f,g}(b) + max{f,g}(c)

(a,b,c) terna triangular = {
g(@) < g(b)tg(c) < max{f,g}(b)+max{f,g}(c)

O Teorema 2 ¢ facilmente generalizado para um nimero finito de funcdes.

Exemplos:

0,sex=0
Se g(x)= Lsex>0 ° entdo as fungdes
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:N (0,sex=0

} 0,sex=0 1,se0<x<0.25

 f(x)= max{x, gx)}= LseO<x<l i h=max{f(), 0.8x+0.8g00}= ] 0.8+ 0.8x,5¢0.25<x<4
| x,sex>1

) X, 5 x> 4

)
)
)
)

' preservam a métrica.

»

' Teorema 3: Se f preserva a métrica, entdo f é subaditiva.

Demonstragdo: Como (a,b,a+b) é uma terna triangular, temos, pelo Teorema 1, que (f(a),f(b),f(a+b)) € terna
triangular, e assim f(a+b) <f(a)+f(b). =

~ , - - x e o
Nio vale a reciproca do Teorema 3. De fato, a fun¢do f(x) = o é subaditiva, mas ndo preserva a
+x

. métrica, pois (10,10,1) é uma terna triangular e (1) = % > f(10)+£(10)=10/101 + 10/101.

Teorema 4: Seja f € A, subaditiva e nfio-decrescente. Entdo f preserva a métrica.

' Demonstragdo: E suficiente usar o Teorema 1 e observar que, se (a,b,c) € uma terna triangular, entgo
. a<b+c, e assim, por f ser ndo-decrescente e subaditiva , temos que f(a) <f(b+c) < f(b)+f(c). B

N3o vale a reciproca do Teorema 4. De fato, a fungdo

" | 0,5ex=0
f(x)=1<1lsex>0exeQ
2,5ex>0exeQ

preserva a métrica (Teorema 1) e ndo € ndo-decrescente.
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Teorema 5: Seja f € A e f concava, isto &, f(M +(1- Ab) = ;tf(a) +(1— ﬂ)f(b) , para todo

A €[0,1]. Entdo f preserva a métrica. |

1

' 7 vy ~ . ‘
Demonstragéo: Provaremos que f é subaditiva e ndo-decrescente, € assim, pelo Teorema 4, teremos que f ‘
preserva a métrica.

, eassim

2 _q) L SCD) [ _fr+3)

Sej , IR.. Sex=y temos que X)=fl —+—=12
ejam x,y €IR,. Sex=y te q f(x) ) 5 5 5

Jxtx) <f ()+f (). |

Suponhamos x# y e, sem perda de generalidade, que Ze [0,1]. ‘
y

f(x)={yfm(l——’fj)sz@)+(1-—f)/(0)=ff<y)
y y y y Yy

Notemos que

isto é,
¥ @) 20,
e que
) =/(xf+(x+y>[1—fjjsz<x) +(l—f (x+7),
Yy y Yy Yy
e assim

f(x+y)S%@#(xﬂf(y)—”—(%—:iﬂﬂsﬂxﬂﬂy),

0 que prova que f € subaditiva.

Provaremos, a seguir, que f € ndo-decrescente.
Suponhamos, por absurdo, que existam x, y € IR, x <y, e que f (x) > f ().
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Seja z .Entdo z> 0 e,
ACINAC)
LSO @S0 ) SO gy S@=LO) o fD=f0)
JO) I x+ o) 2] > J+ I f@=f)+ 0 f@)
e assim f(z) <0, o que € um absurdo. ",
‘
Exemplos: 4
o f(x)=x', com 0<r<1, preserva a métrica; :
A

» f(x)=log,(1+x), com a>1, preserva a métrica.

9 3

M D D A

158



?

Nio vale a reciproca do Teorema 5. De fato, f(x)=max { x,+/x } preserva a métrica (Teorema 2) e nio &

cobncava.

Teorema 6: Se f € A e fpreservaa métrica e é continua em 0, entdo f é continua em todo ponto.
Demonstragio: Seja € > 0. Como f & continua em 0, existe 5>0 tal que |f(x)-f(0)= f(x)<g, para todo 0<x<0.

Seja u>0. Se |v-ul<, entdo f(jv-ul)<e, e como f preserva a métrica, e (u,v,|v-ul) é terna triangular, temos, pelo
Teorema 1, que (f(u), f(v), f(jv-ul)) ¢ uma terna triangular e portanto |f(v)-f(u)| < f(jv-ul)<e. m

Teorema 7: Se fE A e existe r>0 tal que f(x) € [r, 2r], para todo x>0, entdo { preserva a métrica.

Demonstragéo: E suficiente usar o Teorema 1 e notar que f(a) <2r = r+r < f(b)+f(c), para todo a,b,c>0. n

Corolario 8: Seja g:IR — IR uma fungdo limitada. Se [g(x)|<M, para todo x €R, entdo a fungdo definida
por

709 0,5ex=0
xX)=
g(x)+3M,sex>0
preserva a métrica.
Demonstragdo. Basta usar o Teorema 7 para r =2M., n

Exemplos:
0,5sex=0
. f(¥)= 3+cos(x),se x>0 preserva a métrica (Corolario 8 para M =1) ;
0,sex=0
. f()= 1+ e x>( Droservaa métrica (Teorema 7 parar = 1).
1+x°

Teorema 9: Seja f uma fungio que preserva a métrica. Sdo verdadeiras as afirmagdes:
1) Paratodo x¢>0, existe £>0 tal que f(x) 2 &, para todo X 2Xo.
2) Se, para todo £>0, existe x>0 tal que f(x)< &, entdo f € continua no ponto 0.

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que (1) seja falso. Entdo € possivel construir uma seqiiéncia (x,) tal
que, para todo n, X, > Xo, € a sequéncia (f(x,)) converge para 0.
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Seja n tal que f(x,)< f(x0)/2. Entdo (Xn, Xn, X0) € uma terna triangular, mas a terna  (f(xy), f(xa), f(xo))
ndo o &, pois f(xo)>f(xp)+(Xs), 0 que é um absurdo (Teorema 1).

Provaremos, a seguir (2). |

Seja 0. Entdo existe a>0 tal que f(a)<e/2. Como (x,a,a) € uma terna triangular, para 0<x<2a,
temos que f(x) <f(a)+f(a)=2f(a)< &, para 0<x<2a. Portanto, se d=2a temos que , f(x)=|f(x)-f(0)|= <e, para,
todo 0<x<4 . Logo, f ¢ continua em 0. m

Coroldrio 10: Seja f uma fungdo que preserva a métrica e é descontinua em algum ponto. Ento existe >0

tal que f(x) > ¢, para todo x > 0. |
[

Demonstragao: Segue do item 2 do Teorema anterior ¢ do fato que, se f preserva a métrica, e é descontinua,
em algum ponto, entdo pelo Teorema 6, f ¢ descontinua em 0. ,

Proposicdo 11: Seja f uma fungfo que preserva a métrica. Sdo equivalentes:
a) fé descontinua em 0; ‘

b) fodéamétrica discreta, para toda métrica d. ‘

Demonstragdo. Para provar que (a) implica (b) basta observar que existe £>0 tal que , para cada xe X tem-,
se {ye X: fo d(x,y)<e}={x} (Corolario 10).
Para concluir que (b) implica (a) € suficiente notar que, se d é métrica usual de IR, entdo o conjunt

(

{y €IR: fo d(y,0) < A,}—{O}, e assim, f(1/n) = f(d(1/n,0)) >A, paratodon e IN", P
‘

Teorema 12: Seja f uma fungao que preserva a métrica. Sdo equivalentes: ‘
a) fpreserva fortemente a métrica; ‘

b) fé continua em 0. «

"

Demonstragdo. Para obter que (a) implica (b) basta observar que a métrica usual de IR ndo é equivalente a
métrica discreta, e usar a Proposigdo 11. '

Para provar que (b) implica (a) é suficiente notar que, se r > 0, entfio, pelo Teorema 9, existe & > (
tal que {yeX:fo d(x,y)<e}c {yeX: d(x,y)<r}, e que, ses> 0, da continuidade de f em 0, existe & > 0 ta®

que { ye X: d(x,y)<8} c {ye X: f o d(x,y)<s}. "
[
“
.
,
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