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O objetivo deste trabalho e estudar algumas propriedades e apresentar uma caracterizacao das 
funcdes f: [0, 00 )-H0, 00 ), com f"1(0)={0}, e que satisfazem a seguinte propriedade: 

• para todo espaco metrico (X, d), tem-se que (X, f o d) e um espaco metrico. 

(X d) e um espaco metrico se, e s6 se, d: X x X~ [O, 00 ) satisfaz: 
MI: d(x,y)=O <=> x=y 
M2: d(x,y)=d(y,x), para todo x,yeX 
M3: d(x,y):5,d(x,z)+ d(z,y), para todo x,y, z eX 

Definieao: Seja A={ f: [O, 00) ~ [O, 00) I f "1(0)={0} }. Dizemos que uma funcao f E A preserva a 
metrica se, e s6 se, para todo espaco metrico (X, d), tem-se que (X, f o d) e um espaco metrico. Se as 
metricas f e f o d sao metricas equivalentes, para toda metrica d, dizemos que f preserva fortemente a 
metrica. 

Exemplos: 

• 

• 

• 

f (x)= x preserva a metrica; 

{
O,sex = 0 

f (x) = 1 · 0 preserva a metrica; ,sex > 

f (x)= x2 nao preserva a metrica (de fato, se d e a metrica usual de IR, entao 

9=f o d(-1,2) > 1+4= f o d(-1,0) +f o d(0,2)). 

Notemos que, se f preserva a metrica e d e a metrica usual de IR2
, entao dado um triangulo de lados 

a,b,c tem-se que f(a), f(b) e f(c) formam um triangulo de lados f(a), f(b) e f(c) nflo-degeneradc, 

c f(c) 

b f(b) 
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assim, e natural procurar um resultado como o do Teorema 1. Antes porem apresentamos a seguinte 
definicao. 

Definieao: Sejam a.b.cz O. Dizemos que (a,b,c) e uma tema triangular se, e s6 se, a< b+c, b < a+c e 
c< a+b. 

E facil verificar que, (a,b,c) e uma tema triangular se, e s6 se, [a-b] <c< a+b. 

Teorema 1: Seja f E A. Sao equivalentes: 

1) f preserva a metrica; 
2) se (a,b,c) e uma tema triangular, entao (f(a),f(b),f(c)) e uma tema triangular. 

Demonstraciio: Provaremos, em primeiro lugar, que (I} implica (2). Para isto basta observar que, se (a,b,c) • 
e uma uma tema triangular, e d a metrica usual do IR , entao existem pontos u, v e w do IR 2 tais que • 
d (u, v)= a, d (v, w) =b, e d (u, w) = c. • 

Para provarmos que (2) implica (1), basta notar que, se (X,d) e um espaco metrico, entao , para todo 
x,y,z E X, tem-se que ( d (x,y ),d (y,z ),d (x,z )) e sempre uma tema triangular. • • 

- 
Teorema 2: Sejam f e g funcoes que preservam a metrica. Entao: 

a) f O g preserva a metrica; 
b) a1 .f + a2.g, com a1 2:: 0, a2 2:: 0 e a1 .a2 > 0, preserva a metrica; 
c) max {f, g} preserva a metrica. 

Demonstracdo: Para obter (a) basta observar que, se f e g preservam a metrica, entao gad e uma metrica e 
( f O g) 0 d = f O (g O d) C uma metrica, para toda metrica d. 

Para obter (b) e (c) basta usar o Teorema 1 e notar que 

( b ) . 1 {f(a) ~ f(b)+f(c) ~ max{f,g}(b) +max{f,g}(c) 
a, ,c tema tnangu ar=> 

g(a) ~ g(b)+g(c) ~ max{f,g}(b) +max{f,g}(c) 

0 Teorema 2 e facilmente generalizado para um numero finito de funcoes. 

• 
- - - • • - 
~ • 
@ 

~ . ~ 
~ 

• ,. 
Exemplos: 

{
O,se x= 0 

Se g(x) = 1, se x > 0 , entao as funcoes 
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l 0,sex =0 
,, 

1 fi'/ { ( )} 1, se O < x ::;; 1 ) ,x)= max x, g x = 
x,sex > 1 

0,se x =0 
1, se 0 < x::;; 0.25 

h(x)= max{f(x), 0.8x+0.8g(x)}= 0.8 +0.8x,se 0.25 <x::;; 4 
x,sex > 4 

I) 

11 preservam a metrica. 
!) 

-2 -I 2 J ' . 
_, 

-2 

) Teorema 3: Se f preserva a metrica, entao f e subaditiva. 

1 
Demonstradio: Como (a,b,a+b) e uma tema triangular, temos, pelo Teorema 1, que (f(a),f(b),f(a+b)) e tema 
triangular, e assim f(a+b):s;f(a)+f(b). • 

Nao vale a reciproca do Teorema 3. De fato, a funcao f(x) = ~ e subaditiva, mas nao preserva a 
l+x 

1 metrica, pois (10,10,1) e uma tema triangular e f(l) = ½ > f(l0)+f(lO)=l0/101 + 10/101. 

Teorema 4: Seja f E A , subaditiva e nao-decrescente. Entao f preserva a metrica. 

Demonstraciio: E suficiente usar o Teorema 1 e observar que, se (a,b,c) e uma tema triangular, entao 
1 a:s;b+c, e assim, por f ser nao-decrescente e subaditiva, temos que f(a):s;f(b+c) :s; f(b)+f(c). • 

Nao vale a reciproca do Teorema 4. De fato, a funcao 

0,se x= 0 
f(x)= I,sex>0exEQ 

2, se x > 0 e x ~ Q 

1 preserva a metrica (Teorema 1) e nao e nao-decrescente. 
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Teorema 5: Seja f E A e / concava, isto e, f(,.w + (1-l)b) > lf(a) + (1-l)f(b), para todo 
A E [0,1]. Entao f preserva a metrica, 

Demonstraciio: Provaremos que f e subaditiva e nao-decrescente, e assim, pelo Teorema 4, teremos que f 
1 

, • I 
preserva a metnca. 

Sejam x , y E IR+. Se x=y temos que 

f(x+x) ~f (x)+f (x). 

Suponhamos x::;t: ye, sem perda de generalidade, que ~ E [0, 1 ]. 
y 

Notemos que 

isto e, 
e que 

yf (x)-xj(y) :?:0, 

f(y)= {x; +(x+ y{1-; )}, >(x)+(1-; )r(x+ y), 
e assim 

f(x+y)~yf(y)-xf(x) =f(x)+ f(y)-yf(x)-xf(y) ~f(x)+ f(y), 
y-x y-x 

o que prova que f e subaditiva. 
Provaremos, a seguir, que f e nao-decrescente. 
Suponhamos, por absurdo, que existam x, y E IR+, x< y, e que/(x) > f(y). 

Seja z = yf(x)- xf(y) . Entao z > 0 e, 
f(x)- f(y) 

f(y) = j f(y) x+ f(x)- f(y) z);?: f(y) f(x) + f(x)-f(y) f(z) = f( ) + f(x)- f(y) f(z) 
1 lf(x) f(x) f(x) f(x) y f(x) 

e assim f (z) ~ 0, o que e um absurdo. 

Exemplos: 

• f(x)=x\ com 0<r<l, preserva a metrica; 

-' f(x)=loga(l+x), com a>l, preserva a metrica, 
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Nao vale a reciproca do Teorema 5. De fato, f(x)=max{x,.J;} preserva a metrica (Teorema 2) e nao e 
concava. 

). Teorema 6: Se f E A e f preserva a metrica e e continua em 0, entao f e continua em todo ponto. 

Demonstrar;iio: Seja e > 0. Como f e continua em 0, existe 8>0 tal que lf(x)-f(0)I= f(x)<e, para todo O~x<8. 
Seja u>0. Se [v-ul<S, entao f(lv-uj)<e, e como f preserva a metrica, e (u.v.lv-ul) e tema triangular, temos, pelo 
Teorema 1, que (f{u), f(v), f(lv-ul)) e uma tema triangular e portanto lf(v)-f(u)I::; f(lv-ul)<e. a 

Teorema 7: Se fE A e existe r>0 tal que f(x) E [r, 2r], para todo x>0, entiio f preserva a metrica. 

Demonstraciio: E suficiente usar o Teorema 1 e notar que f(a):s;2r = r+r:s;f(b)+f(c), para todo a,b,c>0. a 

Corolario 8: Seja g:IR ~ IR uma funcao limitada. Se jg(x)I::; M, para todo x E R, entao a funcao definida 
por 

{
O,se x= 0 

f(x)= 
g(x) + 3M,se x> 0 

\ preserva a metrica, 

Demonstrar;iio. Basta usar o Teorema 7 para r =2M. • 
', Exemplos: 

• f(x) = {0,se x= 0 3 + cos(x),se x> 0 preserva a metrica (Corolario 8 para M = 1); 

• 1
0,se x= 0 

f(x) = 1 1 + --, se x > 0 preserva a metrica (Teorema 7 para r = 1 ) . 
l+x 

1 Teorema 9: Seja fuma funcao que preserva a metrica, Sao verdadeiras as afirmacoes: 
1) Para todo xo>0, existe e>0 tal que f(x)?: e, para todo x?: xo. 
2) Se, para todo e>0, existe x>0 tal que f(x)< e, eutao f e continua no ponto 0. 

Demonstrar;iio. Suponha, por absurdo, que (1) seja falso. Entao e possivel construir uma seqiiencia (xn) tal 
que, para todo n, Xn?:Xo, e a sequencia (f(xn)) converge para 0. 
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j 
Seja n tal que f(xn)< f(xo)/2. Entao (x.; Xn, xo) e uma tema triangular, mas a tema (f(xn), f(xn), f(x0)) 

nao O e, pois f(xo)>f(xn)+f(xn), 0 que e um absurdo (Teorema 1). I 

Provaremos, a seguir (2). 
Seja e>O. Entao existe a>O tal que f(a)<e/2. Como (x,a,a) e uma tema triangular, para 0:S:x:S:2a,i 

temos que f(x):S:f(a)+f(a)=2f(a)< e, para 0:S:x:S:2a. Portanto, se 8=2a temos que, f(x)=lf(x)-f(O)I= <e, para, 
todo O :s; x<B . Logo, f e continua em 0. • 1 

Corolarlo 10: Seja f uma funcao que preserva a metrica e e descontinua em algum ponto. Entao existe e>01 

tal que f(x) 2 e, para todo x > 0. i 

Demonstracdo: Segue do item 2 do Teorema anterior e do fato que, se f preserva a metrica, e e descontinua 
em algum ponto, entao pelo Teorema 6, f e descontinua em 0. •i 

Proposlcao 11: Seja fuma funcao que preserva a metrica, Sao equivalentes: 
a) f e descontinua em O; 
b) f O d e a metrica discreta, para toda metrica d. 

4 
Demonstraciio. Para provar que (a) implica (b) basta observar que existe e>O tal que, para cada xeX tem-, 
se {ye X: f o d(x,y)<e}={x} (Corolario 10). • 

Para concluir que (b) implica (a) e suficiente notar que, se d e metrica usual de IR, entao o conjunto 
{y e IR: f o d(y,O) < ½ ,}={O}, e assim, f(l/n) = f(d(l/n,O)) > ½, para todo n e IN*. m: 

Teorema 12: Seja fuma funcao que preserva a metrica. Sao equivalentes: 
a) f preserva fortemente a metrica; 
b) f e continua em 0. 

1111 

Demonstraciio. Para obter que (a) implica (b) basta observar que a metrica usual de IR nao e equivalente a· 
metrica discreta, e usar a Proposicao 11. ~ 

Para provar que (b) implica (a) e suficiente notar que, se r > 0, entao, pelo Teorema 9, existe e > G~ 
tal que {ye X: f o d(x,y)<e} c {ye X: d(x,y)<r}, e que, se s > 0, da continuidade de f em 0, existe 8 > O ta~ 
que { ye X: d(x,y)<8} c {ye X: f o d(x,y)<s}. ..~ 

~ 

" 1111 ,. 
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