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Departamento de Engenharia de Estruturas e Fundagoes

Escola Politécnica da Universidade de Sao Paulo

Introdugao.

As hipéteses classicas sobre os movimentos das barras estipulam, além de pequenas
deformagdes, que cada secgdo normal ao eixo na configuragao de referéncia permanece plana
¢ nao deformada na configuragdo atual. Excetuada a hipdtese de pequenas deformagoes,
este mesmo modelo é utilizado por J. C. Simo em [3] para desenvolver uma teoria das
barras no contexto da Elasticidade Finita (Sobre este artigo hd o BT /PEF 9104, [7]).

Um aspecto ndo abordado por Simo é que as barras devem se constituir de mate-
riais eldsticos com vinculo interno ja que, por hipdtese, elas sé sdo capazes de realizar
deformagdes prescritas num determinado conjunto, aqui chamado vinculo das barras. Isso

repercute nas equagdes constitutivas. A tenséo de Cauchy se decompde em duas parcelas
T=Tr+T4 (1)

onde T4, chamada tensdo ativa, é fungéo do gradiente F da deformagéo e Tg, chamada
tensdo reativa, nao é funcio de F e é o que garante & barra manter-se na classe dos movi-
mentos admissiveis, independentemente das agdes externas impostas a ela. (Admitindo-se
que Tg realiza trabalho nulo nesta classe de movimentos consegue-se determinar todas as
Tg possiveis para um dado gradiente F) Além disso, as transformagbes de simetria associ-

adas & tensio ativa devem ser compativeis com as simetrias do vinculo (por exemplo, ndo
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se pode esperar que um material isotrépico seja compativel com as barras j& que a barra
€ inextensivel nas diregdes normais ao eixo e extensivel na diregéo do eixo).

No presente artigo damos uma caracterizacio local do vinculo das barras. Apoiados
nessa caracterizagao, calculamos seu grupo de simetria e mostramos que os tnicos sdlidos
compativeis com ele e que séo encontriveis na realidade ([4], p- 85) séo os transversalmente
isotropicos e alguns tipos das classes cristalograficas. Calculamos a tensio reativa deter-

minada pelo vinculo das barras e determinamos a equagao constitutiva de um tipo de

material hipereldstico compativel com esse vinculo.

Caracterizagéo local do vinculo das barras
Consideremos uma barra prismética base A e eixo sobre o eixo-3 dada por
B = {(X1X2X3)|[(X1X30) € 4 e 0<X; <L)
Cada deformagao de B é dada por duas curvas lisas,
¢:[0,L] 5R; e Q:[0,L] - Ortht

onde Orth™ é o conjunto das rotagoes de IR®. ¢ determina a posi¢ao do eixo de B na
configuragéo deformada e Q(S) a rotacio que a secgao X3 = S de B serd submetida até
alcangar sua posigdo na configuragio atual.

Desse modo, as deformagdes admissiveis para B sio as f:B — R?® dadas por
F(X1X2X3) = 8(X3) + Q(X3) (X161 + Xae) (2)

onde (e;eze3) é a base cand.nica de IR3.

O gradiente de f no ponto X = (X1X2X3), F(X) = EE’:-\.LI_(X) @ €;, fica:

FX)=Q(X3)e1@e1+e2 8 e2) 4+ (¢'(X3) + Q'(X3)(Xie; + X262)) € ez (3)
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Portanto, valem as igualdades
F(X)ey.F(X)e; =1, F(X)e;.F(X)ea=1 e F(X)e;.F(X)e; =0 (4)

para todo X € B. As igualdades acima informam que ha inextensibilidade nas diregc'ie‘s de
e; e de e; e que nao ha distorgao no angulo reto formado por e, e e;. Isto em todo ponto
X €eB.

Afirmamos que se vale (4) para todo X € B, entéo f é dada por (2).

De fato, a condigdo (4) significa que em cada ponto X € B,(F(X )e;, F(X)e;) é uma
base ortonormal do sub-espago gerado por F(X)e; e F(X)ez. Logo, a restricio de F(X)
ao sub-espago gerado por €; e €3, F(X)helq](‘), é ortogonal.

Consideremos uma curva c : [a, b — B cuja imagem esteja no plano X3 = constante =

K. Como é(t) estd no plano [e; €;], entdo
IEC)EOI = [P e e = O
Entéo, o comprimento da curva deformada, indicado por I(f o c), é
(o) = [ 15soctll= [ IFepecolat = [ 1onae =10

Ou seja, a restrigao de f ao plano X3 = constante = k é uma deformagio rigida. Logo,
flxs=k € restri¢io de alguma deformagao rigida f_\-a definida em todo B (fx, : B — R3?)

que, como toda deformagéo rigida, pode ser escrita na forma
fXa(A’) = fxa(f) T QXB(X - f)

onde X é o centréide da seccio X3 = k considerada. Restringida fxs ao plano X3 =k

temos
F(X) = fxo(X) + Qx,(X - X).
(*) »|p indica a restri¢io de ¢ a D, e dados vy, ..., v, num espago vetorial V, [v1,- - - vn]
indica o subespago de V gerado por vy,...,v,.
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Portanto, sendo ¢(X3) = fx,(X) e Q(X3) = Qx,, temos (2). t
Chamaremos de vinculo das barras o conjunto
Vb= {F € Lin+|FCi.F€j = 6.‘", 5] = 1,2} ’ (5)

onde Lin* ¢ o conjunto das transformagdes lineares de IR%emIR® (tensores de segunda
ordem) de determinante estritamente positivo.
A condigao que define Vb é equivalente a FTFe,‘.e,- = 6;;. Por isso, definimos o vinculo

de Canchy-Green das barras por
Cb= {C € Psym|Ce,-.eJ- = ‘51'1'1 isj = ]12} (6)

onde Psym € o conjunto dos tensores simétricos positivos definidos.

Da equivaléncia entre (2) e (4) decorre que

f € uma deformagéo da barra B,
se, e somente se,

F(X)eVb VX € B,

se, € somente se,

C(X)eCh VX eB
onde F(X) € o gradiente de f em X e C(X) = FT(X)F(X).
Os conceitos apresentados acima sdo casos particulares das seguintes defini¢Ges:

Definigdo. Uma variedade conexa Vb C LinT é um vinculo se:
a)leV
b)FeV eQeOrth*=QFevV
(A cldusula a) significa que a configuracio de referéncia é uma configuragido admissivel

e b) expressa a objetividade do vinculo) [1]



Definicio. O vinculo de Cauchy-Green associado a V é a variedade de Psym dada por

C ={C € Psym|C = FTF,F € V}

a

Diz-se que V é um vinculo para um corpo numa configuragéao B no ponto X € B se

f é uma deformagao de B & F(X) € V.

O grupo de simetria vincular de Vb

Dado um vinculo V chama-se trensformagdo de simetria de V a toda H € V que
verifica

FeV=FHeV (7)

ou, equivalentemente,

CeC=>H'CHEeC (8)

Dizer que H é uma transformagio de simetria significa, portanto, que H preserva o vinculo
L
O conjunto das H que verificam (7) (ou (8)) é um grupo e é chamado grupo de simetria

do vinculo V, e é indicado por Gy.

Proposigao.
Gvy={H € Lint | He; = ae; + bea, Hez = €)1 + yea,

(9)
az+b2=1, $2+y2=1, az + by = 0}

Demonstracio. Seja H o conjunto do lado direito da igualdade (9) e sejam C € Cb e
H € H. Entéo
HTCHe,.e; = CHey.Hey = (aCey + bCe;).(ae; + bep) =
— a2Cey.€; + b*Cez.€2 + 2abCe; .3 =

—a?+b=1.



De modo anélago se verifica que HTCHez.e; = 1 e que HTCHey.e; = 0 o que permite

concluir que HTCH € Cb. Portanto,
HCGys .

Sejam C; e C; em Cb dadas por
Ci=1 e Cr=¢,Q¢ +e2@€2+2e3QRe€3 .

Seja H € Gy, tal que
HC] = ae; + aeqy + CEj

He; = 7€) + yey + ze3
De HTC\H € Cb e HTC,H € Cb decorre que

A+ +c2=1 e a?+b24+22=1

Logo,

a2+ =1 e ¢ =

De modo andlogo,

% + y2 =1 e z=0
De HTCyHej.e5 =0 conelufinos que
ar + by =0

De (8),(7), (6), (€), concluimos que
Gvi CH

De (a)e(n) segue-se (9)(*).

‘(@)

(7)

(6)

(¢)

(n)

(*)  Procedimentos mais répidos e elegantes para calcular grupos de simetria vincular

serao apresentados num préximo artigo de Boulos, P. e Achcar, N. sobre aspectos geomé-

tricos da teoria dos vinculos.



Da proposig¢ao anterior concluimos que H € Lint é uma transformacgéo de simetria de

Vb se, e somente se,

[Hey, Hep] = [ey, ;) e
(10)
H|(., .)€ ortogonal .

Sélidos compativeis com o vinculo Vb

Seja V um vinculo e T4 a fungdo resposta para a tensdo ativa T4, ou seja, Ty = TA(F).
T4 tem dominio V e contradominio o espago dos tensores simétricos Sym. O grupo de
simetria associado a Ty é o conjunto das H € V N Unim (Unim = conjunto dos tensores

de determinante 1) tais que
TA(FH)=T4(F) VFeV (11)

Designaremos este grupo por Gy, . Scguindo as definigdes de Noll e Truesdell [4] diremos
que o corpo € s¢lido se

Gy, C Orth* (12)

Diz-se que a func¢do resposta Ty € compativel com o vinculo V se

ou seja, se as simetrias de T preservarem o vinculo V. [1]
Se valer (13), também diremos que o material cuja equacéo constitutiva é dada por
(1), onde Ty = TA(F), € um material compativel com o vinculo V, ou ainda, que é um

material adequado ao vinculo V.

Pretendemos encontrar os materiais sélidos compativeis com o vinculo Vb. De acordo

com (13), (12), e (10) é preciso que G, seja constituido por rotagdes @ tais que

Qes = te; (14)
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Portanto, entre os materiais slidos encontriveis na realidade somente os seguintes

880 compativeis com o vinculo das barras (obtidos por inspegéo da tabela da p.- 83 de [4))

Os transversalmente isotrépicos
e todos os sistemas cristalogrdficos, :
exceto trés classes do sistema cubico.

A tensao reativa para o vinculo Vb

Admitindo-se que a tensdo reativa T é simétrica e que realiza trabalho nulo nos
movimentos compativeis com um vinculo V, pode-se provar que, para cada F € V, o

conjunto das possiveis Tg, chamado espago das reagdes em F, é o seguinte,
R(F) = F(J.C)*FT (15)

onde C = FTF. JcC é o espago tangente a C em C e (JcC)* é o espgo ortogonal a JcC
em Sym(*),

Voltando &s barras, sejam
C1 = {C € Psym|Ce;.¢; = 1}
Cg = {C € PS}'I'HICE;-CZ = 1}

C3 = {C € Psym|Ce,.¢e; = 0}

Decorre de (6) que
Cb=CiNC; NNC, (16)

Logo, como Cy, C3 e C3 sdo duas a duas transversais

TcCb = TJcC N JcCo N JTcCs (17)

(*) A férmula (15), conquanto original, é equivalente a formula 3.8 de [2]). Uma demons-

tracdo de (15) aparecerd no ja citado futuro artigo de Boulos, P. e Achcar, N.
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Portanto,
(JcCh)t = (TcCr)*t + (TcCa)t + (TcCs)* (18)

Vamos calcular os espagos ortogonais acima. Seja t — C(t) uma curva em C; passando

por C. Entao
C(t)e;.el =1
ou, usando a identidade Cu.v = tr(Cu@v) =C : u @,
Ct):e; e =1

Derivando em relagao a t chegamos a

C(t):e30€ =0

Portanto,

(JcC)t = &1 € €3] (19)

De modo andlogo verifica-se que
(JcC)t =2 ®€a] e
(20)
(Jcca)']' =le1 @€+ €2 @ €]

De (15), (18),(19) e (20) concluimos que

R(F)={aFe; @ Fe; + fFe; @ Fey +y(Fe; @ Fea + Fea @ Fey)la,B,v€ R} (21)

EquagéGes constitutivas de um tipo de material sélido hiperelastico compaétivel

com o vinculo das barras

Diremos que um corpo sujeito a um vinculo V' é hiperelastico se existir W : C — IR,
chamada fung¢do densidade de energia de deformagéo tal que

2 ow
det F ! oC

9

Tu(F) = F* (22)




onde _c'i‘_lfz ¢ o gradiente da fungio W = W(C), ou seja, é o tensor simétrico cujas compo-

oc

nentes na base (e; e; e3) séo dadas por

(%), = 2o =

(3“" _1 oW (6]
ocC ij - 2 0C;;

A titulo de exemplo vamos determinar a equacio contitutiva de um tipo de sdlido

e, parai # j,

hipereldstico da classe cristalografica dos sistemas rémbicos adequado a contituir um barra.

Para os s6lidos desse sistema, o grupo de simetria da fungio resposta Ty é

G, ={1,R;,R%,R") (24)

€g?

onde Ry, ¢ a rotagdo de eixo ¢; e angulo 7 ([4] p. 83). Supondo W = W(C) um funcio
polinomial nas componentes de C em relagéo & base (e;€2¢€3), Smith e Riulin [5] provaram

que W deve ser um polinémio nos seguintes invariantes sob o grupo (24)™):
I =Cn, L=Cyn NL=Cu, ILi=C4 IL=C%, I = Cfy Ir =Cy3Cs3Cas
cujas expressbes intrinsecas sao:
IL =Ceer, I, =Cez.6, I3 =Cez.e3, I4= (Cesz.e2)?
Iy = (061.63)2, Is = (062.61)2, I; = Cez.e1Ce3.¢;Ce3.€2

Como W(C) = W(L,... ,I), W polinémio, entéo

ow _ awer,
oC  dI, 8C

(25)

(*) I:Psym — IR é um invariante sob o grupo G C Orth? se I(QCQT) = I(C) para
todo C € Psym e todo Q € G.
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oL, .
Calculando aC Parai = 1,...,7 temos:

gé = S, % =e2Qe, g% =e3@e;3,
% =(Cez.e3)(e3@e2 46, ® es) )
% =(Ces.e1)(ez®e; +e; ®ey)
g_g =(Cerea)e1®e+e @ e1) (26)
%g = (Cey.e2)(Ces.e;) 2251 ;61 ez,

(Cley.e5)(Ces.e;) 2222 ;"—’2 ®es

(Cey ¢, )(ces.eg)f_s_@ﬂ%_sl_@_g

Retomando as deformacées dadas em (2), temos
F=FX)=0Q(X;)(e; € e; + e28¢€)+v@e;
onde v = ¢'(X3) + Q'(Xs)(X1€1 + Xze3). Logo,
C=ea@a+aCa+ ||v|? e;@es +(Qey.v)(e; ®€3+€3®€1)+(Q62-UJ(€3®52+€2®€3) (27)

onde usamos C no lugar de C(X) e @ no lugar de Q(X3). Logo,

C£2.63 = 082.U
063.61 = Qel.v (28)
C€2.€] =0

Levando (28) em (26) e o resultado em (25), segue-se que:

oW
oC ~Mea e+ W ®ey + Wiez @ e5 + Wa(Qez.v)(e3 ® €2 + €, @ €3) +

+ W (Qerv)(e3 @€ +6; ® €3) + Wi (Qez.v)(Qe, .U)3_®_6_1_;|3-61___@_e_2 (29)

onde W; = _G_T‘E
i
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Levando (29) em (22) vem:

_2
det F
W.Qez.v(Fe3 ® Fey + Fe; ® Fes )+

TA(F)= (u";Fﬂ @FG]+W3FC:®FC:+W3FC;®F83+

“!5Q€1.U(Ff.3 ® FE] -+ FB]_ ® F83)+

IV.Z(QCZ.U)(QEI‘U)(FCZ ®F61 -;Fel ®F€2)

De (1), (30) e (21), concluimos que

T = aFe; @ Fe; + BFea ® Fea + y(Fey ® Fe; + Fe; ® Fey)+

2
det F

H'ch;.v(Fq & FE] + FE] & F€3)

(“{3F£3 ® Fez + IV4QEQ.U(F63 @ Feqy + Fe, ® F63)+

(31)

a.B,7 € R. Em (31) usamos o fato de que as parcelas de T absorvem andlogas de T4.
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