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Introdução.

As hipóteses clássicas sobre os moviInentos das barras estipulam, além de pequenas

deformações, que cada secção normal ao eixo na conf:guração de referência permanece plana

e não deformada na configuração atual. Excetuada a hipótese de pequenas deformações,

este mesmo modelo é utilizado por J. C. Simo em [3] para desenvolver uma teoria das

barras no contexto da Eltqtjcidade Finita (Sobre este artigo há o BT/PEF 9]04, [7]).

LTm aspecto não abordado por Simo é que as barras devem se constituir de m ate-

Tiais elásticos com vínculo inferno já que, por hipótese, elas só são capazes de realizar

deformações prescritas num determinado conjunto, aqui chamado vínculo das barras. Isso

repercute nas equações constituti\-as. A tensão de (:auchy se deconrpõe em duas parcelas

7 = TR + TA (1)

onde TÁ, chamada tensão alit'a, é função do gradiente F da deformação e TR, chamada

tensão Teativa, não é função de F e é o que garante à barra manter-se na classe dos mo\-i-

mentos admissíveis, independentemente das ações externas impostas a ela. (Admitinduse

que TR realiza trabalho nulo nesta classe de movimentos consegue-se determinar todas as

TR possíveis para um dado gradiente F) Além disso, as transforrnações de simetria associ-

adas à tensão ativa de\’eIn ser compatÍveis com u simetrias do vínculo (por exemplo, não
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86 pode esperar que um materIal r$otropICO seja compatIvel com as barras Jã que a barra

é inextensível nas direções normais ao eixo e extensível na direção do eixo).

No presente artigo damos uma caracterização local do vínculo das barras. Apoiados

nessa caracterização, c&]culamos seu grupo de simetria e mostramos que os únicos 8óHdos

compatíveis com ele e que são encontráveis na realidade ( [4], p. 85) são os transvenalmente

isotrópicos e alguns tipos das classes cristalográficas. Calculamos a tensão reati\a deter-

mina(1a pelo vínculo das barras e det,erminamos a equação constituti% de um tipo de

material hiperelástico compatível com esse vínculo.

}

}
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Caracterização local do vínculo das barras

Consideremos uma barra prisnrática base Á e eixo sobre o eixo-3 dada por

6 = {(,xlX2X3)l(_\1X2CI) e A e 0 $ X3 $ É}

!

!

FCada deformação de 13 é dada por duas curvas lisas,

é : [0, E] –} IR3 e O : [0, E] –+ Orth+

onde Orth+ é o conjunto du rotações de IF13. é determina a posição do eixo de 8 na

colrflguração deformada e (?(S) a rotação que a secção À’3 = S de 23 será submetida até

alcançar sua posição na confIguração atual.

Desse modo, as deformações adrnissíveis para 23 são as f : 23 –+ IR3 dadas por

/(Xl X2X3 ) = é(X3) + Q(X3)(Xl el + X2e2) (2)

(3)

onde (ele2e3) é a base c 2,nó.nica de IR3.

O gradiente de ! no ponto X = (X1,Y2X3), F(X) = #(X) ® e„ fica:

F(X) = O(À’3)(e1 a el + e2 ® e2) + (é'(À’3) + Q’(X3)('\’lel + -Y2e2)) e e3
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Portanto, valem 89 igu&ld8du

r(x)61 .F(X)e1 = 1, F(X)e2.F(X)e2 = 1 e F(X)el .F(X)e2 = 0 (4)

para todo X € B. As igualdades acima informam que há inextensibilidade nas direções de

61 e de e2 e que não há distorção no ângulo reto formado por e1 e e2. Isto em todo ponto

X e B.

Ahrmamos que se vale (4) para todo X e B, então 1 é dada por (2).

De fato, a condição (4) significa que em cada ponto X € 6, (F(X)el , F(X)e2) é uma

bme ortc>normal do sub espaço gerado por F(X)e1 e F(X)e2. Logo, a restrição de F(X)
ao sub-espaço gerado por e1 e e2, F(X)1[,,,2]('), é ortogonal

Consideremos uma cut\a c : [a, 6] –+ B cuja imagem esteja no plano X3

K. Como é(1) atá no plano [ele2], então

1

constante

ltr('(1))ó(/ ) 11 = | ir('(t))1[.,e,]é(f )11 = iló(t )11

Então, o comprimento da curva deformada, indicado por 1(/ o c), é

1,
Ou seja, a restrição de f ao p]ano X3 = constante = k é uma deformação n’gida. Logo,

/lx3=k é restrição de alguma deformação rí€,ida ixs definida em todo 23 kf xB : 6 –> IR3)

que, como toda deformação rígida, pode ser escrita na forma

b ,b

j. llá/ . '(t)II = IIP('(t ))é(1 )IIdl = / ljê(t)IIa = 1(')1(/ o c) = Ja

iX3ÇX) = /Xa(X) + Q xJ\X – X)

onde 1 é o centróide da secção X3 = 1 considerada. Restringida ix, ao plano X3

temos

/(X) = À, (1) + Q x,(X – 1)

(’) pID indica a restrição de 9 a D, e dados th , . . . , t,„ num espaço vetorial 1’, [t;1, ' „ Un]

Indica o subcspaço de 1/ gerado por u] ) 9 t)n .
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Portanto, 8endo Ó(Xs) = /x,(X) e e(xs) = Q xB, tem08 (2).

Ch&maremos de vínculo dcs barra3 o conjunto

Vb = {F € Lin+jFei.FeJ = 6ij , 1, J = 1, 2} (5)

onde Lin+ é o conjunto das transformações lineares de IR3emlR3 (tens ore3 de segunda

ordem) de determinante estritamente positivo.

A condição que define Vb é equivalente a FT Fei.e j = 6ii. Por isso, definimos o vínculo

de C anel 1 . G Teen das barras por

Cb = {C e Ps)’m ICei.ej = óiJ, i, j = 1, 2} (6)

onde Ps)'m é o conjunto dos tensores simétricos positivos definidos.

Da equivalência entre (2) e (4) decorre que

fé uma deformação da barra 13,

se, e somente se,

F(x) e vb vx e 6,

se, e somente se,

c(x) e cb vx e 8

onde F(X) é o gradiente de 1 em X e C(X) = FT(X)F(X).

Os conceitos apresentados acima são cmos particulares das seguintes definições:

b\

DefInição. Uma variedade conexa Vb C Lin+ é um vínculo se:

a) le 1/

b) F € Y e O e Orth+ + QF e Y

( A cláusula a) significa que a configuração de referência é uma configuração admissível

e b) expressa a objetividade do vínculo) [1]
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(78$cIty. Green e330ciado 8 Y é 8 variedade de P6ym dada por

e = {a € PsymjC = pT 8 F € Y}

•
DefInição8

J

Diz-se que Y é um vínculo para um corpo numa configuração 8 no ponto X e 8 se

O grupo de simetria vincular de Vb

Dado um vínculo Y chama-se tTax3joTmaÇão de 3imettia de 1/ a toda 1/ e V que

verifica

F € Y + FH € Y (7)

O ví7rc8Io de

f é uma deformação de B ++ F(X) € Y.

ou, equi%lentemente

1/

C € C + HTC H e C (8)

Dizer que 11 é unia transformação de simetria signifIca, portanto, que /7 preserra o vínculo

O conjtrnto das /7 que verificam (7) (ou (8)) é um grupo e é cF.amado gTUPO de ${metria

do vínculo V, e é indicado por Gy.

Proposição.

G \,b = {H € Lin+ | A e 1 = ae1 + be2 , H el = 361 + ye2,

a2 + 62 = 1, 32 + y2 = 1, aI + bg = 0}

Demonstração. Seja 7{ o conjunto do !ado direito da igualdade (9) e sejam C € Cb e

He 7{. Então

HTC HeI .e 1 = CHe 1 .HeI = (aCe1 + bCe2).(ae1 + bc2) =

= a:z Cel.el + b2C;e2.e2 + 2abCe1.e2 =

= a2 +b2 = 1 .

LI

(9)



De modo &nálago 8e veri6a8 que HT C H ca.ea = 1 e que HT C H e 1.el = 0 o que pertnite

concluir que HT CH e Cb. Portanto,

11 C G„, . ' (a)
•

Sejam Ch e C72 em Cb dadas por

e Ca = el 6> el +e2 €>e2 +2e3 ®e3 .

Seja 1/ e G yb tal que
A e 1 = acr + ae2 + ce3

H el = gel + ye2 + ;e3

De HTC IH e Cb e HT C2H € Cb decorre que

/

1
b

(P)

a2 + b:2 + c2 = 1 e a2 + 62 + 2c2

Logo,

a2 + 62 = 1 e c = 0 (1)

(6)

De modo análogo,

72 +y2 = 1 e 2 = 0

De HTC IHe 1 .el =-0 concluílnos que

a 3 + by = 0 (e)

8

De LP ), {7), (ó), (e), conclurrnos que

G „, C :It ('7)
.h

!

+

1

1
1

1

1
+

De (a)e(77) segue-se (9)(')

(') Procedimentos mais rápidos e elegant.es para calcular grupos de simetria vincular

serão apresentados num próximo artigo de Boulos, P. e Achcar, N. sobre aspectos geomé-

t ricos da teoria dos vínculos,

H
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Da proposição anterior concluímos que 17 € Lin+ é uma transformação de simetria de

Vb se, e 80mente 8e,
[Xer,Xe2] = jer , e2]

Xjt,, p,21é ortogon al

e

1lo)

Sólidos compátiveis com o vínculo Vb

Seja Y um \lnculo e TÁ a função resposta para a tensão ativa &, ou seja, TÁ = h(r).
tA tem domínio Y e contradolnínio o espaço dos tensores simétricos Sym. O gTVPO de

3imetTia associado a TA é o conjunto das A e Y n Unim (Unim = conjunto dos tensores

de det.ernlinante 1) tais que

TA(FH) = tA(F) VF e 1/ (11)

Designaremos este grupo por G PA . Seguindo as defInições de Noll e Truesdcl] [4] (liremos

que o corpo é sólido se

GtA c Orth+JA

Diz-se que a junÇão Te,qposta tA é compatível com o üí7&cuJo T/ se

(12)

GtA C Gr , (13)

ou seja, se as simetrias de :fA preserrarem o vínculo Y. [1]

Se valer (13), também diremos que o material cuja equação constituti\'a é dada por

tl), onde TA = tA(F) , é um mat eTiül compatÍvel com o vínculo Y, ou ainda, que é um

material adequado ao vínculo Y.

Pretendemos encontrar os materiais sólidos compatíveis com o vínculo 1“b. De acordo

com (13), (12), e (10) é preciso que Gh seja constituído por rotações (? tais que

b

fü

Qcl = üe3

7
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Fort auto) antre 08 unBten 818 8011aos encoatr8ve18 DB re&Da&ae BomeDte OB 8egBIDte8

são compatíveis com o vínculo das barras (obtidos por inspeção da tabela da p. 83 de [4])

Os tr&nsversalmente isotrópicos
e todos os sistemas crist&lográ6cos,

exceto três classes do sistema ctíbico.
J

A tensão reativa para o vínculo Vb

Admitindase que a tensão reati% TR é simétrica e que realiza trabalho nulo nos

movimentos compatíveis com um vínculo Y, pode-se provar que, para cada F e Y, o

conjunto das possíveis TR, chamado espaço das rea4,ões em F, é o seguinte,

f

1+

RCF) = F(ac)IpT (15)

onde (; = FI F . 3 cC é o espaço tangente a C em C e ( Joe)l é o e$pço ortogona1 a 3 cC

em Sym(')

\’olt ando k barras, sejam

Cl = {C e PsymjCe1.e1 = 1}

C:2 = {0 e PsymjCe2.e2 = 1}

C:3 = {C € PsymjCe1.e2 = 0}

Decorre de (6) que

cb = c, n c:, n na, (16)

Logo, como Cr , C2 e 03 são duas a duas transversais

Jc(:b = sce\ f\ :JcC2 n aeG (17)

(') A fórmula (15), conquanto original, é equivalente à fórmula 3.8 de [2]. Uma demons-

tração de (15) aparecerá no já citado futuro artigo de Boulos, P. e Achcar, N.
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Portanto,

(/cCb)1 = (/cCl)1 + (JcC2)1 + (JcC3)1 (18)

Vamos calcular os espaços ortogonais acima. Seja t H a(1) uma curva em C1 passando

por O. Então

Od)el.el = 1

ou, usando a identidade Cu .t) = tr(Cu ® u) = C : u ® u,

Cd) : el ® er = 1

Derivando em relação a t chegamos a

Od) : e1 ® el = 0

Portanto,

(acc:1 )1 = [e1 a e2] (19)

(20)

De modo análogo verifica-se que

(JcC2)1 = ['2 ® '2] ‘

(acc:3)1 = [e1 ® e2 + e2 e el]
De (15), (18), (19) e (20) concluímos que

7?(F) = {oFe1 @ FeI + pFe2 @ FeI + -y(F el ® Fe2 + Fez @ Pel )ja, p, 7 € 1R} (21)

Equações colrstitutivas de um tipo de material sólido hiperelástico corrrpátivel

coIn o vÍnculo das barras

Diremos que um corpo sujeito a um vínculo Y é hiperelástico se existir tV : C –} IR,

chamada função densidade de energia de deforrnação tal que

À(F) = ÚFgFl
9

(22)



aw .
onde = é o gradiente da função W = W(O), ou 8eja, é o tensor simétrico cujas compo»ac
nentes na base (61 62 63) são dadas por

g ) i( .123)

e, para 1 + j)
/atv \ i aTV

\ac ) ,i– 2 ac,j
A título de exemplo vamos determinar a equação contituti% de um tipo de sólido

hiperelástico da classe cristalográfica dos sistemas rômbicos adequado a contituir um barra.

Para os sólidos desse sistema, o grupo de simetria da função resposta :fÁ é

[6]

r

Gt. = {1 , R:, , R:,,R:,} (24)

onde n: é a rotação de eixo ei e ângulo r ([4] p. 83). Supondo 117 = 11’(C) um função

po}inornia] nu componentes de C em relação à base (ele2e3), Smith e Riu]in [5] provaram

que 11’ deve ser um polinômio nos seguintes in\'ariantes sob o grupo (24)(’) :

II = 011) 12 = Cm ) 13 = 033 9 14 = C23 1 /5 = O: 11 /6 = C 121 17 = C12C13C2 3

cujm expressões intrínsecas são:

II = Ce1.el, 12 = C e2 .e2, /3 = Ce3.e3, /4 = (Ce3.e2)2 ,

Is = (Cel.€3)z9 /6 = (Ce2.el )z 1 17 = Ce2.elCe3.elCe3.e2

Como IV(C) = Ii’(/1 , . . . , /7), TV polinômio, então

atv aTt ali
ac – aIi ac

I : Ps)’m –} IR é um int, aTiant e 50b o grupo G C Orth+ se IÇQ C QT 1( + )

todo O e Ps)’m e todo (2 € G.

(25)

1 (C) para

10



CdcuIndo $ para i = 1,...,7 temos:

ai
R = el ® er,

9 = (a'2.'3)('3 ® e2 + '2 ® '3)

9 = (o'3.' 1)('3 ® '1 + '1 ® '3)

9 = (c'2.'1)(' 1 ® '2 + '2 ® '1)

$ = (C'3.'2)(0'3.'1)+

(Cel.e2)(Ce3.el)63 ® e2 : e2 ® 63 +

(C'1.'2)(C'3.'2)'3 ® '] : '] ® '3

Retomando as deformações dadas em (2), temos

ÔI3all
= e3 ® e3,ac = 62 ® e2, ac a

A

(26)

F = F(X) = (,/(X3 )(el 8 €1 + e2 € 62) + u a e3

onde u = é’(A:3 ) + Q’(X3 )(À’1 e1 + X2e2)- Logo,

O = el®el+e2Ge2+ II u 112 e3®e3+(Qel't’)(el®e3+e3®el)+(Qe2't’)(e3©e2+e2®e3) (27)

onde usamos C no lugar de C(X) e (2 no lugar de O(X3 ). Lógo,

Ce2.e3 = Qe2 .u

Ce3.el = QcI .v

Ce2.el = 0

Levando (28) em (26) e o resultado em (25), segue-se que:

(28)

7

v:: = 11\e1 8 e1 + 11%e2 @ e2 + Tl“3e3 8 e3 + 1%(C?e2'u)(e3 ® e2 + e2 ® e3)+

+ 11’,(Q'1.„)('3 ® '] + '1 ® '3) + U’7(Q'2.„)(Q't .„) (29)

o 11 d e 1 1 a = 9
11
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lavando (29) em (22) vem:

à(F) = b (Wt Pel ® FeI + W2Fe2 8 FeI + W3Fe3 8) Fe3+
W4Qe2.u(Fe3 ® FeI + FeI ® Fe3)+

w/5 ee1 .v(Fe3 ® FeI + FeI ® Fe3)+

In(Q'2.„)(Q'1.„)(F'2 ® F'\ : F" 8 F'2)

J

(30)

De (1), (30) e (21), concluímos que

T = aFe1 ® Fe1 + 6 FeI ® FeI + l(Fe1 ® FeI + FeI 8 Fe1)+

Ú(T{bFe3 ® Fe3 + 14’4Qe2.u(Fe3 @ Fe2 + Fe2 ® Fe3)+
11’5(de 1 .u(Fe3 8 Pel + FeI ® Fe3) (31)

o, #, l e IR. Em (31) usamos o fato de que as parcelm de TR absorvem análogas de TÁ.
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