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Resumo

Neste trabalho abordamos o problema da determinagdo dos tempos 6timos de
burn-in e de garantia (com a politica FRW com renovagdo) que minimizam o custo
de garantia esperado por unidade de tempo assintético, sob um modelo geral de
falha-reparo, no qual um produto pode experimentar dois tipos de falhas no instante
t: Falha do tipo I com probabilidade g(t) = 1—p(t), & qual é reparada minimamente,
ou falha do tipo IT com probabilidade p(t), & qual ndo é reparével ¢ conduz a substi-
tuigio do produto. Sao consideradas alguns condigdes suaves para a fungdo de taxa

de falha do produto, (t) e para a fungdo p(t).

Palavras chaves: Modelo geral de falha, burn-in, reparo minimo, funcdo de taxa de

falha com forma de banheira, polftica de garantfa FRW com renovagao.

1 Introducgao

O burn-in é um procedimento usado na manufatura de alguns produtos afim de eliminar

{tens defeituosos com tempos de vida menores do que o tempo desejado, e assegurar que
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somente produtos com confiabilidade e qualidade desejada. sejem colocados no mercado.
Com este objetivo o fabricante submete, por um periodo de tempo (perfodo de burn-in), os
itens manufaturados a testes que simulam situagdes de uso tipicas ou até mais severas. O
fabricante também pode fornecer seus produtos com algum tipo de garantia para proteger
os consumidores de falhas imprevisiveis e como uma estratégia de marketing. Tanto os pro-
cedimentos de burn-in como os de garantias estdo relacionados aos custos de manufatura
dos quais representam uma porgao importante. Uma confiabilidade alta ao inicio do ciclo
de vida de um produto contribui na redugao dos custos relacionados com as garantias, junto

com os periodos de garantia oferecidos.

Na literatura da confiabilidade achamos alguns trabalhos que otimizam o tempo de burn-in
para reduzir o custo total de manufatura de produtos oferecidos sob alguma politica de
garantia, por exemplo, Nguyen e Murthy (1982), Kar e Nachlas (1997), Mi (1997), Yun et.
al. (2002), Sheu e Chien (2005), entre outros. Neste trabalho determinamos o tempo étimo
de burn-in e de garantia, usando a politica FRW com renovagéio, minimizando o custo de
garantia esperado por unidade de tempo assintético, quando o processo de falha do produto
apresenta dois possiveis tipos de falha: falhas do tipo I minimamente repardveis, e falhas do

tipo II catastréficas e portanto néo repardveis, segundo o modelo em Block, et. al. (1985).

A estrutura deste trabalho é como segue: na se¢éo 2 apresentamos o modelo geral de falha,
na segao 3 discutimos a estrutura dos custos devidos ao burn-in e & politica de garantia e
na segéo 4 apresentamos o problema de otimizagdo e consideramos sua solug@o no caso em
que a fungéo de taxa de falha e da probabilidade de falha do tipo II apresentam forma de
banheira.



2 Modelo geral de falha

Consideramos o modelo de Block, et. al., (1985), no qual o produto pode ter dois tipos de

falha no instante ¢:

e Falha do tipo I: Acontece com probabilidade ¢(t) = 1 — p(t). Neste tipo de falha
o produto é reparado através de reparos minimos, isto €, reconstitui-se a sua taxa de

falha e o produto é devolvido A sua condigdo imediatamente anterior & falha.

¢ Falha do tipo II: Acontece com probabilidade p(t) € (0,1). Este tipo de falha é

catastréfico e o produto deve ser substituido por um novo.

Seja {{Sk,Zx), k = 1} um processo pontual marcado, onde Sy corresponde ao k-ésimo
tempo de falha, e Z; = 0 ou 1, indica reparo minimo ou substitui¢do, respectivamente,
no tempo Six_;. Como uma substitui¢io regenera o processo de falha, é suficiente modelar
até o primeiro ponto de renovagdo e portanto, s6 consideramos este processo até o tempo
aleatério S,_; onde v = inf{k > 1: Z; = 1}. Considere a seqiiéncia {Zx, k> 1} de ensaios
de Bernoulli condicionalmente independentes (sobre S, ...,Sk), tais que P{Z; =1} =
p(Sk-1), V k> 1, com Sy =0e Z, = 0. As falhas séo observadas e os reparos minimos séo
realizados sucessivamente até o instante no qual o primeiro “sucesso” (falha do tipo II} é
observado (o primeiro instante t em que Z; = 1), onde se realiza uma substituigéio completa
recomencando um novo ciclo, de forma que os tempos das substituigoes sucessivas formam

um processo de renovagao.

Assume-se que & fungdo de taxa de falha de um produto novo (sem burn-in) r(t) é continua,
positiva para t > 0, e que os reparos minimos e as substituigées séo instantineos. Seja Y o
tempo de espera até a primeira falha do tipo II de um produto novo. Block, et. al., (1985)

demostra que a fungéo de sobrevivéncia de ¥ é dada por

G{t)=P(Y >t)=exp {— '[otp(u)r(u)du} ; (1)



sendo Y finito com probabilidade um se, e somente se,
(==}
f p(u)r(u)du = +o0 (2)
0

Segundo Block, et. al., (1985), se F(t) é a funcdo de sobrevivéncia de um produto novo,
continua e tal que F(£) > 0V ¢ > 0, e se este & submetido a um reparo minimo no instante
t > 0, a sua fungio de sobrevivéncia atualiza-se para:

F(z +t)

Flalt) = =55

(3)

Considere de novo a seqiiéncia {(Sk, Zx), k 2 1}, em termos da qual o processo de contagem
{N(t), t > 0}, correspondente ao processo pontual {Sx, k > 1}, definido por N(t) =
f: I{S; < t} é um processo de Poisson ndo homogéneo com fungéo intensidade A(t) =
t}.3‘_4{1'\/'(13)] = —logF(t) Yt > 0, onde F(t) tem taxa de falha r(t). Seja V; a varidvel
indicadora da falha do tipo II. Entéo, para a seqiiéncia {Y;, i > 1} de varidveis aleatdrias
iid com funcdo de distribui¢do G(t), o processo de contagem correspondente, {Ny(t), ¢ =
0}, também é um processo de Poisson nao homogéneo definido por Ny(t) = f_qz(é) Vv, =
1}, comn fungdo intensidade Ay(t) = E[Np(t)] = —logG(t) = fot (u)r( u)d:\lit >0
Similarmente, o processo de contagem {N;( t) t > 0}, correspondente a0 processo pontual
dos tempos de reparo minimo, com N;(t) = E I{V; = 0}, é um processo de Poisson ndo

homogéneo com fung8o intensidade A;(t) = E [N 1(t)] = fo q(u)r(u)du

3 Estrutura de custo

3.1 Custo de manufatura devido ao burn-in

O processo de burn-in inicia-se com uma unidade nova que é reparada minimamente nas
falhas do tipo I, até exceder o tempo b de burn-in. Se uma falha do tipo Il ocorre, 8 unidade
é substitufda por uma nova e o procedimento é reiniciado. Portanto, o processo termina

quando nenhuma falha do tipo II é observada durante o intervalo fixo de burn-in (0, b}.



A estrutura de custo considerada é a proposta por Sheu e Chien (2005), que é aditiva

e inclui as seguintes quantidades:

Cyp Custo fixo de manufatura por unidade
C, Custo fixo de burn-in por unidade
C, Custo por unidade de tempo de burn-in, por unidade

C; Custo do reparo minimo por falha do tipo I durante o periodo de burn-in

Assume-se que Cp + C| > Cs.

Seja 7 — 1 o niimero de substituigdes antes da primeira sobrevivéncia ao processo de burn-
in de periodo b, sem experimentar falha do tipo II. Entdo, a varidvel aleatéria n tem

distribuifio geométrica com probebilidade de sucesso G(b),
P(n=k) = [G®)* Gb), k> 1. (4)

Considere a seqgiiéncia {Y;, i > 1} de varidveis aleatdrias iid com fungéo de sobrevivéncia
G(t) dada em (1). Note que a variavel aleatéria Y, tem a distribuigéo de Y|Y' > b, ou seja,
sua fungdo de distribuigdo é:
0, set <b,
Cnll=\em-60) _,., ©
= se 3
G(®)

O custo de manufatura por unidade no processo de burn-in, sob o modelo geral de falha-
reparo, é a variavel aleatéria u(b) dada por:

n-1

v(b) = Z [Cg +C1+ CY;+Cs /Yf q(u)‘r(u)du] + [Co +C1+Cob+ Cy qu(u)r(u)du] .
i=1 ' 0 0
(6)

0
Por convengdo assume-se Y, = 0 quando 7 = 1. Como {n = k} < {¥; < b, i =

i=l1
1,...,k =1, Y > b}, entiio {n = k} é independente de Yii1, Yis2, ..., € a varidvel n é
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um tempo de parada com respeito & seqiiéncia {Y;,7 > 1}. Logo, pela equagdo de Wald, o
custo esperado de manufatura por unidade para produtos com tempo de burn-in b, é dado
por:

n-1

B(b) =E ()] = E { )3 [co +C1+CaY+Ca /ﬂ " q(u)r(u)du] }

i=1
b
+ [C'o +C +Cob+ Caf q(u)r(u)du]
0

=E {i [CD +C1+ Y.+ Cs /O-Yi q(u)r(u)du} }

i=1
Y
—E[Co'l'cl‘}'CQY,,'I'Ca/

n
0

q(u)r(u)du]

b
+ [Co +C +Cob+ Cy / q(u)r(u)du]
0

=Bl [co +C+ CE(Y) + CE { fo Y q(u)r(u)du}]

o [Czb e fo ) (w)du — CE(Y,} - CoE { fo " q(u)r(u)du}]

_[Co+C1+C [P Glu)du + Cs [;° g(u)r(u)C(u)du
- % ]

_ [Cz 57 Glw)du + Cy [° Q(")T(“)é(”)du]
G(b)

_Co+ C1+Cs [y Glu)du + Cs fy g(u)r(u)G(u)du -
G(b)

De (1), a densidade de Y é g(t) = p(t)r(t)G(t), logo,
jb g(u)r(u)G(u)du = /b r(u)Glu)du — /b g(u)du
0 0 0

= f ’ W) G+ G(5) 1



Portanto, (7) pode-se escrever como,

(Co+Ci = Cs) + G, f3 G(u)du + Cs f m(u)Clu)du + CsG(b)

Derivando (8) com respeito a b, obtemos

_ [C2 + Car(b)] G(b) + [(Co +C =G +C j;’ G(u)du+ Cs fobr(u)G_'(u)duJ p(b)r(b)

5) D)

(9)
Dos resultados anteriores ¢ claro que B(0) = (Cy + C}) e que B'(b) > 0V b > 0; logo, B(b)

é uma fungéo estritamente crescente em b.

3.2 Custo de garantia sob a politica FRW com renovagao, para
produtos com burn-in

Sob a politica FRW com renovagio um produto com burn-in é fornecido ao consumidor
com um perfodo de garantia w. Se neste periodo o produto experimenta uma falha do tipo
I é minimamente reparado e se experimenta uma falha do tipo IT é substituido por outro
com burn-in e a garantia é reiniciada. Tanto as substitui¢des como os reparos séo realizados

sem custo para o comprador.

Usando argumentos similares aos da segio 3.1, obtemos o custo de garantia por unidade
e seu valor esperado. Considere a varidvel aleatéria Z =Y — b|lY > b, que representa o
tempo de operagdo até a primeira falha do tipo II de um produto com burn-in. Entdo, a
fungéo de distribuigao de Z §,

G(B) = Go+1) s

Gult) = ) >0. (10)

Considere a seqiiéncia de variaveis aleatérias iid {Z;, i > 1}. Seja § — 1 o nimero de
substituigées de um produto com burn-in, antes de sobreviver ao periodo de garantia sem

experimentar falha do tipo II. Entéo, a varidvel aleatéria § tem distribuigio geométrica
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com probabilidade de sucesso Gy(w). Seja Cy o valor adicional sobre o custo por unidade,
por reparo minimo ou por substituigdo, durante o periodo de garantia. Entdo a varidvel
aleatéria C(b, w), que corresponde ao custo de garantia segundo a politica FRW com reno-
vagdo, é dada por,

§-1 2 w
Clbw) = Z [(Ca +Cy) f g(b+ u)r(b+ u)du + B(b) + 04] +(C3+Cy) /(; g(b+u)r(b+u)du
0

0
(11)
onde, fol g(b-+u)r(b+u)du representa o nimero esperado de reparos minimos apés o burn-in

em [0, t]. Portanto, o custo esperado de garantia por unidade é

[}

E[C(bw)} =F {Z [(C’a + Cy) f& g(b+ u)r(b+ u)du + B(b) + 04] }
i=1 Y
+(Co+0) [ alo+wro+ w)ia
0 2
—(C3+ Cy)E {/; glb+u)r(b+ u)du} — (B(b) + Cy). (12)

Onde Zs = Z|Z > w tem a fungdo de distribuiggo,

Gald) 0, set <w, (13)
Zg t)= éb(w)"‘éb(t) 13
_W set>w
ou,
Cald) 0, set <w,
28 = Gb+w) - Gb+1) (14)
G’(b+w) set > w.

Logo, (12) corresponde a,
(Cs + Cy) [y’ alb+ w)r(b+ w)G(b + u)du + [Gb) -G+ w)] (B(b) + Cy)

E{C(b = = .
[C(b,w)] Glb+w)
(15)
Derivando (15) com respeito a w, para b fixo, obtemos
8E[C(h,w)] _
e T

[(Cs + Ca)a(b+ w) + (B(b) + Ca)p(b + w)] (b + w) + E[C(b, w)lp(b + w)r(b+w). (16)



e R e

Dos resultados anteriores é claro que ¥V b > 0, E [C(b, w)] é uma fungéo positiva e crescente

em w.

4 Modelo de otimizagao

Nosso objetivo é determinar o tempo de burn-in e o periodo de garantia Stimos, que mini-
mizem a fungdo de custo de garantia esperado por unidade de tempo, ou seja, a fungao,

_ ElC(,w)]

K(bw) = E[TO] (17)
onde a varidvel TO é o tempo de operagdo sob garantia de um produto com burn-in.
Analiticamente, temos que,

é-1
TO=) Zi+tw= Zz‘+w Zs (18)

i=1 i=1

com as varidveis 8, Z; e Z5 definidas em 3.2. Logo, o valor esperado de TO é,

E[TO]=E{§EZ;}+w—E[Za]

i=1
= E[8)-E[Z\])+w— E|[Z)
[y G(b+ u)du
= G(b+w)
Portanto, combinando (15) e (19), em (17) temos,

(Cs + Cq) [y qlb+ w)r(b+w)G(b + u)du + [G(b) — G(b + w)] (B(b) + Cy)
I Glb+u)du )

(19)

K(bw) =

(20)
Sejam & ¢ w" o tempo Gtimo de burn-in e o periodo 6timo de garantia, respectivamente,
satisfazendo,

KEWw) = i K

Como em Mi (1994), Cha (2001) e Cha (2003), para b fixado, procuramos w"(b), obtendo
(bmyw") = (b, w*(5%))-



Sejam,
A(b,w) = (C3+ Cy) ‘/o.w g(b+u)r(b+u)G(b+u)du + [G(b) -G+ w)] [B(b) + C4] (21)

e

Bif.w)= / " Glb+ w)du. (22)
0
Se
P BA(;IL;; 9 i as;i;w)

sdo suas derivadas com respeito a w, por (20) temos

dK(b,w) _ B(b,w)A'(b,w) — A(b,w)B'(b,w)
ow (B(b,w)]* '

K'(b,w) =
De (21) e (22), cbtemos,

A'(b,w) = [(C3 + Ca)q(b + w) + (B(b) + Ce)p(b + w)] r(b + w)G (b + w)

B'(b,w) = G(b+ w).

Portanto _
. G(b+ w)
K'(bw) = —————— x ¢(b,w) (23)
[_[;Hw G(u)du.]2
onde

(b, w) = B(b,w)r(b +w) [(Cs + Ca)g(b + w) + (B(b) + Cy)p(b + w)) — A(b, w)

= (C3+ Cy) [q(b + w)r(b+ w) ./:HC-;'(b + u)du — /;wq(b +u)r(b+u)G(b+ u)du]

= (B(b) + Cy) [(G’(b) - G(b+w)) — p(b + w)r(b+w) fw G+ u)du] .
0
Contudo de (1) temos que,
j;w dG(b+ 'ui = /;w p(b+ w)r(b + u)G(b + v)du = G(b) — G(b + w).
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Como g(b+w) =1—p(b+w),e g(b+u) =1— p(b+ u) entdo
P(bw) = (Cs+ Cy) {'/o‘w [r(b+w) — r(b+u) GO+ u)du}
— (B(d) - Cs) {/;w [p(b +w)r(d + u) — p(b+ w)r(b + w)] G(b + u)du}

b+w _
=(Cs+Cy) {/b {r(b+w) — r(u)] G(u)du}
b+w _
~ B - { [ blr) - plo-+u)o+ u) G} (24
De (23) e (24), podemos concluir que o sinal de K’(b, w) é igual ao sinal de (b, w). assim,
K'(b,w) =0 < y(bw) =0 (25)
btw _
= @+a{ [0+ u) - r(w) Gluian}
bw _
— (B(b) — Cs) {‘/; (p(u)r(u) — p(b + w)r(b + w)) G(u)du} =0. (26)

Como a densidade de Y & p(t)r(¢)G(t), a equagdo (20) & igual a,

_ (C3+Cy) [ r(w)G(u)du + [Gb) — G(b +w)] (B(b) - Cy)
Kbw) = e
¥ (u)du

e portanto em (26)
K'(byw)=0

b+w __ b+w _
= (Cs+Cy) '/b r(w)G(w)du + (B() — Cs) /b p(u)r(u)G(u)du
b+w _
= (G5 + GO+ (BO) = Coplo+ ulro+u) [ Gl

<= (C3+Cy) /bwwr(u)G-’(u)du + [G(b) — G(b+w)] (B(b) — C3)

M =
= ((Cs + Co) + (B(b) = Ca)p(b+w)] (b + w) /;, Glu)du

= K(bw) = [(Cs+ Ca) + (B(5) - Ca)p(b + )] (b + w). @7)
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O processo de burn-in é efectivo s6 para a classe de tempos de vida que apresentam taxas
de falha altas ao inicio do ciclo de vida, mas logo séo decrescentes com o tempo. A classe
de tempos de vida na forma de banheira tem esta propriedade. No teorema 4.1 a seguir,
é provado que se a taxa de falha geral do produto r(t), e a probabilidade de falha do tipo
II p(t), tem forma de banheira, o tempo 6timo de burn-in b* é inferior o igual a0 méximo
dos primeiros pontos de mudanga das fungdes 7(t) e p(t). Além disso, o teorema fornece

condigdes suficientes para un periodo 6timo de garantia w", finito.

Teorema 4.1. Suponha que as fungdes r(t), e p(t) € (0,1), tem forma de banheira com
pontos de mudanga 0 € u; £ u3 < 00,e 0 < 5; £ 82 < 00, respectivamente, e que sao

diferenciéveis. Sejam ; = max{us, 81} € t = min{uy, 35}, e suponka, ¢; < t5. Entdo,
i Seb>t,w(B)={w>0: b+w<ty).
i Seb<t,e
(o +Ca) + (B) = Caploo)] x 7(o0) [ Clu)du
>«bmm£ﬁwmw@+wm-@mw
entdo, w*(b) = inf{w > 0: b+w > ta, %(b,w) > 0} < o0; se
[(Ca++Ca) + (BO) = Calp(oo)) x r(o0) [ Gl
gmwumlﬁmmww+wm-@ﬂm
entdo w*(b) = +oo.

iti. Se b < t;, r(0) < r(00) e p(0)r(0) < p(oo)r(cc), entdo w*(b) = inf{w > 0: b+w >
ta, Y(b,w) 2 0} < co.

w b <ti,e

min K (b,w) = 01<r},i<n‘1 K(b,w* (b))

520,u>0

min [(Cs + C4) + (B(b) — Cs)p(b +w* (b))] x r(b+ w"(b)}

0gbst,
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Prova. Como 7(t) tem forma de banheira com pontos de mudanga 0 < u; £ up < oo,
entao,
-

estritamente decrescente, se 0 <t <
r(t) é J r > 0, uma constante, se u <t<y
estritamente crescente, se t2>uy

\

Similarmente, para p(t) temos que,

(

estritamente decrescente, se 0<t < s

p(t) é ¢ pe (0,1), uma constante, se 5 <t < 52

estritamente crescente, se t> s
\

Assim, se ¢; = max{u, s} e t; = min{uy, 52}, entdo,
decrescente, se 0ty
p(t)r(t) ¢ (p-r >0, uma constante, se t; <t <ty
crescente, se t>ts

portanto, considerando (24), temos o seguintes casos:

i. b > t;: Neste caso temos que:

=0, sebtw<ty
Y(bw) é
>0, sebt+w>t;

e a condigio para (b, w) = 0 é satisfeita para qualquer w > Qtal que t; <b<b+w < iy,
ou seja, w*(b) = {w > 0: b+ w < i3}

#i. b < t;: Neste caso temos que:
(@) Seb+w <ty = b<b+w < t, = Vue bb+uw, rlu) >rbb+w)e
p(u)r(u) > p(b+ w)r{b + w), logo w(b,w) < 0.

(b) Sety <b+w <ty =>V u€ [bb+w), r(u) > r(b+w) e plu)r(u) 2 p(b+ w)r(d+w),
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logo ¥(b,w) < 0.
Por (a) e (b), temos que para b < t;, e b+ w < &9, ¥(b,w) < 0.

(c) Se b+ w > t,, é preciso ter alguma condicado adicional para determinar se existe w > 0
tal que ¥(b,w) > 0. Para isto consideramos o seguinte: Sejam a(b, w) e v(b, w), as fungdes
definidas por,

b+w

a(b,w) = [(Cs + C4) + (B(8) — Ca)p(b + w)] r(b + w) G(u)du

]

bw _ btw _
Aow) = (Co+Co) [ rwCdu+ (BO)-Co) [ plar(u)Gen
3 b
De (b), #(b,w) < 0 para b < t;, e b+ w < to, entdo, como P(b,w) = a(b,w) — y(b,w), o
anterior implica que para § < 1), e b+ w < ty, a{b, w) < (b, w). Temos também que,

%ﬁ’}’”) = (Ca+ Co)r(b+w)G(b+w)+ (B(b) - Co)p(b+w)r(b+w)Gb+w) > 0,¥ w > 0

e para b+ w > ty, pela forma de banheira das fungdes r(-) e p(-)r(:) temos que,

da(b,w) _ Glb+w)

Ow bb+w G(u)du

alb,w) + {l( 3+ Ca) + (B(b) — Ca)p(b + w)] (b + w)

b+w

+(B(b) — Ca)p' (b + w)r(b + w)} A G(u)du
> 0.

Logo, a(b,w) e (b, w), séo funcdes continuas estritamente crescentes para V' b+ w > iy,
assim, se a(b,00) > y(b,00) = i < b+ w < 00 : a(bw) = (b, w) e portanto
w*(b) =inf {w > 0: b+w > ts, ¥(b,w) >0} < 00. Como

ab,00) = [(C + Ca) + (B() = Calplos)] x o) [ Gl

A(b,00) = (Cs +Cy) f., " r(w)Glu)du + (B(b) - Cr)G()
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a condigdo em # & satisfeita. No caso em que a(b, 00) < ¥(b,00) = Pto<b+w<oo:

a(b,w) 2 v(b, w), e assim w*(b) = +co.

iii. Seja b < t;, r(0) < r(o0) e p(0)r(0) < p(oo)r(occ). Observe que pela forma de
banheira, r(b) < 7(0) e p(b)r(b) < p(0)r(0). Como as fungdes r(-) e p(-)r(-) séo estrita-
mente crescentes para ¢ > t, logo sob estas condigdes, para b+ w > tp, 3w > 0, tal que
Y u€[bb+w], r(u) < r(b+w) e plu)r(u) < p(b+ w)r(b +w). Logo

bt+w

b+w
/; r(w)G(u)du < (b + w) A Glu)du

btw bw
‘/’: p(u)r(u)G(u)du < p(b+ w)r(b+ w)£ G(u)du.

Como conseqiiéncia, para tal w > 0, ¥(b,w) > 0 e entéo,
w' () =inf{w>0: b+w>ty ¢(bw) >0} <oo.
iv. Seja w*(b) o w > 0 tal que y(b,w) = 0, entdo, por (27) temos que,
K(b,w" () = [(Cs + Co) + (BO) - Colp(b + w" ()] xr(b+w'()).  (28)

Em adigéo, bgrcrvl,igoK(b' w) = K(b*,w* (b)) = l;’gélK(b’ w(b)).

Entéo se b > ¢, por i. a condigdo em (28), corresponde a
K(bw (b)) = [(c, +Cy) + (B(b) - Cs)p] X1, ¥b>t, b+w<ts

No entanto, como B(b) é continua e estritamente crescente em b, o minimo de K (b, w" (b))
¢ atingido em b = ¢, e assim, b* néo est4 definido. Pelo contrario, se 0 < b < {,, a condiggo

em (28) corresponde a

K(bw*(b) = [(c:s +Ca) + (B(b) — Ca)p(b + w'(b))] x r(b+1w (b)), YO < b <ty

15



o = - sf]s - . . : Y
Portanto, oo K(b,w) = K(b,w* (")) g K(b,w"(b)), e assim, b* < t; e

bzr&:goh’(b‘ w)= o2 K{b,w" (b))

= min [(Cs+ Cy) + (B(b) — Ca)p(b + w" ()] x (b + w"(b)).

o<ty

O teorema 4.2 a seguir, considera o caso especial no qual a taxa de falha geral do
produto tem a forma de banheira mas a taxa de falha do tipo II é decrescente, e prova
que neste caso o tempo étimo de burn-in é finito mas n&o é necessariamente menor que
o primeiro ponto de mudanga da fungéo r(t). Uma condi¢do suficiente para um pericdo

6timo de garantia finito é obtida.

Teorema 4.2. Seja 7(t) continua e diferencidvel, com forma de banheira e com pontos
de mudanca em 0 € u; < u; < 00, e p(t) € (0,1), uma fungéo decrescente ¥ ¢ > 0, tal
que p(t)r(t) é também decrescente ¥ t > 0. Suponha também que [, r(u)G(u)du < oo, e
p = J5° G(u)du < co. Entio,

i b* < 400
. Vb>0,se
(G5 +C) + (B) - Calp(oo)] x (o) [ Gl
> (Cs+Ca) _[ " H(w)G(u)du + (B) - C)G(),
entdo, w*(b) = inf{w > 0: b+w > uz, Y(b,w) > 0} < o0; se
s+ 0 + (BE) = Calploo)] xr(oo) [ Glulea
< (Cs+Cy) fb " r(w)Gu)du + (B(b) - C)G(®),

entéo w*(b) = +oo.
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iti. Sob 4i. (b°,w") é tal que,
bg%f,,n)ux (bw) = i K(bw*(b))

= min[(Cs + Ca) + (B(6) — Co)p(b + w(8))] x (b + w*(b)).

Prova. i. Para provar que b° < oo, € suficiente mostrar que K(oco,w) = +oo, Yw > 0.

Entdo, com w > 0 fixo, calculamos lim K(b,w), com 000 =0:
b—+00

Jim K (b,w) =

R B r(w)Gu)du + [G(b) — G(b+ w)] (B(b) — Cs) _

b—+oo f:w G(u)du
i (Gt C) o r(w) G (u)du i [G(0) = Glb+w)] (B) ~ Cs)
bteo " G(w)du T ol MY Glu)du
b b
Note que:
1.vb20

[G(b) — G(b+ w)] (B(b) - C3) 3

5T Gu)du =0

2. Pela monotonicidade e continuidade da fungéo r(t), para b suficientemente grande,
temos que V u € (b, b + w], r(u) > r(b), logo
i (Ca+Ca) B r(u)Glu)du . (Cs+Cayr(d) P G u)du
b—+00 T Gu)du f:“" G(u)du
= lim (Cs + Cy)r(b) = +oo

Portanto, bl!l:l K(b,w) = 400, Logo b* < +o0.

#. Sejam n(b, w) e ((b,w) como segue:

b+w _
(b w) = (Cs + C) fb [r(b + w) — () G(u)du

b+w

¢(byw) = (B(b) — Cs) i [p(w)r(w) — p(b + w)r(b + w)] G (u)du

17



Portanto, (b, w) = n(b, w) — ¢(b, w), com
an(b, w) btw

o =(Ca+ Co)r'(b+ w) i (;'(u)du (29)
e
ac—(ai;—ﬂ = —(B(b) — Cs) - [p'(b+ w)r(b + w) + p(b+ w)r' (b + w)] b“w G(u)du
L ) P IN
= (B(b) — Cs) { 3 l=b+w} x ! Gu)du>0,Vw>0  (30)

Considere os seguintes casos:
(a) > uy: Como r(t) tem forma de banheira com pontos de mudanga 0 < u; Sup <coe

por hipétese, p(t)r(t) é decrecente ¥ ¢t > 0, entao,

1. Seb4w < up =>u; < b < b+w < uy, portanto V u € [b,b+w], r(v) =r(b+w) =r,
e 7(b,w) = 0. Como ¢(b,w) > 0, temos (b, w) < 0.

2. Scb+w > uy, YV u € [b,b+w), r(u) < r(b+w), entdo 7(b,w) > 0 e por (29), também

é crescente. ((b,w) > 0 e por {30), crescente.

O anterior implica que para b > uy, b+ w*(b) > ug. Entao, como n(b,w) e ((b,w) sio
crescentes em b+ w > up, neste intervalo estas fungdes se cruzam ou ndo. 7(b,co) >
¢(b, c0) garante que existe w > 0 tal que para b+ w > ug, (b, w) > {(b,w), ou seja, que
w'(b) = inf{w > 0: b+w > ug, Y(b,w) > 0} < co. Sob a condigéo dada no item . do

teorema, temos,

((Cs + Ca) + (B(b) - Ca)p(o0)] X 7(c0) fb ” Glu)du

> (Cs+Ci) /a ” Hw)Gu)du + (B() — Co)E ()
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Como G(b) = j ” u)r(u)G(u)du, entdo
L
(©+C0) [ Ir(e0) = r(w)] G(u)du
> (B(b) Ca)f [p(w)r(u) — p(co)r(c0)] G(u)du
logo,
(b, 00) > (b, 00)

assim, obtemos a conclusao dada em ii. para b > u,.

(b) b < u;: Observamos que

1. Pela forma banheira de r(t), e por (29), n(b, w) é decrescente e negativa para b+w <
ug, enquanto por (30} e p(t)r(t) decrecente, ({b,w) ¢é crescente e positiva. Logo,

Y(bw) <0, Vb+w< up.

2. Se b+w > uy, por (29), n(b, w) é crescente, logo para algum b+ w > uz, n(b,w) > 0.

Neste mesmo intervelo {(b,w) é crescente e positiva.

Entéo, temos que para b < uy, b+ w > u,, as fungdes n(b, w), e {(b, w), se cruzam ou nao.

Usando a mesma anélise feita em (a), a conclusdo dada em ii é verdadeira. para b < u;.
Por (a) e (b), fica provado o item #i. do tcorema, para b > 0.

i1i. Sob #i., para cada b > 0, w* é 0 w > 0 tal que (b, w) = 0, entdo, como em (28),
K(b,w(6)) = [(Ca+Ca) + (B(E) — Co)plb -+ w"(5))] x r(b+w (b))

e mm K(b w) = Kb, w*(b*)) = rgx>1(r)1 K(b,w" (b)), portanto,

b20,w
pmin | K (b,w) = min K (b, w"(b))
= min [(Cs + Ca) + (B(b) = Ca)p(b +w*(b))] x r(b+w" (b))
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