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Resumo 

Neste trabalho abordamos o problema da determinação dos tempos ótimos de 

burn-in e de garantia (com a política FRW com renovação) que minimizam o custo 

de garantia esperado por unidade de tempo assintótico, sob um modelo geral de 

falha-reparo, no qual um produto pode experimentar dois tipos de falhas no instante 

t: Falha do tipo I com probabilidade q(t) = 1-p(t), a qual é reparada minimamente, 

ou falha do tipo II com probabilidade p(t), a qual não é reparável e conduz a substi­

tuição do produto. São consideradas alguns condições suaves para a função de taxa 

de falha do produto, r(t) e para a função p(t). 

Palavras chaves: Modelo geral de falha, burn-in, reparo mínimo, função de taxa de 

falha com forma de banheira, política de garantia FRW com renovação. 

1 Introdução 

O burn-in é um procedimento usado na manufatura de alguns produtos afim de eliminar 

(tens defeituosos com tempos de vida menores do que o tempo desejado, e assegurar que 
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somente produtos com confiabilidade e qualidade desejada sejam colocados no mercado. 

Com este objetivo o fabricante submete, por um período de tempo (período de burn-in}, os 

ítens manufaturados a testes que simulam situações de uso típicas ou até mais severas. O 

fabricante também pode fornecer seus produtos com algum tipo de garantia para proteger 

os consumidores de falhas imprevisíveis e como uma estratégia de marketing. Tanto os pro­

cedimentos de burn-in como os de garantias estão relacionados aos custos de manufatura 

dos quais representam uma porção importante. Uma confiabilidade alta ao inicio do ciclo 

de vida de um produto contribui na redução dos custos relacionados com as garantias, junto 

com os períodos de garantia oferecidos. 

Na literatura da confiabilidade achamos alguns trabalhos que otimizam o tempo de burn-in 

para reduzir o custo total de manufatura de produtos oferecidos sob alguma política de 

garantia, por exemplo, Nguyen e Murthy (1982), Kar e Nachlas (1997}, Mi (1997), Yun et. 

ai. (2002}, Sheu e Chien (2005), entre outros. Neste trabalho determinamos o tempo ótimo 

de burn-in e de garantia, usando a política FRW com renovação, minimizando o custo de 

garantia esperado por unidade de tempo assintótico, quando o processo de falha do produto 

apresenta dois possíveis tipos de falha: falhas do tipo I minimamente reparáveis, e falhas do 

tipo II catastróficas e portanto não reparáveis, segundo o modelo em Block, et. ai. (1985}. 

A estrutura deste trabalho é como segue: na seção 2 apresentamos o modelo geral de falha, 

na seção 3 discutimos a estrutura dos custos devido.s ao burn-in e à. política de garantia e 

na seção 4 apresentamos o problema de otimização e consideramos sua solução no caso em 

que a função de taxa de falha e da probabilidade de falha do tipo II apresentam forma de 

banheira. 
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2 Modelo geral de falha 

Consideramos o modelo de Block, et. ai., (1985), no qual o produto pode ter dois tipos de 

falha no instante t: 

• Falha do tipo I: Acontece com probabilidade q(t) = 1 - p(t). Neste tipo de falha 

o produto é reparado através de reparos mínimos, isto é, reconstitui-se a sua taxa de 

falha e o produto é devolvido à sua condição imediatamente anterior à falha. 

• Falha do tipo II: Acontece com probabilidade p(t) E (O, 1). Este tipo de falha é 

catastrófico e o produto deve ser substituído por um novo. 

Seja {(Sk, Zk), k ~ l} um processo pontual marcado, onde Sk corresponde ao k-ésimo 

tempo de falha, e Zk = O ou 1, indica reparo mínimo ou substituição, respectivamente, 

no tempo Sk-t • Como uma substituição regenera o processo de falha, é suficiente modelar 

até o primeiro ponto de renovação e portanto, só consideramos este processo até o tempo 

aleatório S~-i onde v = inf{k ~ 1: Zk = l}. Considere a seqüência {Zk, k ~ l} de ensaios 

de Bernoulli condicionalmente independentes (sobre S1, ••• ,Sk), tais que P{Zk = l} = 
p(Sk-i) , V k ~ 1, com S0 = O e Z1 = O. As falhas são observadas e os reparos mínimos são 

realizados sucessivamente até o instante no qual o primeiro "sucesso" (falha do tipo II) é 

observado (o primeiro instante tem que Zk = 1), onde se realiza urna substituição completa 

recomençando um novo ciclo, de forma. que os tempos das substituições sucessivas formam 

um processo de renovação. 

Assume-se que a função de taxa de falha. de um produto novo (sem burn-in) r(t) é contínua, 

positiva para t ~ O, e que os reparos mínimos e as substituições são instantâneos. Seja Y o 

tempo de espera até a primeira falha do tipo II de um produto novo. Block, et. ai., (1985) 

demostra que a função de sobrevivência de Y é dada. por 

Õ(t) = P(Y > t) = exp {-l p(u)r(u)du}, (1) 
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sendo Y finito com probabilidade um se, e somente se, 

fo
00 

p(u)r(u)du = +oo (2) 

Segundo Block, et. al., (1985), se F(t) é a função de sobrevivência de um produto novo, 

contínua e tal que F(t) ~O\/ t ~ O, e se este é submetido a um reparo mínimo no instante 

t ~ O, a sua função de sobrevivência atualiza-se para: 

F-( I) = F(~+t) 
X t F(t) (3) 

Considere de novo a seqüência { (Sk, Zk), k ~ 1 }, em termos da qual o processo de contagem 

{N(t), t ~ O}, correspondente ao processo pontual {Sk, k ~ 1}, definido por N(t) = 
00 

E I{S; $ t} é um processo de Poisson não homogêneo com função intensidade A(t) = 
i=l 
E (N(t)) = - log .F(t) \/ t ~ O, onde F(t) tem taxa de falha r(t) . Seja V; a variável 

indicadora da falha do tipo II. Então, para a seqüência {Yi, i ~ 1} de variáveis aleatórias 

iid com função de distribuição G(t), o processo de contagem correspondente, {N11(t), t ~ 
N(t) 

O}, também é um processo de Poisson não homogêneo definido por Nu(t) = E I{½ = 
l=I 

l}, com função intensidade Au(t) = E(N11(t)) = -logG(t) = J;p(u)r(u)du \/ t;;:: O. 

Similarmente, o processo de contagem {N1(t) , t ~ O}, correspondente ao processo pontual 
N(t) 

dos tempos de reparo mínimo, com N1(t) = E/{½= O}, é um processo de Poisson não 
i=l 

homogêneo com função intensidade A1(t) = E (N1(t)) = J; q(u)r(u)du. 

3 Estrutura de custo 

3.1 Custo de manufatura devido ao burn-in 

O processo de burn-in inicia-se com uma unidade nova que é reparada minimamente nas 

falhas do tipo 1, até exceder o tempo b de burn-in. Se uma falha do tipo II ocorre, a unidade 

é substituída por uma nova. e o procedimento é reiniciado. Portanto, o processo termina 

quando nenhuma falha do tipo II é observada durante o intervalo fixo de burn-in (O, b). 
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A estrutura. de custo considerada. é a. proposta. por Sheu e Chien (2005), que é aditiva 

e inclui a.s seguintes quantidades: 

C0 Custo fixo de manufatura. por unidade 

C1 Custo fixo de burn-in por unida.de 

C2 Custo por unidade de tempo de burn-in, por unidade 

C3 Custo do reparo mínimo por falha. do tipo I durante o período de burn-in 

Assume-se que C0 + C, > C3. 

Seja TJ - 1 o número de substituições antes da. primeira. sobrevivência. ao processo de burn­

in de período b, sem experimentar falha do tipo II. Então, a. variável aleatória TJ tem 

distribuição geométrica. com probabilidade de sucesso G(b), 

P(TJ = k) = [G(b)Jk-i G(b), k;:: 1. (4) 

Considere a. seqüência. {Y;, i ;:: 1} de variáveis a.lea.tória.s iid com função de sobrevivência. 

ã(t) dada. em (1). Note que a. varía.vel aleatória. Y11 tem a. distribuição de YIY > b, ou seja., 

sua. função de distribuição é: 

{º· Gy.(t) = ã(b)_- G(t) 

G(b) 

se t ~ b, 

se t > b. 
(5) 

O custo de manufatura. por unida.de no processo de burn-in, sob o modelo gera.! de falha.­

reparo, é a. varia.vel a.leatória. v(b) dada. por: 

v(b) = ~ [co +C, + C2Y;+C31Y, q(u)r(u)du] + [co+C1 +C2b+C31h q(u)r(u)du]. 

(6) 

o 
Por convenção assume-se I:; = O quando T/ = 1. Como { TJ = k} <===> {Y; ~ b, i = 

i=l 

1, . . . , k - l, Yk ;:: b} , então {TJ = k} é independente de Yk+i, Yk+2, ••• , e a. variável TJ é 
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um tempo de parada com respeito à seqüência {Y;, i ~ 1 }. Logo, pela equação de Wald, o 

custo esperado de manufatura por unidade para produtos com tempo de burn-in b, é dado 

por: 

B(b) =E [v(b)] =E{~ [ C0 + C1 + C2Y; + C31Yi q(u)r(u)du]} 

+ [co +e,+ C2b+ C31b q(u)r(u)du] 

=E { t [co + C, + C2Y; + C31Y, q(u)r(u)du]} 

- E [co +C, +C2Y,, + C31y" q(u)r(u)du] 

+ [co +e,+ C2b + C31b q(u)r(u)du] 

=E (ri)· [c0 + Ci+ C2E{Y} + C3E {1y q(u)r(u)du}] 

+ [ C2b + C31b q(u)r(u)du - C2E{Y,,} - C3E {1y" q(u)r(u)du}] 

= [ªº + C, + C2 Jo"° ã(u)du + C3 Jo"° q(u)r(u)ã(u)du] 
G(b) 

_ [C2 Jt' ã(u)du + C:3 Jt' q(u)r(u)ã(u)du] 
G(b) 

Co + C, + C2 J: ê(u)du + C3 J: q(u)r(u)ã(u)du 
G(b) 

De (1), a densidade de Y é g(t) = p(t)r(t)ã(t), logo, 

1b q(u)r(u)ã(u)du = 1b r(u)ã(u)du -1b g(u)du 

= 1b r(u)ã(u)du + G(b) - 1 
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= 

Portanto, (7) pode-se escrever como, 

B(b) = (Co + C1 - C3) + C2 l0
6 
G(u)du + C31: r(u)G(u)du + C3G(b) 

G(b) . (8) 

Derivando (8) com respeito a b, obtemos 

, [C2 + C3r(b)] G(b) + [(Co + C1 - C3) + C2 l: G(u)du + C3 l: r(u)G(u)du] p(b)r(b) 
B (b) = G(b) . 

(9) 

Dos resultados anteriores é claro que B{O) = (C0 + Ci) e que B'(b) > O V b ~ O; Jogo, B(b) 

é uma função estritamente crescente em b. 

3.2 Custo de garantia sob a política FRW com renovação, para 

produtos com burn-in 

Sob a política FRW com renovação um produto com burn-in é fornecido ao consumidor 

com um período de garantia w. Se neste período o produto experimenta uma falha do tipo 

I é minimamente reparado e se experimenta urna falha do tipo II é substituído por outro 

com burn-in e a garantia é reiniciada. Tanto as substituições corno os reparos são realizados 

sem custo para o comprador. 

Usando argumentos similares aos da seção 3.1, obtemos o custo de garantia por unidade 

e seu valor esperado. Considere a variável aleatória Z = Y - blY > b, que representa o 

tempo de operação até a primeira falha do tipo II de um produto com burn-in. Então, a 

função de distribuição de Z é, 

G (t) = G(b) - G(b + t) V t > O 
b G(b) ' - . (10) 

Considere a seqüência de varíaveis aleatórias iid {Z;, i ~ l}. Seja ó - 1 o número de 

substituições de um produto com burn-in, antes de sobreviver ao período de garantia sem 

experimentar falha do tipo II. Então, a variável aleatória ó tem distribuição geométrica 
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com probabilidade de sucesso Gb(w). Seja C4 o valor adicional sobre o custo por unidade, 

por reparo mínimo ou por substituição, durante o período de garantia. Então a variável 

aleatória C(b, w), que corresponde ao custo de garantia segundo a política FRW com reno­

vação, é dada por, 

C(b, w) = ~ [(C3 + C4) fo21 

q(b + u)r(b + u)du + B(b) + C4] +(C3+C4) 1w q(b+u)r(b+u)du 

(11) 

onde, J; q(b+u)r(b+u)du representa o número esperado de reparos mínimos após o burn-in 

em [O, t]. Portanto, o custo esperado de garantia por unidade é 

E [C(b, w)] =E { t [(C3 + C4) fo2

' q(b + u)r(b + u)du + B(b) + C4]} 

+ (C3 + C4) 1w q(b + u)r(b + u)du 

- {C3 + C4)E {1z, q(b + u)r(b + u)du }- (B(b) + C4). {12) 

Onde Z6 = ZIZ > w tem a função de distribuição, 

ou, 

se t :S w, 

se t > w 

{
o, se t :5 w, 

Gz,(t)= G(b+w)-G(b+t) 
G(b+w) se t > w. 

Logo, (12) corresponde a, 

(13) 

(14) 

E (C(b )] = (C3 + C4) J0"' q(b + u)r(b + u)G(b_+ u)du + [G(b) - G(b + w)] (B(b) + C4) 
,w G(b+ w) . 

(15) 

Derivando (15) com respeito a w, para b fixo, obtemos 

8E[C(b,w)] 
8w = 

[(C3 + C4)q(b + w) + (B(b) + C4)p(b + w)) r(b + w) + E[C(b, w))p(b + w)r(b + w). (16) 
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Dos resultados anteriores é claro que V b ~ O, E (C(b, w )] é uma função positiva e crescente 

emw. 

4 Modelo de otimização 

Nosso objetivo é determinar o tempo de burn-in e o período de garantia ótimos, que mini­

mizem a função de custo de garantia esperado por unidade de tempo, ou seja, a função, 

K(b ) = E[C(b,w)] 
,w E[TO] (17) 

onde a variável TO é o tempo de operação sob garantia de um produto com burn-in. 

Analíticamente, temos que, 

6-1 6 

TO = L Z; + w = L Z; + w - z6 
i=l i=l 

com as variáveis fi, Z; e Z0 definidas em 3.2. Logo, o valor esperado de TO é, 

E[TO] = E{tz;} +w-E[Z6] 

Jt Õ(b+u)du 
- G(b+w) 

Portanto, combinando (15) e (19), em (17) temos, 

(18) 

(19) 

( ) 
_ (C3 + C4)J0"' q(b + u)r(b + u)ê(b + u)du + [ã(b) - ê(b + w)] (B(b) + C4) 

K~w- CG~+~~ 
(20) 

Sejam b" e w• o tempo ótimo de burn-in e o período ótimo de garantia, respectivamente, 

satisfazendo, 

K(b",w') = min K(b,w) 
b~0,w>0 

Como em Mi (1994), Cha (2001) e Cha (2003), para b fixado, procuramos w"(b), obtendo 

(b',w") = (b',w"(b')). 

9 



Sejam, 

A(b, w) = (C3 + e.) l" q(b + u)r(b+ u)G(b + u)du + [G(b) - G(b + w)] [B(b) + c◄J (21) 

e 

B(b, w) = l" G(b + u)du. 

Se 

A'(b,w) = 8A~~w), B'(w,b) = 8B~~w) 

são suas derivadas com respeito a w, por (20) temos 

K'(b w) = 8K(b, w) = B(b, w)A'(b, w) - A(b, w)B'(b, w) 
' 8w [B(b, w)]2 

De (21) e (22), obtemos, 

A'(b, w) = [(C3 + C4)q(b + w) + (B(b) + C4 )p(b + w)) r(b + w)G(b + w) 

e 

B'(b, w) = G(b + w). 

Portanto 

K'(b, w) = G(b + w) 
2 

x ,P(b, w) 
[t+w G(u)du] 

onde 

,t,(b, w) = B(b, w)r(b + w) [(C3 + C4)q(b + w) + (B(b) + C4)p(b + w)] - A(b, w) 

- (B(b) + C4) [(G(b) - G(b + w)) - p(b + w)r(b + w) 1"' Õ(b + u)du] . 

Contudo de (1) temos que, 

l" dG(b + u) = 1"' p(b + u)r(b + u)Õ(b + u)du == Õ(b) - G(b + w) . 
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Como q(b+w) = 1-p(b+w),e q(b+u) = 1-p(b+u) então 

VJ(b, w) = (C3 + C4) {1w [r(b + w) - r(b + u)) G(b + u)du} 

- (B(b} - C3) {1w [p(b + u)r(b + u) - p(b + w)r(b + w)J G(b + u)du} 

= (C3 + C4 ) {it,+w [r(b + w) - r(u)] ê(u)du} 

- (B(b) - C3) {it,+w [p(u)r(u) - p(b + w)r(b + w)J ê(u)du} . (24) 

De (23) e {24), podemos concluir que o sinal de K'(b, w) é igual ao sinal de VJ{b, w). assim, 

K'(b, w) = O <===> ,t,(b, w) = O {25) 

<===> (C3 + C4) {ll>+w (r(b + w) - r{u)) G(u)du} 

- (B(b) - Cs) {ll>+w [p(u)r(u) - p(b + w)r(b + w)) ê(u)du} = O. {26) 

Como a densidade de Y é p(t)r{t)G(t), a equação (20) é igual a, 

K(b w} = (C3 + C◄) Jtw r(u)G(u)du + [G(b) - G(b + w)] (B(b) - C3) 

' Jt'" G(u)du 

e portanto em {26) 

K'(b,w) = O 

1
1,+w ll>+w <===> (C3 + C4) b r(u)G(u)du + (B(b) - C3) b p(u}r(u)G(u)du 

l
t,+.., 

= [{C3 +e.)+ (B(b) - C3)p(b + w)) r(b + w) b G(u)du 

l
b+"' 

<===> (Cs + C4) b r(u}G(u)du + [G(b) - G(b + w)] (B(b) - C3) 

= ({C3 + C4) + (B(b) - C3)p(b + w)J r(b + w) 11,+u, G(u)du 

<===> K(b, w) = [(C3 + C4) + (B(b) - C3)p(b + w)) r(b + w). (27) 
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O processo de burn-in é efectivo só pare. e. classe de tempos de vide. que apresentam taxas 

de falha altas ao início do ciclo de vida, mas logo são decrescentes com o tempo. A classe 

de tempos de vida na forma de banheira. tem esta propriedade. No teorema 4.1 e. seguir, 

é provado que se a taxa de falha geral do produto r{t), e a probabilidade de falha do tipo 

li p(t), tem forma de banheira, o tempo ótimo de burn-in b• é inferior o igual ao máximo 

dos primeiros pontos de mudança das funções r(t) e p(t). Além disso, o teorema. fornece 

condições suficientes para un período ótimo de garantia w•, fuúto. 

Teorema 4.1. Suponha que as funções r(t), e p(t) E (O, 1), tem forma de banheira com 

pontos de mudança O $ u1 $ u2 < oo, e O $ s, $ s2 < oo, respectivamente, e que são 

diferenciáveis. Sejam t, = max{u,, s1} e t2 = min{u2, s2}, e suponha, t, $ t2 , Então, 

ii. Se b $ t1, e 

[(C3 + C4 ) + (B(b) - C3)p(oo)) x r(oo) ["' Õ(u)du 

> (C3 + C◄) ['° r(u)G(u)du + (B(b) - C3)G(b) 

então, wº(b} = inf{w >O : b + w > t2, 1/J(b, w);:: O} < oo; se 

[(C3 + C◄) + (B(b) - C3)p(oo)] x r(oo) [,o Õ(u)du 

$ (C3 + C4) ["' r(u)G(u)du + (B(b) - C3)G(b) 

então wº(b) = +oo. 

iii. Se b $ t1, r(O) < r(oo) e p(O)r(O) < p(oo)r (oo), então wº(b) = inf{w >O: b + w > 

½, 1/J(b,w);:: O}< oo. 

min K(b, w) = min K(b, wº(b)) 
b?0,w>0 05b5t, 
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Prova. Como r(t) tem fonna de banheira com pontos de mudança O $ ui $ tl2 < oo, 

então, 

{

estritamente decrescente, se O $ t $ ui 

r(t) é r > O, uma constante, se ui $ t $ tl2 

estritamente crescente, se t ~ u2 

Similarmente, para p(t) temos que, 

{

estritamente decrescente, se O$ t $ si 

p(t) é p E (O, 1), uma constante, se si S t S s2 

estritamente crescente, se t ~ s2 

{

decrescente, se O S t S ti 

p(t)r(t) é p . r > O, uma constante, se ti S t $ ½ 

crescente, se t ~ t2 

portanto, considerando (24), temos o seguintes casos: 

i. b > t1: Neste caso temos que: 

{ 
= O, se b + w $ t2 

1/.>(b,w)é 
> O, se b + w > t2 

e a condição para 1/.>(b, w) = O é satisfeita para qualquer w > O tal que ti < b < b + w S t2 , 

ou seja, w•(b) = {w >O: b+w $ t2}, 

ii. b $ ti : Neste caso temos que: 

(a) Se b + w $ ti => b < b + w S ti => V u E [b, b + w), r(u) > r(b + w) e 

p(u)r(u) > p(b + w)r(b + w), logo 1/.>(b, w) < O. 

(b) Se ti < b + w $ t2 =? V u E [b,b+ w], r(u) ~ r(b + w) e p(u)r(u) ~ p(b + w)r(b+ w), 
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logo 'f/;(b, w) < O. 

Por (a) e (b), temos que para b $ t1, e b + w $ t2, ,t,(b, w) < O. 

(c) Se b + w > t2 , é preciso ter alguma condicão adicional para determinar se existe w > O 

tal que 'f/;(b, w) 2:: O. Para isto consideramos o seguinte: Sejam o(b, w) e ,(b, w), as funções 

definidas por, 

i
b+w 

o(b, w) = [(C3 + C◄) + (B(b) - C3)p(b + w)) r(b + w) b G(u)du 

i

b+w ib+w 
1 (b, w) = (C3 + C4) b r(u)G(u)du + (B(b) - C3) b p(u)r(u)Gdu 

De (b), 'f/;(b, w) < O para b $ t1, e b + w $ t2 , então, como 'f/;(b, w) = a,(b, w) - 1 (b, w), o 

anterior implica que para b $ t1, e b+w $ t2, a,(b,w) < ,(b,w). Temos também que, 

e para b + w > t2, pela forma de banheira das funções r(·) e p(·)r(·) temos que, 

8o(b w) G(b + w) { a' = b+w - o(b, w) + [(G'3 + C4) + (B(b) - C3)p(b + w)] r'(b + w) 
w Jb G(u)du 

}ib+w 

+(B(b) - C3)p'(b + w)r(b + w) b G(u)du 

> o. 

Logo, o(b, w) e -y(b, w), são funções continuas estritamente crescentes para V b + w > t2 , 

assim, se o(b, oo) > -y(b, oo) ==> 3 t2 < b + w < oo : o(b, w) 2:: 1(b, w) e portanto 

w"(b)=inf{w>O : b+w>t2, tJ,,(b,w)2::0}<oo. Como 

o(b, oo) = [(C3 + C4) + (B(b) - Ca)p(oo)] x r(oo) ['° G(u)du 

e 
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a condição em íi é satisfeita. No caso em que a(b, oo) $ -y(b, oo) ~ ~ ½ < b + w < oo: 

a(b, w) ~ -y(b, w), e assim w•(b) = +oo. 

iii. Seja b $ t 1, r(O) < r(oo) e p(O)r(O) < p(oo)r(oo). Observe que pela forma de 

banheira, r(b) < r(O) e p(b)r(b) < p(O)r(O). Como as funções r(·) e p(·)r(·) são estritar 

mente crescentes para. t > t2 , logo sob estas condições, para b + w > t2 , 3 w > O, tal que 

V u E [b, b + wJ, r(u) $ r(b + w) e p(u)r(u) $ p(b + w)r(b + w). Logo 

1
b+w 1b+w 

b r(u)G(u)du $ r(b + w) b G(u)du 

e 

1b+w p(u)r(u)Õ(u)du $ p(b + w)r(b + w) 11>+"' G(u)du. 

Como conseqüência, para tal w > O, 'l/l(b, w) ~ O e então, 

wº(b) = inf {w >O: b + w > t2, 'l/l(b, w) ~ O} < oo. 

iv. Seja wº(b) o w > O tal que 'l/l(b, w) = O, então, por (27) temos que, 

Em adição, min K(b, w) = K(bº, w•(b•)) = min K(b, wº(b)). 
b~O,w>O b~O 

Então se b > t 1, por i. a condição em (28), corresponde a 

No entanto, como B(b) é contínua e estritamente crescente em b, o mínimo de K(b, w•(b)) 

é atingido em b = t 1 e assim, bº não está definido. Pelo contrario, se O $ b $ ti, a condição 

em (28) corresponde a 
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Portanto, min K(b,w) = K(b",w"(bº)) = min K(b,w"(b)), e assim, b" $ ti e 
b,?:0,w>O 0$b$t, 

min K(b, w) = min K(b, w"(b)) 
h;?O,w>O 0$b$t, 

= min ((G3 + G4) + (B(b) - C3)p(b + w"(b))] x r(b + w"(b)) . 
O$b$t1 

• 
O teorema 4.2 a seguir, considera o caso especial no qual a taxa de falha geral do 

produto tem a forma de banheira mas a taxa de falha do tipo II é decrescente, e prova 

que neste caso o tempo ótimo de burn-in é finito mas não é necessariamente menor que 

o primeiro ponto de mudança da função r(t) . Uma condição suficiente para um período 

ótimo de garantia finito é obtida. 

Teorema 4.2. Seja r(t) contínua e diferenciável, com forma de banheira e com pontos 

de mudança em O $ u1 $ u2 < oo, e p(t) E (O, 1), uma função decrescente V t ~ O, tal 

que p(t)r(t) é também decrescente V t ~ O. Suponha também que fo"" r(u)Õ(u)du < oo, e 

µ = Jo"" G(u)du < oo. Então, 

i. b" < +oo 

ii. V b ~ O, se 

((G3 + G4) + (B(b) - G3)p(oo)] x r(oo) 100 

Õ(u)du 

> (G3 + G4) 100 

r(u)Õ(u)du + (B(b) - C3)Õ(b), 

então, w"(b) = inf{w >O : b + w > t.12, t/i(b, w) ~ O} < oo; se 

((G3 + G4} + (B(b) - G3}p(oo)] x r(oo) ["' Õ(u)du 

$ (G3 + G4) ["' r(u)Õ(u)du + (B(b) - G3)Õ(b), 

então w"(b) = +oo. 
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iii. Sob ii. (b", w•) é tal que, 

min K(b, w) = min K(b, w"(b)) 
b<:O,w>O b<:O 

= min ((C3 + C4) + (B(b) - C3)p(b + w"(b))I x r(b + w"(b)). b<:O 

Prova. i. Para provar que b" < oo, é suficiente mostrar que K(oo, w) = +oo, 'v' w > O. 

Então, com w > O fixo, calculamos lim K(b, w), com O· oo = O: 
b-+oo 

lim K(b,w) = 
b-+oo 

. (C3 + C4) J:+w r(u)G(u)du + [ã(b) - G(b + w)] (B(b) - C3) hm -----'--=------,--_,_ ____ ~..__ ___ = 
b-+oo J:+"' G(u)du 

. (C3 + C4) J:+"' r(u)G(u)du 
1
. [ê(b) - G(b + w)] (B(b) - C3) 

hm ------:--:---------- + 1m ~---,-,--~----
b- +00 J:+w G(u)du b-+oo Jt"' G(u)du 

Note que: 

1. 'v'b~O 
[G(b) - ê(b + w)] (B(b) - C3) > O 

J:+"'ã(u)du -

2. Pela monotonicidade e continuidade da função r(t), para b suficientemente grande, 

temos que 'v' u E [b, b + w), r(u) ~ r(b), logo 

1
. (C3 + C4) t+w r(u)G(u)du (C3 + C4)r{b) Íi,b+w ê(u)du 
1m ---~-----> _ 

b-+00 J:+w G(u)du J:+"' G(u)du 

Portanto, lim I<(b, w) = +oo. Logo b" < +oo. 
b-+oo 

ii. Sejam 11(b, w) e Ç(b, w) como segue: 

rb+w 
11(b, w) = (C3 + C4) Jb [r(b + w) - r(u)) G(u)du 

l
b+w 

Ç(b, w) = (B(b) - C3) b [p(u)r(u) - p(b + w)r(b + w)) ê(u)du 
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Portanto, ,t,(b, w) = 77(b, w) - ((b, w), com 

8 (b w) 1b+"' T/a~ = (C3 + C4)r'(b + w) b Ô(u)du (29) 

e 

8((b w) 1b+"' 
~ = -(B(b) - C3) • [p'(b + w)r(b + w) + p(b + w)r'(b + w)J b Ô(u)du 

= (B(b) - Ca) · {- B(p(t(t))I } X 1b+w Ô(u)du > O, V w > O. (30) 
t t=b+w b 

Considere os seguintes casos: 

(a) b > u1: Como r(t) tem forma de banheira com pontos de mudança O :5 u1 :5 u2 < oo e 

por hipótese, p(t)r(t) é decrecente V t ?: O, então, 

1. Se b+w :5 u2 =? ui < b < b+w :5 u2, portanto V u E [b, b+w), r(u) = r(b+w) = r, 

e 77(b, w) = O. Como ((b, w) > O, temos ,t,(b, w) < O. 

2. Se b+w > u2, Vu E [b,b+w), r(u) :5 r(b+w}, então 77(b,w) > O e por (29), também 

é crescente. ((b, w) > O e por (30), crescente. 

O anterior implica que para b > u 1, b + wº(b) > u2 . Então, como 77(b1 w) e ({b, w) siio 

crescentes em b + w > u2, neste intervalo estas funções se cruzam ou não. 77(b, oo) > 

({b, oo) garante que existe w > O tal que para b + w > u2, 77(b, w) ?: ((b, w), ou seja, que 

wº(b) = inf{w >O: b + w > u2, ,t,(b, w) ?: O} < oo. Sob a condição dada no item ii. do 

teorema, temos, 
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Como G(b) = 1® p(u)r(u)G(u)du, então 

(C3 + C4) 1® (r(oo) - r(u)) G(u)du 

> (B(b)- C3) ['° [p(u)r(u)-p(oo)r(oo))G(u)du 

logo, 

71(b,oo) > ((b,oo) 

assim, obtemos a conclusão dada em ii. para b > u1• 

(b) b S u1: Observamos que 

1. Pela forma banheira de r(t), e por (29), 17(b, w) é decrescente e negativa para b+w S 

u2, enquanto por (30) e p(t)r(t) decrecente, Ç(b, w) é crescente e positiva. Logo, 

1/l(b, w) < O, 'v' b + w S 1'2· 

2. Se b + w > u2, por (29), 71(b, w) é crescente, logo para algum b + w > 1'2, 17(b, w) > O. 

Neste mesmo intervalo ((b, w) é crescente e positiva. 

Então, temos que para b S u1, b + w > 'tt7, as funções 71(b, w), e Ç(b, w), se cruzam ou não. 

Usando a mesma análise feita em (a), a conclusão dada em ii é verdadeira. para b S u1• 

Por (a) e (b), fica provado o item ii. do teorema, para b 2: O. 

iii. Sob ii., para. cada b 2: O, w• é o w > O tal que 1/i(b, w) = O, então, como em (28), 

K(b,w"(b)) = [(C3 + C4) + (B(b)-Ca)p(b+w•(b))] x r(b+ w·(b)) 

e min K(b,w) = K(b•,w•(b•)) = minK(b,w•(b)), portanto, 
b~O,w>O b~O 

min K(b,w) = minK(b,w•(b)) 
b~O,w>O b~O 

= min [(Ca + C4) + (B(b) - C3 )p(b + w•(b))] x r(b + w•(b)) 
b~O 
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