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Simetria

Prof. Antonio Conde

Desde que o espago e o movimento sdo de grande importédncia a todos os
animais e todos os povos primitivos, provavelmente esta atra¢io tenha raizes
evolucionarias profundas.

E curioso que quase todos os aspectos da geometria relevantes ao homem
(mulher) comum s@o ignorados pelo sistema educacional. A Geometria tem
sido (ou melhor foi) eliminada de todos os niveis de ensino, inclusive o su-
perior. O pouco que permanece é raramente de qualquer utilidade a aqueles
que gqueiram aplicar idéias geométricas em suas atividades como engenheiros,
cientistas, arquitetos, artistas e semelhantes. Existem duas causas para tal es-
tado das coisas. Primeiramente a geometria tem sido usada apenas como um
veiculo para se ensinar o raciocinio légico dedutivo (existem veiculos melhores
para isso) sem preocupagdo com o conteido geométrico e suas interligagoes
em outras 4reas da matematica. Em segundo lugar, ao nivel de pesquisa a
geometria tornou-se como que um ramo especializado da Analise ou Algebra.
Exagerando-se assim a sua interligagao com outras areas.

H4 aquela pessoa a quem fol perguntada o que é geometria? e cuja resposta
foi:

E aquela drea da matematica em que se faz demonstragao. Isto ilustra



muito bem ao que nos referimos como primeiro caso (na realidade o primeiro
dos dois males acima.

Ao ser perguntada o que é geometria?, ela respondia a outra pergunta.

Qual € 0 modus vivendi da matemdtica?
ou mais amplamente

O que € ciéncia ?

Em cada dos dois casos acima, o apelo visual da geometria fica completa-
mente submerso abaixo das tecnicalidades e abstracoes.

H3a sempre uma dose de tecnicalidade e abstragdo em qualquer atividade
matematica. O problema estd em dosar tais aspectos de modo a nao deixar
submergir o conteido sendo analisado.

Acredito que cada um de ndés tem deplorado este estado de coisas, mas
quase nada tem sido feito para se altera-lo.

Neste nosso trabalho espero estar apresentando alguma coisa nova para
alguns, e que venha.estimular o ensino de geometria em seus lados visuais e
sensitivos.

Sob o titulo de simetria se enquadram muitas coisas. A simetria estd pre-
sente na natureza, na fisica e tem seu estudo e ambiente naturais na ma-
tematica. Ela aparece de maneira dbvia em certos lugares e menos o6bvios

em outros.



Preliminar

A Simetria Bilateral

N
N

Fig. 1

H4 uma reta (eixo) de simetria. O que se passa de um lado da reta se repete
do outro lado. A idéia é a da imagem especular, da imagem no espelho.

Abordamos tal simetria bilateral, definindo uma transformagao, neste caso,
no plano P da figura.

R:P—P

a que a cada ponto p do plano faz corresponder um ponto p’, deste mesmo



plano, no semiplano onde p nao estd, com a propriedade de que p’ estd na reta
passando por p e perpendicular a reta de simetria r e mais que p e p’ estejam

a mesma distancia da reta r

V44

Fig. 2

e o que chamamos de reflexao de eixo r.

R determina assim uma transformag¢ao do plano todo P no plano todo P.
Se aplicarmos R duas vezes, isto é p’ = R(p) e p” = R(p’). Vemos que p” = p,
isto é compondo R consigo mesma duas vezes obtemos RR(p) = p para todo
ponto p do plano.

1:P—-P

tal que I(p) = p para cada p de P é chamada de identidade (ela nao faz nada)

ela deixa o plano parado ponto a ponto.



Para cada reta r de P temos definida uma reflezdoem r, R: P — P.

Agora podemos dizer quando é que uma figura F' (um subconjunto) do
plano tem simetria bilateral.

F tem simetria bilateral, segundo a reta ou eizo r, se a reflexio R, deter-
minada por r leva F em F. Pomos R(F) = F.

Observe que embora a transforma¢ao R "mova” os pontos do plano, a figura
F permanece nela mesmo, isto é, se p esta em F entdo p’ = R(p) estd em F,
qualquer que seja p de F.

Uma figura F' pode ter simetria bilateral segundo uma reta r e nenhuma

outra simetria como € o caso do triangulo isésceles e nao equilatero.

Fig. 3



ou F pode ter mais simetrias, vejamos o caso de F ser um tridngulo equilatero.

Fig. 4

O tridngulo equilatero exibe trés eixos de simetria bilateral, mas ainda temos
mais simetrias de natureza diferente da reflexdo; trata-se da rotagdo p de dngulo

2% ou 360°/3 = 120° e de centro 0, isto &,

p:P—P

p—plp)=p

e move todo o plano rigidamente girando cada ponto de um certo angulo com



centro de rotagdo em 0.
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Fig. 5

Ao aplicarmos a rotagio p de angulo 120° e centro em 0 ao tridngulo
equilatero F', sobrepomos F a F mesma, ou seja, se p estd em F' , p(p) = p’
também estd, logo esta rotagio p representa mais uma simetria da figura F.

Se aplicarmos p duas vezes, isto é, pp = p* teremos uma rotagao de centro
0 e angulo 240° que também leva F em F e dai mais uma simetria da figura
F. Se continuarmos compondo com p teremos que sera a rotagao de centro 0 e

angulo 360° o que é o mesmo que a identidade p3(p) = p para todo p.
pP=1

Assim temos para o conjunto de simetria do tridngulo equilatero o nimero



de seis

S(F) = {nr R11R27R3)p7p2}

onde R; é a reflexao de eixo r;.

(ver Fig. 4)

Se nossa figura fosse o tridngulo isdsceles ndo equildtero, o nimero de sime-

trias seria de apenas dois

S(F) = {1, R}

(ver Fig. 3)

Uma vez que podemos compor duas transformagdes do plano, obtendo uma

terceira, podemos construir uma tabela para a composi¢ao semelhante a tabu-

ada que conhecemos entre os niimeros.

F = triangulo isdsceles

1|R

1]1{R

1

F = triangulo equilatero

1 |R|R|Rs| p | P
1 |1 |R |R|Rs| p|r?®
Ri|R | 1] p? Ry | Ry
Ry |Ry|p?| 1 | p |Rs|R:
Rs|Rs| p |P*| 1 |Ri|R:
o |Rs|Ri|Ra|p? | L
PPlpP|Re|Rs|Ri |1 |p

R =R
R' = R
p—l = 2
)t =



Fazendo uma analogia com a operag¢ao de multiplicagdo numeérica, temos os
conjuntos com operagdes (de composi¢do) que assemelham com a multiplicagio.

O nimero 1 quando multiplicado por qualquer outro z nao o altera
lz=zl=z2z

Por isso o chamamos de elemento neutro da multiplicagdo. Nas tabelas
acima, a transformacio identidade 1 tem esta propriedade e a chamamos
também de elemento neutro para a composi¢ao de transformacdes.

A multiplicagio numérica é associativa e a composigdo de transformagdes

anteriores também é
z(yz) = (zy)z

. - . - 1 ~
Nimeros nao nulos z # 0 tem seu inverso ™' = —~. As transformagdes

z
do plano também tem inverso, isto é para cada ¢ existe uma o~! tal que
coo~l=1.

Em matematica, quando temos um conjunto C e uma operagao para cada
dois elementos de C' com as trés seguintes propriedades, denominamo-lo de
Grupo.

1) (zy)z = z(yz), associatividade

2) existe elemento neutro e tal que ex =ze ==z

3) Para cada z existe um elemento inverso z~! tal que z.z7 ! ==z



Dizemos assim que o grupo de simetria de um tridngulo isdsceles (e nao
equildtero) T ¢é

S(T) = {1, R}

e o grupo de simetria de um tridngulo equilatero
S(H) = {nyRI)sz R3>p)p2}

com as respectivas tabelas de multiplicagdo (composig¢do).

Vocés ja podem imaginar que cada poligono regular K de n lados (ou n
vértices) tera um grupo de simetria S(K) com 2n elementos.

Deixaremos o quadrado D para que o leitor determine cada simetria e exa-
minaremos do pentagono P. / 3

\?
s / T
AN




s(P) = {1, Ry, Rz, R3, R4, Rs, p, p%, p°, p*} onde p é a rotagao de centro 0 e

angulo 2—;’- ou % =T72°.

De um modo absolutamente geral, dada uma figura F' qualquer, isto é,
um subconjunto qualquer F', do plano P, podemos selecionar todas as trans-
formagoes (movimento rigidos) do plano que deixam F invariante isto é, aqueles

movimentos rigidos

T:-P—P

com a propriedade de que p estd em F entdo p’ = T(p) também estd em F.

Tal conjunto de transformag¢do denotamos também por
S(F)

este conjunto com a composi¢iao das transformagdes tem as trés propriedades
de grupos. Este é o grupo de simetrias de F.

Quando este grupo ¢ finito (tem um nimero finito de elementos) chamamos
a figura F' de uma rosdcea.

Um tipo de simetria que ainda ndo examinamos é a de translagdo. O mo-
vimento rigido a que chamamos de translacao fica determinado por trés itens
que sao

1) dire¢do, dada por uma reta r

2) o sentido, orientando-se a reta r

3) o comprimento do deslocamento

11



Estes trés itens estdo simultaneamente presentes no que chamamos de seg-
mento orientado que representa também o que chamamos de vetor. Uma
translacao fica determinada e determina um vetor.

A figura F abaixo se imaginada repetida ao infinito nas duas dire¢des

admite como uma simetria a translacao dada pelo vetor v

LSS ST

Fig. 7

Se a translacao dada por v ¢é denotada por ¢ e suas compostas por t”,

vemos que para i # j
t £

isso produz uma infinidade de simetrias da figura F' acima. Os frisos ornamen-
tais que aparecem com frequéncia na decora¢ao de paredes em tetos de edificios
representam trechos de figuras que admitem simetria de translagao. Os grupos
de simetrias de figuras que admitem translagdes (numa tnica diregdo) sdo cha-
mados de grupos de frisos. Se a figura plana admite simetria de translagao em
mais de uma diregdo o seu grupo de simetria é chamado de grupo de painel. E

o que acontece com os paineis de decora¢do onde ha elementos de repetigao.

12



(papel de parede).

Uma figura F como abaixo, s6 admite a identidade como simetria, dizemos

que tal F nao tem simetria (rigida!)

Fig. 8

Uma figura pode admitir simetria n3o rigida como, por exemplo a figura

abaixo estendida ao infinito

Fig. 9

13



Esta figura nao tem simetria rigida mas ¢ invariante por uma transformagao
a que chamamos de homotetia, que muda os comprimentos a partir de 0 por

uma mesma razdo
H:P — P
p — H(pp)=p
OP' =20P 0Q' =20Q.
Esta é uma simetria ndo rigida mas é uma transforma¢go do plano de F

que deixa F invariante.

A simetria pode aparecer também em situacsGes aparentemente nao geomeétricas.

Por exemplo a expressao algébrica.
flzy)=2*+y°
nao muda quando trocamos entre si £ e y.
f(=,9) = f(y, z)
Aqui transformacgao envolvida é a permutagao

Ty
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Tomemos

f(z1,22,23) = 2123 + T123 + 223

novamente, qualquer permutagao realizada entre os zs

Z; — Zg,

f(zo‘l yZog, zds) = f(xly Za, 33)

O polindémio acima nas varidveis z;,%s,Z3, tem para grupo de simetria

todos as permutagGes dos indices das variaveis xis.

Surpreendentemente, a nogio de grupo e o inicio de sua teoria foi encontrada

nao nas figuras geométricas mas sim no estudo das equagdes algébricas

f(z)=0

onde f é um polinémio na varidvel z. Isso aconteceu na primeira metade do

século passado.

O corpo humano, em seu exterior como os de muitos outros animais exibe
simetria bilateral (espacial). Ao invés de reta de simetria temos aqui um plano

de simetria.

15



Fig. 10

Definimos a reflexao no espago analogamente a do plano. Fixado um plano
II no espago E, a reflexado R determinada por II, é a transformagao

(rigida) R que

R:E—-E

p— R(p)=p'

tal que p’ estd na reta por p, perpendicular a II, p’ no semi espago em que

nioestda p e pep equidistante de II. Dado p no espago E existe um

16



tinico p' com a propriedade acima e que definimos como R(p) =p'.

/p\

Fig. 11

Se uma figura F do espago E ¢é invariante por numa tal reflexdo dizemos
que ela admite simetria bilateral segundo plano II. Como vemos, o corpo
humano (seu exterior) admite simetria bilateral (embora nao perfeita). Temos
a nogao de esquerda e direita. A simetria de reflexdo leva uma na outra.
Se olharmos num espelho teremos direita esquerda invertidas. Se vocé olhar
numa ambulancia de frente verd a palavra ambulancia invertida que é para
ser lida quando vista no espelho retrovisor do carro que vai a sua frente.
Ernst Mach (assim como muito outros) ficou intrigado, chocado intelectual-

mente,ainda quando jovem, com o resultado do experimento com uma agulha

17



magnética (bissola) que deflete (muda de diregio) para a esquerda ou para
direita, quando suspensa paralelamente a um fio por onde passa uma corrente

elétrica num sentido fixo, como na figura abaixo:

Como o aspecto puramente geométrico do experimento indica que ha sime-
tria em relagio ao plano E onde estdo a agulha e o fio, esperar-se-ia que a
agulha nao deveria ter preferéncia para refletir quer 4 direita quer a esquerda.
Mas ela deflete...

As aparéncias sio, s vezes, decepcionantes. Na realidade o efeito da re-

18



flexdo espacial em E, embora nao mude o sentido da corrente, troca os polos
magnéticos. O magnetismo da agulha tem sua origem em correntes elétricas
moleculares que circundam (espiralam) a agulha. A reflexao inverte os sentidos
de tais correntes.

As leis da fisica sdo expressas em fun¢ao de

Espac¢o

Tempo

Carga elétrica
e sempre envolvem um referencial, isto é, trés eixos espaciais, para a localizagao
dos pontos do espago e um eixo temporal, tempo medido, a partir de um certo
instante (zero) com contagem positiva no sentido do futuro. Ha também a
fixacdo do que se considera carga elétrica positiva ou negativa e neutra (nula).
As leis fisicas vem normalmente expressas por uma equac¢do em linguagem

matematica digamos
f(xlyx% z3,1, q) =0

onde os z)s sdo as coordenadas espaciais, t é o tempo e ¢ a carga elétrica.
Estamos aqui super simplificando as equagdes para fins didaticos.

Uma questdo muito importante e natural é a seguinte: O que acontece com
as equagodes da fisica, quando operamos transformagoes nestes referenciais, ou

seja, quando trocamos estes referenciais? Por exemplo se trocarmos a coor-

19



denada t por —t ou se trocarmos os sinais das cargas envolvidas ¢ por
—q. Igualmente se operarmos transformagdes nas coordenas espaciais z;, por
exemplo por uma reflexdo espacial segundo um plano genérico P. Os fisicos

tem as ciglas CPT

C para reversao da carga (charge reversal)
P para mudanga espacial de paridade (parity)

T reversao temporal (time reversal)

Até antes de 1960, tudo o que se tinha (leis, equagdes, fenomenos) eram
invariantes por cada mudanga isolada de C' e Rem T, isto é, se trocéssemos
os sinais das cargas elétricas as equagdes ficam invariantes, o mesmo se trans-
formdssemos as coordenadas espaciais por uma reflexdo ou ainda trocassemos
a direcao do tempo. Nos anos 60 Yang e Wu descobriram o neutrino e que o
mesmo produzia o fenomeno de helicidade ao se mover (algo como uma rosca

ou parafuso)

EZERN /\\//’\ .

Fig. 13
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e essa descoberta veio mostrar que a reflexio espacial pode ndo deixar invariante
as leis fisicas, ja que a reflexdo segundo um plano, no espago reverte o sentido
da hélice em torno do movimento do neutrino e este nao existe. O neutrino
aparece no chamado decaimento 3. A revergdo temporal ainda permanece
como simetria, ndo se conseguiu ainda uma descoberta que disprove isso. O
que se sabe porem é que a transformag¢do simultanea CPT é simetria das
leis fisicas, isto é, se numa equagao (ou lei) da fisica mudarmos as coordenadas
espaciais por uma reflexdo num plano, trocarmos ¢ por —t e ¢ por —gq,

estas trés alteracGes deixam a equagdo nela mesma (invariante).
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