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Resumo

O Valor em Risco (VaR) é uma medida de risco muito utilizada para gerenciamento e controle
de risco de mercado. A mensuracdao pode ser feita por varios métodos como a abordagem
economeétrica e a Teoria dos Valores Extremos (TVE). Porém, esses métodos apresentam algumas
fragilidades, como por exemplo a suposicédo inadequada da distribuicdo dos erros, resultando em
medidas imprecisas. Sendo assim, neste artigo sdo apresentados, discutidos e comparados os
modelos de Valor em Risco Autorregressivo Condicional (CAViaR) e os modelos de Expectil
Autorregressivo Condicional (CARE). Os modelos foram ajustados para a mensuracao do Valor em
Risco (VaR) e Expected Shortfall (ES) feitos para a série do IBOVESPA.
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1. Introducao

No mercado financeiro, existem trés tipos de risco aos quais as empresas estao
expostas: operacional, estratégico e financeiro. Este dltimo pode ainda ser subdividido
em: operacional, de crédito, de liquidez, legal e de mercado.

O artigo apresenta somente medidas de riscos financeiros de mercado, que estao
associadas as possiveis perdas ou ganhos potenciais de investimentos (posicées
financeiras) de acordo com o comportamento do mercado.

Os investimentos citados sao referéncias feitas as posicoes financeiras definidas
como vendidas ou compradas.

Na secdo 2 sdo detalhados e apresentados os modelos de Valor em Risco
Autorregressivo Condicional (CAViaR) propostos por Engle e Manganelli (2004), que ao
invés de modelar toda a distribuicdo dos retornos, modela diretamente seus quantis. Os
modelos Expectil Autorregressivo Condicional (CARE), propostos por Taylor (2008), que
também sao utilizados para a estimacao do VaR, podem ser vistos na secao 3. Esta secéo
também mostra as novas especificacées que visam discutir melhor as propriedades dos
modelos CARE, que foram propostas por Kuan, Yeh e Hsu (2009). Na secao 4 é mostrado
o Expected Shortfall (ES), uma medida de risco coerente que apresenta informacdes sobre
os retornos que estdo acima ou abaixo do VaR. Na secdo 5 sao feitas aplicacOes a série
de indices da Bolsa de Valores de Sdo Paulo (IBOVESPA), considerando todos os métodos

descritos para a mensuracao do VaR e do ES.

2. CAViaR - Valor em Risco Autorregressivo Condicional

Séries de retornos financeiros muitas vezes apresentam autocorrelacao, logo o Valor
em Risco (VaR) pode apresentar um comportamento semelhante. Assim, com uma
estrutura similar aos modelos GARCH (Generalized auto-regressive conditional
heteroscedasticity), os modelos de Valor em Risco Autorregressivo Condicional (CAViaR),

através de termos autorregressivos, incorporam as autorrelacdes do VaR ao modelo.

48 R.Bras.Estat., Rio de Janeiro, v. 75, n. 240, p.47-88, jan./dez. 2014



De acordo com Kuan, Yeh e Hsu (2009), a ideia basica e modelar o 6 — quantil

condicional Qg (rt|xt)=VaRt(0) como uma funcdo g(.) das informacdes x; O F{_4

(informacdes até o instante (t - 1)), e do vetor de parametros [, ou se€ja,

var ()= g, (x.8,).

em que rt,{t 1. ,T} , sdo os log-retornos, 8 a probabilidade associada ao VaRe [ e

o vetor de parametros dependente de 4

Os modelos CAViaR possuem especificacoes distintas, que sao utilizadas de acordo
com o comportamento dos retornos. Esses modelos nao fazem suposicoes sobre a
distribuicao dos retornos.

Uma forma mais geral da especificacdao do modelo é:

p
VaR (8)= Bo+ ¥ BVaR(_; (0)+ a(Bpi1r Bprq Fio1)
i=1

Por simplicidade, assim como nos modelos GARCH, a especificacdo mais utilizada e

a de ordem 1:
VaR(0)= Bo+ BiVaR 1 (6)+ g (B2 .1 -1,VaR _1 (6)),

em que g(.,.,)é a funcéo de ligacédo entre VaR_l(G) e lt—1, que mede o quanto o VaR

pode variar no tempo baseado em novas informacdes dos log-retornos, como as curvas
de impacto dos modelos GARCH, com parametros apresentando valores entre

(-1, 1).

A seguir sdo apresentadas algumas formulacdes especificas:
2.1 Especificacoes do Modelo
¢ Valor Absoluto Simétrico:

VaR(6)= 4 + BVaR_,(6) + Bs| i | (1)
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* Inclinacdao Assimétrica:
VaR (6)= By + BVaR 4 () + Bar, ) (i1 > 0) + Bariql (11 <0), (2)

em que I() representa uma funcao indicadora.

GARCH (1,1) Indireto:

1
VaR (6)= (B, + BVaR (6) + Bari1) 2 (3)
¢ Adaptativo:
VaR (6)=VaR _(6) + A1 [1+ explk (s -VaR 1 (6)] ] - o} (@)
e Adaptativo Simétrico Proporcional:
VaR(@) :VaR_l(H) +4 ma){ O,‘rt_1|—VaR_1(6?)} —- B2 min{O, |rt—1|_VaR-1(‘9)} . (5)
¢ Valor Absoluto Assimétrico:
VaR(6)= 5+ BVaR 4 (6)+ Baliis = | (6)

* AR(1)-GARCH (1,1) indireto:

Pensando em um modelo que possa capturar a autocorrelacao da média condicional
da série de retornos, Kuester, Mittnik e Paolella (2006) estenderam a estrutura do modelo

GARCH Indireto, propondo:

1
= (7)
VaR (6)=ar4 + [,31 + By (VaR 4 (6) - ar—2)? + Ba(rs - Wt—z)Z] 2.
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2.2 Estimacdo do Modelo

Introduzida por Koenker e Bassett (1978), a técnica de Regressado Quantilica permite
caracterizar toda a distribuicao condicional de uma variadvel resposta a partir de um
conjunto de regressores.

Seja a v.a. Y com funcao de distribuicdo F (y)em que para algum 0< 4 <1,
F1)=inf {yoD:F(y)= 6} (8)

é chamado & - ésimo quantil de Y.

Agora considere um simples problema de teoria da decisdo com a funcado de perda

convexa descrita como a seguinte funcao linear:

_ U(e_l),se u<0 (9)
pg(u)_{ue,se u>0 ,

emque u=(Y -b)éodesvio, bO DO .

Fixando um valor 8, é possivel calcular a média da funcéo e perda como sendo
b +
E = {po(u)} = E{ooly b= (0-2)[__(y-Db)dF (y)+ 6 {y-b)dF (v).

Com o objetivo de encontrar o menor desvio, calcula-se o valor de b que minimiza a

média da funcdo de perda, dada em (9), ou seja, basta diferenciar E{ps(Y - b)} com

relacdo a b e igualar a zero, assim:
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@-0)" dF (y)-6]" dF (y)=0= F(b)-6=0= F(b)=6.

Desde que F seja mondétona, algum elemento de{yD Oo:F (y)= 0} minimiza a

perda esperada. Quando a solucédo € Unica,

b=F o) (10)

caso contrario, tem-se um intervalo para b, no qual o menor elemento deve ser escolhido.

Note que por (8) e (10), a divisdo da amostra em quantis pode ser feita através da
minimizacdo da funcéo perda esperada com respeito a variavel aleatéria Y, ou seja, basta

obter o valor de b que minimiza

cQ = min [E{ps(¥ - b}],

em que a funcdo CQ é chamada de Critério Quantilico, em que b=Q(9)—é o

6 - quantil da vayY.

Para o calculo do quantil amostral, através da funcao de perda para o caso discreto,

considere {Yl,Yz oo YT } uma amostra aleatéria da v.a.Y e F, a funcdo de distribuicdo

empirica:

Fo(y)= n_li (v, <y) an
i=1

em que i D{l,... ,T} en D{l,... ,T},com i <n.
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Escolhendo b que minimiza a perda esperada, considerando Fn (.) dada em (11), faz-se

e = min[ 13 p, (1, -b)], 12

e considerando um modelo linear
Yi =xiB+up = up =Y - xB,

em que Xj[ sdo os regressores, de acordo com (12), tem-se que o vetor By é o vetor

£, tal que

Assim,

i:Yi = x{ g8 Y, <x; B8

CQ = min {H >, oy -xBl+ Y @-e)y —x{,B‘}J (13)

resulta no célculo da estimativa do vetor [y de pardmetros, ou seja, Q(ﬁ) € obtido a

partir do vetor ,5’9 que minimiza a funcao perda esperada.
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Para estender o conceito de Regressdao Quantilica a uma série de retornos
financeiros, existem algumas suposicOes basicas a serem feitas para que o calculo do
VaR, de acordo com as especificacoes citadas anteriormente seja possivel.

A suposicao chave do modelo linear é que

R =xB0+uge Qg =(uglx)=0 (14)

em que Iy sdo os retornos, U g € a parte aleatoria, X; o vetor de regressores, com ordem
(k x 1) para um t fixo, Bg o vetor de K pardmetros a serem estimados e Qg = (Ut'g |Xt) o)

6 — quantil de u; g condicional em x; .

De fato, tomando Qg = (utﬂ |xt ): 0, o modelo sup&e que os erros tenham valores
préximos de zero, independentemente do quantil adotado, assim possibilitando que os

quantis condicionais dos retornos sejam relativamente iguais a X;8g , ou seja,

Qp = (rt|xt): thlge- (15)

Logo o & -quantil de I; dadas as informacdes até o instante t, € a parte deterministica do

modelo, ou seja, o conjunto de informacdes disponiveis até o periodo t.

Portanto, de (13)

CQ = min Ti > G -var (@)|+ X (@-8)|r -Var, ()|

t:iry 2VaRy (8) t:ir,<var , (8)
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resulta na estimativa ,ég , do vetor [ de pardmetros, necessdria para o calculo do
VaR (8) , que pode assumir as especificacbes mostradas na secédo 2.1.
Por exemplo, considerando a especificacdo GARCH(1,1) Indireto, dada em (3), cal-

culando o vetor ,ég pelo CQ tem-se,

i

_ .11 -6
CQ—m[l;n = zl

t rt<[ﬂ0+ﬂlvaRt2_l(9)+/?2rt2_l]?

1

ry = (Bo + BVaR &1 (8) + ﬁzftz—l) 2 '

e [’;a = {,[;’0,[;’11[;’2} T

A funcao CQ é considerada como uma alternativa a mais para a selecao e adequacao
de modelos, pois para cada especificacdo, considerando os pardmetros estimados, deseja-
se o0 que resulta no menor valor de CQ.

Considerados como um caso particular de estimadores de minimos absolutos, os
estimadores por regressao quantilica possuem caracteristicas que os definem como sendo
mais robustos que os de minimos quadrados, por serem menos sensiveis ao
comportamento das caudas das distribuicoes dos dados.

Segundo Engle e Manganelli (2004), os estimadores obtidos por regressdo quantilica
sdo consistentes e assintoticamente normais, ou seja, sob certas condicdes e utilizando

como base o trabalho de Weiss (1991), demonstram que

~ P
ﬁg —»ﬁB,T - 00,

em que By é a solucédo para:
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CcQ = m/i}n {Ti{ > H‘rt -VaR, (6)‘+ > @- 0)‘rt -VaR, (9)‘”

t:ry = VaRt (6) t:r, <Vart (6)

Sob certas suposicoes, Engle e Manganelli (2004) provam que

VT A, (B, - 8,) S N(O.1)

em que

A, = E{T -19(1—9)i D'VaRt(H)DVaRt(H)},

t=1

Dy = E[T ‘1ZT: h, (o|Ft)D'VaRt(e)DVaRt(e)},

em que DVaR(H) é gradiente de VaR(ﬁ)e ht(0|Ft)a densidade condicional dos erros

calculada em zero.
As matrizes A, e D1 podem ser estimadas por
Ar =T '0(1 — 6)V'VaR,(0)V VaR,(6)
T
BT = (2T¢r)
t=

I (|Tt - mt(8)| < éT)V’ mt(g)v mt(e),
1

em que

1 ET: VVaR,(0)V' VaR,(6)
Cr = — —
T - VaR,(0)
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2.3 Teste de Ajuste dos Modelos

Considerando uma série de retornos I;, para uma posicdo comprada, para determinar se

o modelo estad corretamente especificado, tem-se o teste:

Ho:P{r <Var (8} =46,0n,
{ Hy:P{r, <VaR (8} = 6.

E possivel obter, também, uma sequéncia de funcées indicadoras

| (rp <VaR (@)t =1,...,T

Assim, uma forma de testar se o modelo é vélido, é verificar se a sequéncia de
funcdées indicadoras ¢é i.i.d.. Logo, uma propriedade que qualquer estimativa de VaR deve
satisfazer é se comportar como um filtro, capaz de transformar uma série
autocorrelacionada e heteroscedastica em uma série independente de funcdes
indicadoras.

Esta € uma condicdo necessdria, mas nao suficiente para avaliar o comportamento
e desempenho do modelo quantilico, uma vez que esta nao considera e nem incorpora a
influéncia de outras varidveis ao modelo.

Sendo assim, Engle e Manganelli (2004) propuseram um novo teste que pode ser
estendido para incorporar essas variaveis ao modelo.

Seja

Hit 1(1849): I (rt < VaRt(H))_ g,

uma funcéo que assume os valores (1-6) quando !t é menor que o #—quantil e o valor

— @ caso contréario.
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Considerando fi_; O F;_q,

E{( f,Hit )| f .} = f,E{Hit [f .},

o que mostra que Hit; & ndo correlacionada com qualquer subconjunto pertencente ao
conjunto de informacdes passadas F;_;, ou seja, ndo héa correlacéo entre Hit; e qualquer
Hit;_,, para todo I.

Segundo os autores, uma maneira natural de fazer o teste é verificar se a estatistica

—x ()i (2)

TE

do teste

é significativamente diferente de zero, em que X[(,E),t =1...,T é um k-vetor, sendo uma

linha de X'(,B), possivelmente dependendo de ,[§ mensuravelem R, , €

Hit(3) = [Hit,(B), Hit,(B)..... Hit (B)] .

Visando testes para fins de selecdo de modelos e que também possam avaliar
quando uma estimativa de VaR apresentada a uma instituicao financeira, satisfaz alguns
requisitos basicos, Engle e Manganelli (2004) desenvolveram os testes de Quantis

Dinédmicos (QD), que podem ser definidos como amostrais (QD,,) e pos-amostrais
(QDpam) -
Inicialmente, detalha-se o teste QD,,,, que verifica a qualidade do ajuste, permitindo

a avaliacdao do modelo e possibilitando a escolha daquele mais adequado aos dados.

Sob certas suposicoes, assumindo algumas condicdes de regularidade,

Hit' ()X (B)(M M) X (B)Hit () ¢
op, =Hi (B)X(B)( 3(1_5)7) (B)HIt'(B) 2 Yo duandoT — o
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em que

T
My =Xx'() - {(ZTéT)‘l Z I(Jre = VaR,(8)| < ér) x x'+(B)VVaR(8); D7 V'VaR,(6).
t=1

Ja o teste de QDp,y, serve como ferramenta para verificar se as estimativas dos

parametros de interesse satisfazem alguns requisitos que toda boa estimativa quantilica
deve satisfazer. Uma das grandes vantagens do teste é que pode ser considerado como
simples, além do fato de ndo depender do procedimento de estimacao. Para implementa-
lo, é necessario a sequéncia de valores de VaRse dos correspondentes valores dos
retornos.

Sendo assim, seja Tg o numero de observacdes amostrais e Ng o nimero de

observacdes pds-amostrais, ambos dependendo de T, em que TOZ.

Sob certas suposicoes,

1 X BIHIUB) @

QDo = N HIt' (B ) X (B )[ X' (Br,)- X (Br)] % 00-0) ®)

quando R - oo,

Todos os detalhes podem ser vistos em Engle e Manganelli (2004).

3. CARE - Expectil Autorregressivo Condicional

Uma das fragilidades dos modelos CAViaR com pardmetros estimados por Regressao
Quantilica é que a magnitude dos dados nao tem influéncia no processo de estimacao,
pois o que se considera de fato sdo os quantis dos dados.

Assim, ao considerar por exemplo, dois conjuntos de dados com caudas se
comportando de formas diferentes, eles podem apresentar o mesmo valor para um
6 —quantil.

Com o objetivo de obter medidas de risco calculadas por um método mais adequado,
Taylor (2008) introduz os modelos Expectil Autorregressivo Condicional (CARE) com as

mesmas estruturas dos modelos CAViaR, porém com parametros estimados por Minimos
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Quadrados Assimétricos. Esses modelos receberam algumas criticas por apresentarem as
mesmas estruturas dos modelos CAViaR, sem considerar as propriedades assintéticas do
estimador de Minimos Quadrados Assimétricos, além de nao definir um teste no contexto
dindmico.

A seguir, Kuan, Yeh e Hsu (2009) prop6em novas especificacoes, com propriedades
assintoéticas e testes.

Antes de detalhar as especificac6es do modelo, é necessario que se defina expectil.

3.1 Expectil

Considere a funcdo de perda definida anteriormente 0,(U), com 70(01) fixo. O

r — expectil, denotado por u(r) € 0 parametro m que minimiza a funcéo de perda calculada

em (Y—m)z,com relacdo av.a Y, ou seja, € um minimo quadrado assimétrico (MQA), em

que

MQA= min[ E{ o, (Y - m)?}]. (16)
mdOd

De fato, para o calculo de u(r)de acordo com (16), tem-se:

B, (Y -m % =r=1[" (v = m)2dR, (y) +[z][ (Y - m)*dF, (y).
Minimizando em relacdo a M tem-se:

-0 - uenar, )+ (- )Ry (9) =0
o H(T) (17)

= ()~ =227 (v ey ),

Logo, pode-se concluir que o resultado dessa minimizacdo é o valor u(r) que

satisfaz a equacao (17).
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Ao comparar o 8 —quantil e o 7 —expectil, Koenker (2005) observa que o expectil

tem uma maior dependéncia global da forma da distribuicdo. Por exemplo, alterando a
forma da distribuicdo nas caudas, o quantil ndo é alterado, mas ha um impacto no expectil.

De acordo com a definicao de expectil, inicialmente e necesséario determinar o valor
mais adequado para 7, dado o valor de &.

Seja u(r) tal que de acordo com a equacédo (17):

9{ E (Y|y<ﬂ(r))_ H(T)E (l y</1(r)) } '

Slun-emn)=(=2)2

Fazendo E(ly<; (1)) =F(u(7)) =6, em que F é a funcéo de distribuicéo acumulada da

v.a. Y, tem-se:

1—2r _ H(T) - E(Y)

18
T { E(Y|y</1(r)) } (18
gl ) _ ey

Estendendo o conceito para uma série de retornos, inicialmente, fixa-se o valor de

@, logo (1) =q9(rt|Ft_1), em que qg(rt|Ft_1)é o @-quantil empirico da série de retornos

dadas as informacdes passadas, E(Y) =E(rt|Ft_1), e

E(Y )
0% = (0] R 6] o) < b (5 [Fi),
E(Yl,<5(0)
ou seja, (+”T)é obtido pela média dos retornos abaixo de & - quantil estimado.

Logo, de acordo com (18), tem-se:

1-2r _ f(r) ~E(r¢|Fi4) (19)
H{E((rt“:t—l)‘(rt IF) < CIH(rt|Ft—1)) ,U(T)}
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Fazendo o segundo lado da igualdade igual a K, tem-se:

po_K (20)

1+ 2K

3.2 Especificacées dos modelos CARE

Seguindo as mesmas estruturas dos modelos CAViaR, e utilizando o 7 —expectil
como um estimador o @ —quantil, em que ndo necessariamente lado 7 seja igual a @,

Taylor (2008) define as mesmas especificacdes apresentadas nas expressoes (1)—(7).

Para a estimacdo dos modelos CARE, utiliza-se o mesmo procedimento que o feito
para a estimacdo dos modelos CAViaR, porém ao invés de calcular a funcdo de CQ é
calculada a funcao e MQA.

Com o objetivo de selecionar e verificar a adequacdo do modelo, como feito para os

modelos CAViaR, Taylor (2008) propde os teste de Hit ., Hit . e QD ;ne QD pam .
3.3 Novas especificacoes propostas para modelos CARE

Kuan, Yeh e Hsu (2009) propéem novas especificacoes, mencionadas a seguir:

Considerando:

i) Uma colecédo de k varidveis, X o conjunto de informacdes, tais que X O F, e S, 0

vetor (k x 1) de parametros dependendo de 7 ;
i) (ry,Xt) o conjunto de dados disponivel;

iii) o modelo:

n=xpB +e.,, (21)

emque x¢ 0 X, t={1,...,T}ee, éoerro;
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v) u(r,X) o r—expectil do conjunto de informacdes condicional em F ;
vi) que o modelo estéd corretamente especificado para (7, X ) se existe ,BTO tal que

X'BY = u(r,X) com probabilidade um;

Sob a suposicdao de que o modelo é corretamente especificado, tem-se:

re = x( 8 + Etr- (22)

No contexto dindmico, para modelar o 7 — expectil de I;, sdo consideradas
informacdes até o instante (t — 1), ouseja x{ 0 Fy_q.
Sabendo que o expectil € também um quantil, se uma série é autocorrelacionada,

entdo (7)), para os valores fixos 7 , também serd autocorrelacionada. Visando ter uma

medida de risco que nado apresente este comportamento, retornos defasados no tempo
sao incluidos nos modelos.

De acordo com a definicdo de expectil, visando incorporar o impacto que a
magnitude dos dados exercem no modelo, o quadrado ou o valor absoluto dos retornos

também podem ser incluidos nos modelos.

Sejam

_ -
Ne—1 = ri-1 = fi-1

|rt—l| =rl+r,
r2 _ + 2 4 - 2
=1 = (rg=1) " + (re-1)°,

em quer,’; = max (r,_,,0) e r. 2, = max (- r_,,0).

Logo, de acordo com (21) e (22), as especificacoes CARE sdo mostradas a seguir:
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» Especificagdo [1]
Para X, = (1, ri_1, (rtt]_)Z’(rt:l)z) J

ro=ag(r) +a(r)r +b(7)r2 + e (r)(r)" +e, =

ro=a,(r)+ a, (1), + b))+ () * e (r)(r) i re, = (23)
rt = aO(T) + al(r)rt—l + bl(r)( rttl)2 + yl(r)( rt:l)2 + et,T
em que y(r) = by(7) + ¢, (7).
Neste caso,
U (1) =ay,(r) + al(T)[llt—l(T) + et—l,r]+ b, (7 )( rttl)z + yl(T)(rt:l)z =
(1) = ag(r) + a (7)) (7) + b (T)(r2)? + yu(T)(r )% + a(T)e._,,.

Neste modelo, a magnitude e o erro defasado no tempo sao responsaveis pelo

comportamento do expectil condicional do modelo.

Note que, B, = (2 (1), & (1), b, (1), 14(7))
e Especificacdo [2]

Uma outra alternativa de especificacdo, é o uso do |rt_1| para representar o efeito dos

T

dados no modelo. Para este caso, X; = (1 o1, rt__l) .

Assim,

=a.(r) + a (D), +b(r)nf+e, =

N _ (24)
re=ao(r) + y(r)r’  +0,(T)r; + e,

64 R.Bras.Estat., Rio de Janeiro, v. 75, n. 240, p.47-88, jan./dez. 2014



em que y1(7) = &(7) =by(7) € 61(7) = by (7) — a1 (7).

Neste caso, [B; = (ao (1), 11 (7), 51(T)).
Esta especificacdo é similar a especificacdo do modelo CAViaR inclinacao

assimétrica, porém no modelo CARE o 7 —expectil condicional defasado no tempo nao

esta inserido no modelo.

e Especificacao [3]
Esta especificacao, é na realidade uma extensao natural do modelo definido em (23).

Seja

i=1

ro=a,(r) + zp a, (T)r._, +i [b,.(r)(rttj)2 + yj(r)(rt:j)2]+ .. (25)

Neste caso,

U0 = a0+ Y a0+ b, @6 Y v @6 F Y e

i=1 i=1

em que de forma andloga ao modelo (23), a magnitude dos dados e os erros defasados

no tempo eu determinam o comportamento do 7 —expectil, em que:
Br = (ao (r),a1(7),... ap (r), by (7)... 'bq (r), y1(1),... Y (T)).
e Especificacao [4]
Como no caso anterior, esta é uma estensdo do modelo (24).

Assim:

f=ay(r)+ Y b + v e, (26)

i=1

com B; = (ag (7). by (7). ,bp (7). y1(1),. v p (1))
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3.4 Estimacao do Modelo

As quatro especificacGes detalhadas anteriormente podem ser estimadas utilizando
o0 método de Minimos Quadrados Assimétricos (MQA), descrito e proposto por Newey e

Powell (1987).

Neste caso a média da funcdo de perda O, é calculada utilizando uma diferenca

quadréatica (y—m)2, atribuindo pesos (1-7) e 7 de acordo com os sinais das diferencas,

calculando o seu minimo, como visto em (16). Devido a tais pesos o método é chamado

de assimétrico.

Assim, o estimador ,@T é o vetor [ que satisfaz.

.
MQA= min {T_lzpr(rr —x{ﬂ)z} (27)
B t=1

Este estimador satisfaz
-1

] N (28

~ T

:Br = Z 71 (l't < X{,Brl(xtrt) i

t=1 t=1

Embora (28) ndo seja uma solucao fechada, pode ser calculada como um estimador
de minimos quadrados ponderados iterado.

Newey e Powell (1987) estabelecem a consisténcia e normalidade assintdtica do
estimador dado em (27), sob as condicdes de que os dados sao i.i.d. De fato, mostram

que

~ P
Br - Br, T - o,

e também,

3. - 5,) 5 NOED),
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em que
() =Ar) VO AD
com

A7) = E[|r -1 (e < %8)%4],

.
V(D)= lim Vr (1) = lim (%tZ:llr 1t <X Brxe (e = By )}

-

De acordo com (21) e (22), se o modelo estiver corretamente especificado, [, = ,BTO,

em que

,Bro = E[pr (rt - XtBr )Z‘Ft—l]-

Considerando todas as condicdes de regularidade e as propriedades de diferencas

martingais, Newey e Powell (1987) mostram que

T8, - B°)= N(0.2(D)),

em que
D (1) = A(r) "V (T)A(T) ™,

com

V (r) = Var Ur = (rt < x{,B,O)‘x{ (rt - x{,B,O)j.
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A matriz de covariancias assintotica 3 (1) pode ser estimada por

2@ =A@ V@OA®™,

em que
A(r) = Tii (‘r 1 s x{ﬁ,)‘xtx{) " A,
t=1
Vi =23 (fr-1los b )0 -xigoix |-V
t=1
com

V (1) = Var {|r - (rt < x{ﬁf)‘xt (rt - x{ﬁ,o)}.

3.5 Teste de Ajuste dos Modelos

Pelas especificacoes escolhidas de acordo com os autores, para determinar qual o

modelo mais apropriado, foi desenvolvido um teste com as seguintes hipdteses:

H,:XB° = u(r,F._), com probabilidade 1,

H1:.B° = u(r,F_,), com probabilidade 1

em que X tem ordem (kxT)e { com ordem (mxT), ambos contidos em F;_;, em que

k=3g+1e m=2q+1

Note que
X =L (5)705)7) i=1..q e
4 :(l rt ,rtji),i =1...,q

68 R.Bras.Estat., Rio de Janeiro, v. 75, n. 240, p.47-88, jan./dez. 2014



De acordo com os autores, uma forma de testar o modelo sob a hipdtese nula, é
checar se os erros ponderados sao nao correlacionados com as varidveis do modelo sob
a hipdtese alternativa:

Entao, sob certas suposicoes,

I

2, | @) (3 -1k <xa)

1 u 1A 7 a b 2
?[Z ‘T_I (rt < Xtﬂr) ZtQ,rj —’/Y(q)’
T=1

em que EZ(T) tem ordem (, e é estimado, substituindo ¢; por ¢.

Mais detalhes sobre a estatistica do teste, assim como a distribuicao assintética

podem ser visto em Kuan, Yeh e Hsu (2009).

4. ES - Expected Shortfall

O VaR, como comentado e definido anteriormente é uma medida de risco muito
utilizada, mas que apresenta algumas fragilidades, como por exemplo ndo ser uma medida
de risco coerente e nao apresentar informacoes sobre os retornos que estdo acima ou
abaixo do Valor em Risco, dependendo da posicéo.

Assim, considerando uma posicao vendida, de acordo com Artzner, Delbaen, Eber e
Heath (1999), e McNeil, Frey e Embrechts (2005), Expected Shortfall (ES) é uma medida
de risco definida como a esperanca condicional dos retornos, dado que excedem o valor
do VaR. J& para posicoes compradas, ES é a esperanca condicional dos retornos que
estdo abaixo do valor do VaR estimado. Dessa forma, considerando L a v.a. que
representa a variacao percentual de preco e fixando & para uma posicao vendida, estima-

se VaR(g) definido anteriormente e calcula-se.

ES,(0) = E{L|L > VaR,(6)},
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com

ES(6)= 5 [VaR(©)de. (29)

Para posicao comprada,

1 ¢6
ES (6) =7 ], VaR (6)de (30)

4.1 Estimacao do ES utilizando Expectil

Um outro método, proposto por Taylor (2008), é o uso do 7 -—expectiicomo um
estimador para o 8-quantil, possibilitando uma nova alternativa para a estimacao de ES.

Considere MQA dado por
MQA=minE{ o, (Y -m)?} | ,

para um 7 fixo, como visto anteriormente em (17)
1-2r
T

= E{Y'(ysu(r))} - /J(T)E{| (yS,u(T))} = (1_—T2Tj [u@) -E)).

H(7) _ _
[ (Y-H@)dR(y) = un-E) 1)
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Utilizando um 4(7) como estimador para o € —quantil, tal que F(u(7)) =6, em que F(.)é

af.d.deY, tem-se:

E{l (ysueni =6 (32)

Substituindo (32) em (31), tem-se:
M yeuin}- 1006 = 5 |l -]

Dividindo ambos os lados da igualdade por 8, tem-se:

T

- T —
ES(6) = [1+mj H(T) —(1_ 20 E(Y).

Estendendo a estimacédo de ES para um a sequéncia r,com t=(1...,T), tem-se:

F50) = (1+ E (I, (33

R T

Note que a estimativa do ESpelo expectil, é resultado da ligacdo entre a minimizacéo

da funcédo de perda e a definicdo de ES, utilizando o 7 —expectil como estimativa para o
@ — quantil .
Sendo assim, de acordo com (33), pode-se ver que para o modelo condicional, o

valor do 7 —expectil é proporcional ao valor do ES.
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Utilizando as estruturas do modelo CARE, pode-se estimar véarios modelos
autorregressivos para o ES, condicional a informacdes passadas. Por exemplo o modelo

CARE-Absoluto Simétrico, tal que
e (T) = Bo + Bute4 (T) + Bo| i, (34)
em um modelo em que E(rt|Ft_1) =0, substituindo (34) em (33),
ES(8) =yo + ¥1 ES-1(6) + yo| i)
emque ), =/, eparaj=0e2, y =(1+(1Trr)9)'81'

Utilizando as outras especificacdes, utilizando a mesma ideia é possivel estimar o

ES.

4.2 Verificacao dos Métodos e Modelos para o ES

A idéia principal, de acordo com McNeil e Frey (2000), é obter um teste que nao
faca suposicoes sobre a distribuicdo dos excessos, e nem sobre os residuos dos modelos
ajustados.

Inicialmente, o teste considera somente os retornos que excedem o valor do quantil

condicional ajustado, o VaR.

Considere todos os retornos [I; tais que

r >VaR(6),

para posicao vendida e
r,<VaR(é),

para a posicao comprada.
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Apds o ajuste do ES para cada instante de tempo, tempos 0s excessos com as
seguintes estruturas

_ 1 —ES(9)
S

Z,

em que Z; sao variaveis aleatérias i.i.d..

Note que para os modelos CARE propostos por Taylor (2008) e para os métodos
utilizando a Teoria de Valores Extremos (TVE), em que a volatilidade nao é estimada para
o célculo do ES, o teste bootstrap é adaptado. Ao invés de padronizar os excessos pela
volatilidade condicional estimada, os excessos sao padronizados pelo quantil condicional

estimado, ou seja:

, _h~ES(9)
VaR(6) '

Para esses excessos, sob o a hipétese nula de que o modelo ou método estima
corretamente o ES, espera-se que tenham média zero e para isso, constrdi-se o teste

bootstrap para testar, no caso de posicdao comprada,

Ho: ;=0
Hytu; <G

que é equivalente a testar se o modelo sistematicamente, superestima ou nao o ES.
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5. Aplicacao

Para aplicacdo, considerou-se o indice da Bolsa de Valores de S&do Paulo
(IBOVESPA), série constituida de valores no periodo de 04/07/1994 a 11/02/2010,
totalizando 3.862 observacdes. A Figura 1 apresenta o grafico da série e dos log-retornos,
respectivamente.

A Anélise da Figura 1 revela que o IBOVESPA, assim como outros indicadores,
sofreu impacto da crise econémica de 2008 a 2009, causada pela quebra de uma dos
maiores bancos de investimentos do mundo, o Lehman Brothers e, apesar de 6rgaos do
governo brasileiro afirmarem que a crise ndao afetaria o pais, o indice da Bolsa de Sao

Paulo mostrou como o periodo foi de grande instabilidade.

Figura 1: Graficos da série de IBOVESPA e da série de log-retornos
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5.1 Modelos CAViaR
Para o ajuste dos modelos CAViaR, de acordo com Engle e Manganelli (2004),

inicialmente gera-se n vetores [ entre O e 1, em que a ordem de cada vetor depende da

especificacdo adotada.
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De acordo com a posicao desejada, fixa-se o valor de . Visando o célculo das
medidas de risco para posices compradas, adotou-se 8 = 005.

Para cada vetor § , aplica-se a funcdo e Critério Quantilico (CQ). Obtém-se om
vetores que produziram os menores valores para o CQ.

No trabalho, foram fixos os valores n=[10%,10°,10*,10%,10%,10°,10* ] e
m=[ 101510 5,10 1Q10] para as 7 especificacdes.

Esses m vetores sao utilizados como valores iniciais para o algoritmo Quasi-Newton.
Este procedimento é realizado até a convergéncia do algoritmo. O nivel de tolerancia para
a funcao e os valores dos parametros é 10719,

Para a estimacdo do modelo foi utilizado o software Matlab, com as funcdes de
otimizacdo fminunce fminsearch

Como estimativa do VaR () toma-se @ —quantildas observacdes amostrais.

A figura 2 apresenta os gréaficos dos valores estimados para o VaRde acordo com
as especificacoes do modelo.

As Tabelas 1 e 2 apresentam o valor estimado, P-valor e Erro Padrdopra cada um

dos pardmetros, o valor dos Hityy, Hit oy, dos teste de QD,, €QD,,, além do valor do

CQ para cada um dos modelos adotados.

As andlises de todos os modelos foram feitas a um nivel de significancia de 5% para
todos os testes.

De modo geral, ao se falar dos modelos CAViaR, definir qual é o melhor modelo

depende de a qual cenario se esta referindo.

No caso da série do IBOVESPA, de acordo com os modelos ajustados, o mais

indicados para estimar o valor do VaR seria o modelo Inclinacdo Assimétrica, em que:

VaR,(0,05) = 0,2096 + 0,8749VaR,_,(0,05) — 0,03497,_,1(r,_, > 0)
+0,32687,_11(r;_; < 0),

pois apresenta o menor valor para o CQ e o melhor valor para o teste de QDam As

proporcoes de Hits amostrais e pds-amostrais também indicam que o modelo é adequado.
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Tabela 1: Estimativas e Estatisticas dos Parametros Estimados utilizando as Especificacdes do

Modelo CAViaR

Estimativas ¢ Testes

Modelo Valor Absoluto Simétrico | Inclinacao Assimétrica | GARCH{T,1) Indireto Adaptativo
B 0,2485 00,2006 0.4506 00,6404
Erro Padrag 0.0875 0,0582 0,2522 00868
P-valor 0.0022 0,0002 00342 3.6871.10- 1
8o 0.8433 08740 0,83509 -
Erro Padrao 0,0532 0,0175 00262 -
P-valor ] 0 0 -
ik 0.2475 -0,0349 0,3454 -
Erro Padrao 00878 0,0310 01311 -
P-yalor 0,0024 0,13 0,0042 -

54 - 0,3268 - -
Erro Padrao - 00267 - -
P-palor - 0 - -
Hitam 4, 0688 4,009 5,0580% 4, 8T05%
Eji.fjm L ﬂ-.\lfj {1 1':"; {?.:rf; Lx“l-'j
QD 0,0782 0.,9327 0,007 0,0154
QD am 0.5413 00,3410 0, 7022 0,4344
oQ I 835, 4547 801,2110 836,2230 | 8713505

Tabela 2: Estimativas e Estatiticas dos Parametros Estimados utilizando as Especificacoes do Modelo
CAViaR

Estimativas e Testes

Modelo Adaptativo Sim.Prop. | Valor Absoluto Assimétrico | AR(1)}-CARCH({1,1) Indireto
81 - -0,0361 0,5175
Erro Padrao - 0,1437 0,2428
P-valor - 0, 4007 0,0165
8o - 0,8314 0,8259
Erro Padrao - 0,0303 0,0269
P-valor - 0 1]
i) - 0,2874 0,3697
Erro Padrao - 0,0387 01141
P-valor - 0 00,0006
84 - 0,0177 -
Erro Padrao - 0,4154 -
P-valor - 1] -
Hitom - 4 D8RR 4 NRE%
Hitpam - 5% 6.4%
Qi - 0,4020 0,0022
QD pam - 0, 7006 0,5863
(W] I - 8133368 542 A046
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5.2 Modelos CARE
Considerando as especificacoes definidas por Taylor (2008), primeiramente é

necessario que se estime o valor do 6 —quantilpelo 7 —expectilde acordo com as idéias de

Efron (1991).

Este processo de estimacao s é possivel devido ao fato de que para cada & — expectil
existe um correspondente & —quantilna amostra, em que ndo necessariamente 7 seja igual

a 6. Todo o suporte tedrico é feito e demonstrado por Jones (1994).

A figura 3 apresenta o grafico do @ —quantile 7 —expectilde acordo com os valores

de A e 1 para a série de log-retornos.

Figura 3: Grafico do @ — quantile 7 —expectil obtidos para a série de log-retornos.
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Pelo grafico é possivel notar que 7 apresenta valores mais extremos que os
correspondentes valores de 6.

Considerando a série de retornos do IBOVESPA, assim como nos modelos CAViaR,
foram utilizadas para a estimacdo dos modelos os primeiros 3361 log-retornos, e de

acordo com o procedimento, utilizando a expresséo (20), para € = 005, tem-se

7 =0,02436630.
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Logo, seguindo o mesmo procedimento para a estimacdo dos modelos CAViaR,
estima-se os parametros dos modelos, utilizando Minimos Quadrados Assimétricos
(MQA), ao invés do Critério Quantilico.

A Figura 4 apresenta os graficos dos valores estimados para o VaR de acordo com
as especificacoes do modelo CARE.

Os gréficos indicam que ndo had muita diferenca entre as estimativas utilizando
modelos CARE e CAViaR, a ndo ser para o modelo Adaptativo.

As tabelas 3 e 4 apresentam o valor estimado, Erro Padrdo, P-valor para cada um

dos parédmetros, a proporgéo de Hit 3, Hit pam. QD,, €QD e também o valor do MQA

pam’#
e CQ para cada modelo.
Assim como nos modelos CAViaR, todas as analises foram feitas considerando um

nivel de significancia de 5%.

Tabela 3: Estimativas e Estatisticas dos Parametros Estimados utilizando as especificacées do

Modelo CARE

Estimativas o Testes

Modealo Valor Absoluto Simétrico | Inclinacao Assiméwrica | GARCH(1,1) Indireto | Adaptativo
51 00,3352 0,2612 0.7336 -0, 0045
Erro Padrao (0,0719 0. 0634 0.1971 00025
Povalor 00,1560 i 10,0001 10,0244
Ha 00,5040 0.8484 0.7973 -
Erro Padrao 01,0432 00287 0.0192 -
P-valor [1] 1] ] -
Hs 0.2441 -0.0483 10,2054 -
Erro Padrao 00,0537 RV 0.1497 -
P_valor 00,2608 0.0451 0,0231 -
B - 0.3197 = _
Erro Padrao = 0.0637 = =
P-valpr - 0 - =
Hit o, 6,3374% 654577 6577 5.3853%
Hit o B 4% B.2% BY BY%
QD m 3,18.10— % 06733 £0.10-% i
L Dpam 0,0151 0,0267 0.07 1.11.10~"
MQA 2.430.8 2.952,7 2.456,6 N
CQ I 070.6705 054 7573 081,1122 [ 10026
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Figura 4: Graficos de VaR estimados através dos modelos CARE.
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Tabela 4: Estimativas e Estatisticas dos Parametros Estimados Utilizando as Especificaces do Modelo

CARE

Estimativas e Testes

Modelo Adaptativo Sim.Prop. | Valor Absoluto Assimétrico | AR(1)-GARCH(1,1) Indireto
1 - -0,0055 0,7166
Erro Padrao - 0.0672 0,2538
P-valor - 0,4674 0,0024
Ba - 0,7905 0,7995
Erro Padrao - 0,0295 0,0258
P-valor - 0 0
B3 - 0,2743 0,3042
Erro Padrao - 0,0304 0,1157
P-valor - 0 0,0043
Ba - 0,0211 -
Erro Padrao - 0,2021 -
P-valor - 0 -
Hitom - 6,3076% 6,4267%
Hitpam - 8% 7,8%
QDam - 0,3946 7,08.10—F
QDpam - 0,0164 0,0494
MQA I - 2.330,8 2.496,4
cQ || - 064,4457 087,6513

Todas as especificacoes do modelo CARE apresentam porcentagem de Hits pds-
amostrais com valores maiores que os valores apresentados para os modelos CAViaR. De
fato, essas observacdes nao fazem parte do processo de estimacao, além de pertencerem

a um periodo de crise. Pelo fato da magnitude dos dados influenciarem mais nos modelos

CARE, hd um aumento da porcentagem dos Hitpam. O valor dos teste de Quantis

Dindmicos pds-amostrais também indicam que, para periodos de instabilidade, como os
identificados na série do IBOVESPA, os modelos CARE, aparentemente sdao menos

indicados que os modelos CAViaR, para o célculo do VaR.

5.3 Novas Especificacdes Propostas para os Modelos CARE

Para estas especificacdes, de forma mais pratica, considerou-se a Especificacdao 3,
com p=5 e (=5, e a Especificacdao 4, com p=5, em que = 005 Da mesma forma
que os modelos CARE propostos por Taylor (2008), tem-se 7 = 0024

A Figura 5 apresenta as estimativas para o VaR, de acordo com a Especificacao 3 e
a Especificacdo 4, ambas utilizando os lags de ordem 5 para os log-retornos defasados

no tempo.
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Os graficos mostram que os valores estimados por essa nova proposta,
aparentemente ndo diferem muito dos valores estimados segundo as idéias de Taylor
(2008). Porém, para obter uma andlise mais detalhada, sdo apresentados os parametros
estimados nas Tabelas 5 e 6, além do Erro Padrdo e do P-valor de cada um dos

paradmetros.

Figura 5: Estimativas para o VaR utilizando modelos CARE
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Tabela 5: Estimativas e Estatisticas dos Parametros Estimados Utilizando a Especificacdo 3 o Modelo

CARE
Especificagao 3
B0(7) 0,234 - z
Erro Padrao | 0,0081 = -
P — valor 0 x -
a1{7) 01,8050 E -
Erro Padrao | 0,0020 = -
P — valor 0 = -
bi(T) -0.0225 F1(T) 001098
Erro Padrao | 0,0001 Frro Padrao | 00,0002
P —valor 0 P — valor 0
ha(7T) (1,0055 Fa(T) 0,0305
Erro Padrao | 00,0001 Frro Padrao | 0.0002
P —ualor i P —valor 1]
bair) -0,0014 Falr) 00,0240
Erro Padrao [ 00001 Frro Padrao | 00002
P — valor 0 P — valor 1]
balT) 01,0000 ValT) 0.0244
Erro Padrao | (L0001 Frro Padrao | 00002
P — valor I P — valor 1]
be(T) -0L0013 Ye(T) -0,0165
Erro Padrao | 0.0001 Frro Padrao | 0.0002
P —valor i P — valor [i]
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Tabela 6: Estimativas e Estatisticas dos Parametros Estimados Utilizando a Especificacdao 4 do Modelo

CARE.

Espocificagao 4

api{T) -1, 8544 - =
Erro Padran | 0,0032 = =
P — valor [ = _
bi(T) -0, D084 ¥1(T) 04421
Erro Padrao | 00,0014 Erro Padrac | 0.0014
P — valor 1] " — valor 0
ba(T) 0.0133 Fa(r) 0.2443
Frro Padrao | 00014 Erro Padrao | 0.0014
P — valor i P — valor 0
ba(T) 0,02 Ha(T) (1,2369
Frro Padrao | 0,0013 Erro Padrao | 0,0014
P — valor [ P — valor 1]
bt 01100 Ya(T) (1,2966
Erro Padrao | 0,0013 Erro Padrao | 0.0014
P — valor [ F — valor 1]
bs(7) 0,1007 J5(7) 0,2418
Frro Padrao | 00013 Erro Padrao | 00014
P — valor T P — valor 0

Tabela 7: Hits Amostrais e P6s-amostrais e Valor do MQA

Modelo || Especificacao 3 | Especificacao 4

Hitam 6.5754% 6,5457%
Hilpam 9% 78%
MQA 2.730,6 2.757,2

A um nivel de significancia de 5%, o teste apresentou a estatistica
Q=0,6783~ X2,

com P -valor =1.

Jé testando a Especificacdo 4 com o modelo sob Hgy contra a Especificacdo 3,

obteve-se a estatistica:
Q; =11843~ X §),

com P -valor =1.
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Os valores dos testes indicam que os dois modelos podem ser considerados como
adequados neste cendrio. Porém, visando um modelo que possua menos parametros e

uma melhor proporcao de Hitpam,o modelo mais indicado neste cendrio, utilizando

modelos CARE de acordo com a proposta de Kuan, Yeh e Hsu (2009), seria o modelo

descrito como Especificacédo 4, isto é:

4, (0024) = -1,8544- 0,0984r", +0,0133,, + 0,0291r,", +
+ 011r", + 01097r,", +0,4221r7, + 0,244, +
+0,2369, ", + 0,2966r,, +0,2418 ..

5.4 Estimativas para ES

A estimacdo do ES, utilizando modelos CARE é possivel devido a ligacdao entre
Minimos Quadrados Assimétricos e a definicdo de ES.

Assim, utilizando os modelos estimados para o 7 -—expectil de acordo com as
especificacoes dos modelos CARE, conforme Taylor (2008), faz-se a estimacao para o
ES, cujas estimativas sdo apresentadas na Figura 6, em que se considerou &= 005e

7 =0,02436630

Tabela 8: Estatisticas do Teste Bootstrap para ES utilizando Abordagem Econométrica, TVE e modelos
CARE

Teste Bootstrap para o ES

Modelo | Estatistica do Teste | Regiao Critica | P-valor

Valor Absoluto Simétrico -0, 1062 <-0,1448 0.512
Inclinacan Assimétrica -0,0847 <-0,1302 0.534
GARCH(1,1) Indireto -0.1119 <-0,1470 0,508
Adaptativo (0,3083 <0,2566 0,493

Valor Absoluto Assimétrico NN <1, 1261 T
AR(T)-GARCH{I,1} Indireto -0, 00T <-0,1357 0,502

Para esta série, todas as especificacdes sdo adequadas, pois todos os P-valores

indicam a néao rejeicdo de Hg, ou seja, que todos os excessos padronizados tem média

Zero.
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Figura 6: Graficos de VaR e ES estimados através dos modelos CARE.
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6. Conclusoes

De forma geral, todos os métodos e modelos definidos, detalhados e discutidos sao
vélidos para o célculo do VaR e do ES. O objetivo principal do trabalho foi apresentar
técnicas, nao definidas como as melhores, mas as que apresentam resultados mais
adequados dentro de determinados cendrios, além de mostrar como modelos CAViaR e
CARE podem se tornar tao precisos e adequados como os métodos mais simples e mais
utilizados no mercado, porém sem fazer suposicao alguma sobre a distribuicdo condicional

das observacaes.
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Abstract

Value at Risk (vaR) is a financial widely used risk measure to manage and control risk market.
The measure risk estimation can be done by methods such as econometric approach and Theory of
Extreme Values (TVE). However, these methods have some weaknesses such as inappropriate
assumption of erros distribution, rsulting in inaccurate measures. Therefore, in this article we discuss
and compare Auregressive Conditional Value at Risk (CAViaR) and Expectil Autoregressive Condiotional
(CARE) models. We apply the proposed modeling approach to calculate the Value at Risk (VaR) and
Expected Shortfall (ES) to the stock IBOVESOPA market index.

Keywords: Value at Risk, Expected Shortfall, CAViaR Models, CARE Models.
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