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Resumo 

O Valor em Risco (VaR) é uma medida de risco muito utilizada para gerenciamento e controle 

de risco de mercado. A mensuração pode ser feita por vários métodos como a abordagem 

econométrica e a Teoria dos Valores Extremos (TVE). Porém, esses métodos apresentam algumas 

fragilidades, como por exemplo a suposição inadequada da distribuição dos erros, resultando em 

medidas imprecisas. Sendo assim, neste artigo são apresentados, discutidos e comparados os 

modelos de Valor em Risco Autorregressivo Condicional (CAViaR) e os modelos de Expectil 

Autorregressivo Condicional (CARE). Os modelos foram ajustados para a mensuração do Valor em 

Risco (VaR) e Expected Shortfall (ES) feitos para a série do IBOVESPA. 
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1. Introdução 

No mercado financeiro, existem três tipos de risco aos quais as empresas estão 

expostas: operacional, estratégico e financeiro. Este último pode ainda ser subdividido 

em: operacional, de crédito, de liquidez, legal e de mercado. 

O artigo apresenta somente medidas de riscos financeiros de mercado, que estão 

associadas às possíveis perdas ou ganhos potenciais de investimentos (posições 

financeiras) de acordo com o comportamento do mercado. 

Os investimentos citados são referências feitas às posições financeiras definidas 

como vendidas ou compradas. 

Na seção 2 são detalhados e apresentados os modelos de Valor em Risco 

Autorregressivo Condicional (CAViaR) propostos por Engle e Manganelli (2004), que ao 

invés de modelar toda a distribuição dos retornos, modela diretamente seus quantis. Os 

modelos Expectil Autorregressivo Condicional (CARE), propostos por Taylor (2008), que 

também são utilizados para a estimação do VaR, podem ser vistos na seção 3. Esta seção 

também mostra as novas especificações que visam discutir melhor as propriedades dos 

modelos CARE, que foram propostas por Kuan, Yeh e Hsu (2009). Na seção 4 é mostrado 

o Expected Shortfall (ES), uma medida de risco coerente que apresenta informações sobre 

os retornos que estão acima ou abaixo do VaR. Na seção 5 são feitas aplicações a série 

de Índices da Bolsa de Valores de São Paulo (IBOVESPA), considerando todos os métodos 

descritos para a mensuração do VaR e do ES. 

2. CAViaR - Valor em Risco Autorregressivo Condicional 

Séries de retornos financeiros muitas vezes apresentam autocorrelação, logo o Valor 

em Risco (VaR) pode apresentar um comportamento semelhante. Assim, com uma 

estrutura similar aos modelos GARCH (Generalized auto-regressive conditional 

heteroscedasticity), os modelos de Valor em Risco Autorregressivo Condicional (CAViaR), 

através de termos autorregressivos, incorporam as autorrelações do VaR ao modelo. 
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De acordo com Kuan, Yeh e Hsu (2009), a ideia básica e modelar o −θ  quantil 

condicional ( ) ( )θθ ttt VaRxrQ =  como uma função g(.) das informações 1−∈ tt Fx  

(informações até o instante (t - 1)), e do vetor de parâmetros β , ou seja, 

( ) ( ),θθ βθ tt xgVaR ≡  

em que { }Ttr t ,,1:, K , são os log-retornos, θ a probabilidade associada ao VaRe β  e 

o vetor de parâmetros dependente de θ  . 

Os modelos CAViaR possuem especificações distintas, que são utilizadas de acordo 

com o comportamento dos retornos. Esses modelos não fazem suposições sobre a 

distribuição dos retornos. 

Uma forma mais geral da especificação do modelo é: 
 

( ) ( ) ( ).,,, 11
1

0 −++−
=

++= ∑ tqppit

p

i
it FgVaRVaR ββθβθ β K  

Por simplicidade, assim como nos modelos GARCH, a especificação mais utilizada e 

a de ordem 1: 

( ) ( ) ( )( ),,, 112110 θβθββθ −−− ++= tttt VaRrgVaRVaR  

em que ( ).,.,.g é a função de ligação entre ( )θ1−tVaR  e ,1−tr  que mede o quanto o VaR

pode variar no tempo baseado em novas informações dos log-retornos, como as curvas 

de impacto dos modelos GARCH, com parâmetros apresentando valores entre  

(-1, 1). 

A seguir são apresentadas algumas formulações específicas: 

2.1 Especificações do Modelo 

• Valor Absoluto Simétrico: 

( ) ( ) 13121 −− ++= ttt rVaRVaR βθββθ  
(1) 
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• Inclinação Assimétrica: 

( ) ( ) ( ) ( ) ,00 114113121 <+>++= −−−−− tttttt rIrrIrVaRVaR ββθββθ  

em que ( ).I  representa uma função indicadora.  

(2) 

• GARCH (1,1) Indireto: 

( ) ( ) 2

1
2

13
2

121 )( −− ++= ttt rVaRVaR βθββθ  (3) 

• Adaptativo: 

( ) ( ) [ [ ( )( )] ]{ }.exp1 1
1111 θθβθθ −−++= −

−−− tttt VaRrkVaRVaR  (4) 

• Adaptativo Simétrico Proporcional: 

( ) ( ) { ( )}−−+= −−− θβθθ 1111 ,0max tttt VaRrVaRVaR { ( )}.,0min 112 θβ −− − tt VaRr  (5) 

• Valor Absoluto Assimétrico: 

( ) ( ) 413121 ββθββθ −++= −− ttt rVaRVaR . (6) 

• AR(1)-GARCH (1,1) indireto: 

Pensando em um modelo que possa capturar a autocorrelação da média condicional 

da série de retornos, Kuester, Mittnik e Paolella (2006) estenderam a estrutura do modelo 

GARCH Indireto, propondo: 

( ) ( )( ) ( )[ ] .2

1
2

2113
2

2112111 −−−−− −+−++= tttttt rrrVaRrVaR φβφθββφθ  
(7) 
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2.2 Estimação do Modelo 

Introduzida por Koenker e Bassett (1978), a técnica de Regressão Quantílica permite 

caracterizar toda a distribuição condicional de uma variável resposta a partir de um 

conjunto de regressores. 
 

Seja a v.a. Y com função de distribuição ( )yF em que para algum 10 << θ , 

 

( ) ( ){ }θθ ≥ℜ∈=− yFyF :inf1  (8) 

 

é chamado ésimo−θ quantil de Y. 

 

Agora considere um simples problema de teoria da decisão com a função de perda 

convexa descrita como a seguinte função linear: 

( ) ( )




>
<−

=
0,

0,1

useu

useu
up

θ
θ

θ , 
(9) 

em que ( )bYu −= é o desvio, ℜ∈b . 

 

Fixando um valor	�, é possível calcular a média da função e perda como sendo 

. ( ){ } ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫
+∞

∞−
−+−−=−==

b

b
ydFbyydFbybYEuE θρρ θθ 10 . 

Com o objetivo de encontrar o menor desvio, calcula-se o valor de b que minimiza a 

média da função de perda, dada em (9), ou seja, basta diferenciar ( ){ }bYE −θρ com 

relação a b e igualar a zero, assim: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .001 θθθθ =⇒=−⇒=−− ∫∫
+∞

∞− b

b
bFbFydFydF  

 

Desde que F seja monótona, algum elemento de ( ){ }θ=ℜ∈ yFy :  minimiza a 

perda esperada. Quando a solução é única, 

( ),1 θ−= Fb  (10) 

 

caso contrário, tem-se um intervalo para b, no qual o menor elemento deve ser escolhido. 

 

Note que por (8) e (10), a divisão da amostra em quantis pode ser feita através da 

minimização da função perda esperada com respeito à variável aleatória Y, ou seja, basta 

obter o valor de b que minimiza 

 

( ){ }[ ] ,min bYECQ
b

−=
ℜ∈

θρ  

em que a função CQ é chamada de Critério Quantílico, em que ( ) −= θQb é o  

quantil−θ da Yav .. . 

 

Para o cálculo do quantil amostral, através da função de perda para o caso discreto, 

considere { }TYYY ,,, 21 K uma amostra aleatória da nFeYav .. a função de distribuição 

empírica: 

( ) ( ),
1

1∑
=

≤
−=

n

i
yYn i

InyF  (11) 

 

em que    { } { } .,,,1,,1 nicomTneTi ≤∈∈ KK  
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Escolhendo b que minimiza a perda esperada, considerando Fn (.) dada em (11), faz-se 

( ) ,min
1

1







 −= ∑
=

−

ℜ∈

n

i
i

b
bYnCQ θρ  (12) 

 

e considerando um modelo linear 

 

,'' ββ iiiiii xYuuxY −=⇒+=  

 

em que β'ix  são os regressores, de acordo com (12), tem-se que o vetor θβ̂  é o vetor 

β , tal que 

( ) .min
1

'1







 −= ∑
=

−
n

i
ii xYnCQ βρ θβ

 

 

Assim, 

( )


























−−+−= ∑ ∑
≥ <β β

β
βθβθ

' ': :

'' 1
1

min
ii iixYi xYi

iiii xYxY
n

CQ  (13) 

 

resulta no cálculo da estimativa do vetor θβ  de parâmetros, ou seja, ( )θQ  é obtido a 

partir do vetor θβ̂  que minimiza a função perda esperada. 
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Para estender o conceito de Regressão Quantílica a uma série de retornos 

financeiros, existem algumas suposições básicas a serem feitas para que o cálculo do 

VaR, de acordo com as especificações citadas anteriormente seja possível. 

A suposição chave do modelo linear é que 

θβθ ,
'

ttt uxr +=  e  ( ) 0, == tt xuQ θθ  (14) 

 

em que tr  são os retornos, θ,tu  é a parte aleatória, tx  o vetor de regressores, com ordem 

(k x 1) para um t fixo, θβ  o vetor de k parâmetros a serem estimados e ( )tt xuQ θθ ,=  o 

quantil−θ de θ,tu condicional em tx . 

De fato, tomando ( ) 0, == tt xuQ θθ , o modelo supõe que os erros tenham valores 

próximos de zero, independentemente do quantil adotado, assim possibilitando que os 

quantis condicionais dos retornos sejam relativamente iguais a θβ'
tx  , ou seja, 

( ) .'
θθ βttt xxrQ ==  (15) 

 

Logo o quantil−θ  de tr  dadas as informações até o instante t, é a parte determinística do 

modelo, ou seja, o conjunto de informações disponíveis até o período t. 

Portanto, de (13) 

 

( ) ( )
( ) 


























−−+−= ∑ ∑
≥ <)(: :

)(1
1

min
θ θβ

θθθθ
tVaRtrt VaRrt

tttt

tt

VaRrVaRr
T

CQ  
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resulta na estimativa θβ̂ , do vetor β de parâmetros, necessária para o cálculo do 

)(θtVaR ,, que pode assumir as especificações mostradas na seção 2.1. 

Por exemplo, considerando a especificação GARCH(1,1) Indireto, dada em (3), cal-

culando o vetor θβ̂  pelo CQ tem-se, 














= ∑ −

−− 






 ++<t tt rVaRtr
IT

CQ θ

β
βθββ 2

1

)( 2
12

2
110

1
min  

 ( )
















++− −−    )( 2

1
2

12
2

11 ttot rVaRr βθββ ,,, 

 

e { } .ˆ,ˆ,ˆˆ
21

To ββββ θ =  

 

A função CQ é considerada como uma alternativa a mais para a seleção e adequação 

de modelos, pois para cada especificação, considerando os parâmetros estimados, deseja-

se o que resulta no menor valor de CQ. 

Considerados como um caso particular de estimadores de mínimos absolutos, os 

estimadores por regressão quantílica possuem características que os definem como sendo 

mais robustos que os de mínimos quadrados, por serem menos sensíveis ao 

comportamento das caudas das distribuições dos dados. 

Segundo Engle e Manganelli (2004), os estimadores obtidos por regressão quantílica 

são consistentes e assintoticamente normais, ou seja, sob certas condições e utilizando 

como base o trabalho de Weiss (1991), demonstram que 

,,ˆ ∞→→ T
p

θθ ββ  

em que θβ̂ é a solução para: 
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( ) ( )
( )( ) 


























−−+−= ∑ ∑
≥ <θ θβ

θθθ
VaRttrt VaRtrt

ttt

t

VaRrtVaRr
T

CQ
: :

)(01
1

min  

Sob certas suposições, Engle e Manganelli (2004) provam que 

 

( ) ( ),,ˆ2/1 IONDAT
d

TT →−−
θθ ββ  

 

em que 

( ) ( ) ( ) ,'1
1

1







 ∇∇−≡ ∑
=

−
T

t
ttT VaRVaRTEA θθθθ  

 

( ) ( ) ( ) ,'0
1

1












∇∇≡ ∑

=

−
T

t
ttttT VaRVaRFhTED θθ  

 

em que ( )θtVaR∇  é gradiente de ( )θtVaR e ( )tt Fh 0 a densidade condicional dos erros 

calculada em zero. 

As matrizes TA  e TD  podem ser estimadas por 

��� = ��	�(1 − �)∇′�����(�)∇	�����(�) 
��� = (2��̂�)���

��	
���� − �����(�)� < �̂�!∇"	�����(�)∇	�����(�), 

em que 

 

�̂� = 1��
�

��	
	∇�����(�)∇′	�����(�)�����(�) . 
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2.3 Teste de Ajuste dos Modelos 

Considerando uma série de retornos tr , para uma posição comprada, para determinar se 

o modelo está corretamente especificado, tem-se o teste: 

 

{ ( )}
{ ( )}




≠<
∀=<

.:

,,:

1 θθ
θθ

tt

tto

VaRrPH

tVaRrPH
 

 

É possível obter, também, uma sequência de funções indicadoras 

 

( )( ) TtVaRrI tt ,,1, K=< θ  

Assim, uma forma de testar se o modelo é válido, é verificar se a sequência de 

funções indicadoras é i.i.d.. Logo, uma propriedade que qualquer estimativa de VaR deve 

satisfazer é se comportar como um filtro, capaz de transformar uma série 

autocorrelacionada e heteroscedástica em uma série independente de funções 

indicadoras. 

Esta é uma condição necessária, mas não suficiente para avaliar o comportamento 

e desempenho do modelo quantílico, uma vez que esta não considera e nem incorpora a 

influência de outras variáveis ao modelo. 

Sendo assim, Engle e Manganelli (2004) propuseram um novo teste que pode ser 

estendido para incorporar essas variáveis ao modelo. 

Seja 

( ) ( )( ) ,θθβ θ −<= ttt VaRrIHit  

 

uma função que assume os valores )1( θ−  quando tr  é menor que o quantil−θ  e o valor 

θ−  caso contrário. 
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Considerando ,11 −− ∈ tt Ff  

,}{}){( 1111 −−−− = tttttt fHitEffHitfE  

 

o que mostra que tHit é não correlacionada com qualquer subconjunto pertencente ao 

conjunto de informações passadas 1−tF , ou seja, não há correlação entre tHit  e qualquer 

ltHit − , para todo l. 

Segundo os autores, uma maneira natural de fazer o teste é verificar se a estatística 

do teste 

( ) ( )ββ ˆˆ'
1

2

1 HitX

T

 

é significativamente diferente de zero, em que Ttxt ,,1),ˆ( K=β  é um k-vetor, sendo uma 

linha de ),ˆ(' βX  possivelmente dependendo de ,β̂  mensurável em 1−tF , e 

[ ] '

21 )ˆ(,),ˆ(),ˆ()ˆ( ββββ THitHitHitHit K≡ . 

Visando testes para fins de seleção de modelos e que também possam avaliar 

quando uma estimativa de VaR, apresentada a uma instituição financeira, satisfaz alguns 

requisitos básicos, Engle e Manganelli (2004) desenvolveram os testes de Quantis 

Dinâmicos (QD), que podem ser definidos como amostrais ( amQD ) e pos-amostrais 

)( pamQD . 

Inicialmente, detalha-se o teste amQD , que verifica a qualidade do ajuste, permitindo 

a avaliação do modelo e possibilitando a escolha daquele mais adequado aos dados. 

Sob certas suposições, assumindo algumas condições de regularidade, 

 

( ) ,,
)1(

)ˆ()ˆ()ˆˆ)(ˆ()ˆ('
~

1

∞→
−

′′′
≡

−

Tquando
tHiXMMXHit

QD
d

TT
am κχ

θθ
ββββ
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em que 
 

%�� ≡ '"�(�! − )(2��̂�)�	������ − ���� *(�)� < �̂�! × ,′��(�!∇����*(�)
�

��	
-����	∇′����*(�). 

 
 

Já o teste de pamQD  serve como ferramenta para verificar se as estimativas dos 

parâmetros de interesse satisfazem alguns requisitos que toda boa estimativa quantílica 

deve satisfazer. Uma das grandes vantagens do teste é que pode ser considerado como 

simples, além do fato de não depender do procedimento de estimação. Para implementá-

lo, é necessário a sequência de valores de VaRs e dos correspondentes valores dos 

retornos. 

Sendo assim, seja RT  o número de observações amostrais e RN  o número de 

observações pós-amostrais, ambos dependendo de T , em que Ζ∈T . 

Sob certas suposições, 

[ ] ),(
11 ~

)1(

)ˆ()ˆ(
)ˆ().ˆ()ˆ()ˆ( k

d
RTRT

RTRTRTRTRpam X
tHiX

xXXXtHiNQD
θθ

ββ
ββββ

−

′′
′′≡

−−

 

quando .∞→R  
 

Todos os detalhes podem ser vistos em Engle e Manganelli (2004). 

3. CARE – Expectil Autorregressivo Condicional 

Uma das fragilidades dos modelos CAViaR com parâmetros estimados por Regressão 

Quantílica é que a magnitude dos dados não tem influência no processo de estimação, 

pois o que se considera de fato são os quantis dos dados. 

Assim, ao considerar por exemplo, dois conjuntos de dados com caudas se 

comportando de formas diferentes, eles podem apresentar o mesmo valor para um 

quantil−θ . 

Com o objetivo de obter medidas de risco calculadas por um método mais adequado, 

Taylor (2008) introduz os modelos Expectil Autorregressivo Condicional (CARE) com as 

mesmas estruturas dos modelos CAViaR, porém com parâmetros estimados por Mínimos 
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Quadrados Assimétricos. Esses modelos receberam algumas críticas por apresentarem as 

mesmas estruturas dos modelos CAViaR, sem considerar as propriedades assintóticas do 

estimador de Mínimos Quadrados Assimétricos, além de não definir um teste no contexto 

dinâmico. 

A seguir, Kuan, Yeh e Hsu (2009) propõem novas especificações, com propriedades 

assintóticas e testes. 

Antes de detalhar as especificações do modelo, é necessário que se defina expectil. 

3.1 Expectil 

Considere a função de perda definida anteriormente )(uτρ , com )1,0(∈τ  fixo. O 

expectil−τ , denotado por )(τµ é o parâmetro m que minimiza a função de perda calculada 

em ,)( 2mY − com relação à v.a. Y, ou seja, é um mínimo quadrado assimétrico (MQA), em 

que 

}].)({[min 2mYEMQA
m

−=
ℜ∈

τρ  (16) 

 
De fato, para o cálculo de )(τµ de acordo com (16), tem-se: 

∫∫
+∞

∞−
−+−−=−

m Y

m

Y ydFmYydFmYmYE ).()()()(1})({ 222 ττρτ  

Minimizando em relação a m tem-se: 

⇒=−+−− ∫∫
+∞

∞−
0)())(()())(()1(

)(

)(
ydFYydFY YY τµττµτ

τµ

τµ
 

).())((
21

)()(
)(

ydFYYE Yτµ
τ

ττµ
τµ

−






 −=−⇒ ∫ ∞−
 

(17) 

 

Logo, pode-se concluir que o resultado dessa minimização é o valor )(τµ  que 

satisfaz a equação (17). 
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Ao comparar o quantil−θ  e o expectil−τ , Koenker (2005) observa que o expectil 

tem uma maior dependência global da forma da distribuição. Por exemplo, alterando a 

forma da distribuição nas caudas, o quantil não é alterado, mas há um impacto no expectil. 

De acordo com a definição de expectil, inicialmente e necessário determinar o valor 

mais adequado para τ , dado o valor de θ . 

Seja )(τµ  tal que de acordo com a equação (17): 

 

( ) ( ){ ( ) })()( )(
121

)()(
1

τµτµ τµ
θτ

ττµ
θ << −







 −=− yy IEYIEYE . 

 
Fazendo ,))(()( )( θτµτµ ==< FIE y  em que F é a função de distribuição acumulada da 

v.a. Y, tem-se: 

 

.
)(

)()(21
)( )(







 −

−=−
< τµθ

τµ
τ

τ

θ
τµyYIE

YE
 (18) 

 
Estendendo o conceito para uma série de retornos, inicialmente, fixa-se o valor de 

θ , logo ),()(ˆ 1−= tt Frqθτµ  em que )( 1−tt Frqθ é o quantil−θ  empírico da série de retornos 

dadas as informações passadas, )()( 1−= tt FrEYE , e 

 

( ),)()()(
)(

111
)(

−−−
< <= tttttt

y FrqFrFrE
YIE

θ
τµ

θ
 

 

ou seja, 
./012345(6)7

8 	é obtido pela média dos retornos abaixo de quantil−θ  estimado. 

 
Logo, de acordo com (18), tem-se: 

( ){ }.
)(ˆ)()()(

)()(ˆ21

111

1

τµθ
τµ

τ
τ

θ −<

−
=−

−−−

−

tttttt

tt

FrqFrFrE

FrE
 (19) 
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Fazendo o segundo lado da igualdade igual a K, tem-se: 
 

.
ˆ21

ˆ
ˆ

K

K

+
=τ  (20) 

 

3.2 Especificações dos modelos CARE 

Seguindo as mesmas estruturas dos modelos CAViaR, e utilizando o expectil−τ  

como um estimador o quantil−θ , em que não necessariamente lado τ seja igual a ,θ

Taylor (2008) define as mesmas especificações apresentadas nas expressões (1)–(7). 

Para a estimação dos modelos CARE, utiliza-se o mesmo procedimento que o feito 

para a estimação dos modelos CAViaR, porém ao invés de calcular a função de CQ é 

calculada a função e MQA. 

Com o objetivo de selecionar e verificar a adequação do modelo, como feito para os 

modelos CAViaR, Taylor (2008) propõe os teste de pamam HitHit , e amQD e .pamQD  

3.3 Novas especificações propostas para modelos CARE 

Kuan, Yeh e Hsu (2009) propõem novas especificações, mencionadas a seguir: 

Considerando: 

i) Uma coleção de k variáveis, Χ  o conjunto de informações, tais que τβeF t∈Χ o 

vetor )1( ×k de parâmetros dependendo de τ ; 

ii) ),( tt xr ′ o conjunto de dados disponível; 

iii) o modelo: 

,,τβ trtt exr +′=  (21) 

 

 em que τ,},,1{, tt eeTtXx K=∈′ é o erro; 
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v) ),( Χτµ o expectil−τ  do conjunto de informações condicional em F ; 

vi) que o modelo está corretamente especificado para ),( Xτµ se existe 0
τβ tal que 

),(0 Χ=Χ ′ τµβ τ com probabilidade um; 

Sob a suposição de que o modelo é corretamente especificado, tem-se: 

.,
0

ττ εβ ttt xr +′=  (22) 

 

No contexto dinâmico, para modelar o expectil−τ de tr , são consideradas 

informações até o instante )1( −t , ou seja 1−∈ tt Fx . 

Sabendo que o expectil é também um quantil, se uma série é autocorrelacionada, 

então )(τµ , para os valores fixos τ , também será autocorrelacionada. Visando ter uma 

medida de risco que não apresente este comportamento, retornos defasados no tempo 

são incluídos nos modelos. 

De acordo com a definição de expectil, visando incorporar o impacto que a 

magnitude dos dados exercem no modelo, o quadrado ou o valor absoluto dos retornos 

também podem ser incluídos nos modelos. 

Sejam 

−
−

+
−− −= 111 ttt rrr  

−
−

+
−− += 111 ttt rrr  

,)()( 22
11

2
1

−
−

+
−− += ttt rrr  

em que ( ) ( ).0,max0,max 1111 −
−
−−

+
− −== tttt rrerr . 

Logo, de acordo com (21) e (22), as especificações CARE são mostradas a seguir: 
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• Especificação [1] 

Para ( ) ,)(,)(,,1 22

111
′= −

−
+
−− tttt rrrx  

 
 ⇒++++= −

−−− τττττ ,
2

11
2

11110 ))(()()()( ttttt ercrbraar  

[ ] ⇒+++++= −
−

−
−

+
−− τττττ ,

2
11

2
1

2

11110 ))(()()()()()( tttttt ercrrbraar  

 ττγτττ ,
2

11
2

11110 ))(())(()()( ttttt errbraar ++++= −
−

+
−−  

(23) 

 
 
em que ).()()( 111 τττγ cb +=  

 
Neste caso, 

 

[ ] ⇒++++= −
−

+
−−−

2
11

2
11,1110 ))(())(()()()()( ttttt rrbeaa τγττµτττµ τ  

 
.)())(())(()()()()( ,11

2
11

2
11110 τττγττµτττµ −

−
−

+
−− ++++= ttttt earrbaa  

 
Neste modelo, a magnitude e o erro defasado no tempo são responsáveis pelo 

comportamento do expectil condicional do modelo. 

Note que, ( ) .)(),(),(),( 1110
′= τγτττβτ baa  

 
• Especificação [2] 

 
Uma outra alternativa de especificação, é o uso do 1−tr para representar o efeito dos 

dados no modelo.  Para este caso, ( ) .,,1 11
′= −

−
+
− ttt rrx  

 
Assim, 

⇒+++= −− ττττ ,11110 )()()( tttt erbraar  

                        ,)()()( ,11110 ττδτγτ tttt errar +++= −
−

+
−  

(24) 
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em que ).()()()()()( 111111 τττδτττγ abeba −===  

 

Neste caso, ( ).)(),(),( 110 τδτγτβτ a=  

Esta especificação é similar a especificação do modelo CAViaR inclinação 

assimétrica, porém no modelo CARE o expectil−τ  condicional defasado no tempo não 

está inserido no modelo. 

 
• Especificação [3] 

 
Esta especificação, é na realidade uma extensão natural do modelo definido em (23). 

Seja 

( ) ( )[ ] .)()()()( ,
1

22

1
0 ττγτττ t

q

j
jtjjtj

p

i
itit errbraar ++++= ∑∑

=

−
−

+
−

=
−  (25) 

 

Neste caso, 

( ) ( )[ ] , )()()()()()(
1

,
1

22

1
10 ∑∑∑

=
−

=

−
−

+
−

=
− ++++=

p

i
it

q

j
jtjjtj

p

i
tit errbaa ττγττµτττµ  

em que de forma análoga ao modelo (23), a magnitude dos dados e os erros defasados 

no tempo eu determinam o comportamento do expectil−τ , em que: 

( ).)(,),(),(,)(),(,),(),( 1110 τγτγτττττβ τ qqp bbaaa KKK=  

 
• Especificação [4] 

 
Como no caso anterior, esta é uma estensão do modelo (24). 
 
Assim: 

[ ] ,)()()( ,
1

10 ττγττ t

p

i
ititit errbar +++= ∑

=

−
−

+
−  (26) 

 
 
com ( ).)(,),(),(,),(),( 110 τγτγτττβ τ ppbba KK=  
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3.4 Estimação do Modelo 

As quatro especificações detalhadas anteriormente podem ser estimadas utilizando 

o método de Mínimos Quadrados Assimétricos (MQA), descrito e proposto por Newey e 

Powell (1987). 

Neste caso a média da função de perda τρ  é calculada utilizando uma diferença 

quadrática ,)( 2my − atribuindo pesos ττ e)1( − de acordo com os sinais das diferenças, 

calculando o seu mínimo, como visto em (16).  Devido a tais pesos o método é chamado 

de assimétrico. 

Assim, o estimador τβ̂  é o vetor β que satisfaz. 

.)(min
1

21













′−= ∑
=

−
T

t
txrTMQA βρ ττ

β
 (27) 

 
Este estimador satisfaz 

( ) ( )
1

11

)(ˆ)(ˆˆ
−

== 












′′≤−














′≤−= ∑∑

T

t
tttt

T

t
tttt xxxrIrxxrI τττ βτβτβ  (28) 

 
Embora (28) não seja uma solução fechada, pode ser calculada como um estimador 

de mínimos quadrados ponderados iterado. 

Newey e Powell (1987) estabelecem a consistência e normalidade assintótica do 

estimador dado em (27), sob as condições de que os dados são i.i.d.  De fato, mostram 

que 

 

,,ˆ ∞→→ T
p

ττ ββ  

 
e também, 
 

( ) )),(,0(ˆ τββ ττ ΣΝ→−
d

T  
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em que 
 

,)()()()( 11 −−=Σ ττττ AVA  

 
com 
 
                        [ ],)()( tttt xxxrIEA ′′≤−= τβττ  

 

( ) .(
1

lim:)(lim)(
1














′−′≤−== ∑

=∞→∞→

T

t
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T
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T
xrxxrtI

T
VV ττ ββτττ  

 

De acordo com (21) e (22), se o modelo estiver corretamente especificado, ,0
ττ ββ =

em que 

[ ( ) ].1
20

−′−= ttt FxrE τττ βρβ  

 
Considerando todas as condições de regularidade e as propriedades de diferenças 

martingais, Newey e Powell (1987) mostram que 

 

( ) ( ),)(,0ˆ 0 τββ ττ Σ→− NT
d

 

 

em que 
 

,)()()()( 11 −−∑ = ττττ AVA  

 
com 
 

( ) ( ) .)( 00 




 ′−′′≤−= ττ ββττ ttttt xrxxrIVarV  
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A matriz de covariâncias assintótica Σ (9) pode ser estimada por 

 

Σ;(9) = Α�(9)�	�;(9)Α�(9)�	, 
 

em que 

                     ( )( ) ),(ˆ1
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 ′′−′≤−= ∑  

com 

 

( ) ( ){ }.)( 00
ττ ββττ ttttt xrxxrIVarV ′−′≤−=  

3.5 Teste de Ajuste dos Modelos 

Pelas especificações escolhidas de acordo com os autores, para determinar qual o 

modelo mais apropriado, foi desenvolvido um teste com as seguintes hipóteses: 

 









=′

=′

−

−

,1),,(:1

,1),,(:

1
0

1
0
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tt

tto

τµβζ

τµβ

τ

τ

 

em que tx  tem ordem )( Tk× e tζ ′  com ordem )( Tm× , ambos contidos em 1−tF , em que 

.1213 +=+= qmeqk  

 

Note que 

( ) eqirrrx itititt ,,1,)(,)(,,1 22
K==′ −

−
+
−−  

( ) .,,1,,,1 qirr ititt K==′ −
−

+
−ζ  
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De acordo com os autores, uma forma de testar o modelo sob a hipótese nula, é 

checar se os erros ponderados são não correlacionados com as variáveis do modelo sob 

a hipótese alternativa: 

Então, sob certas suposições, 

 

( ) ( ) ,
~ˆ)(

~ˆ
~

)ˆ(
1 2

)(,
1

1

,
1

q
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tttt
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t
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
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=

−

=
 

 

em que )(
~ τΩ tem ordem q, e é estimado, substituindo tζ  por .

~
tζ  

Mais detalhes sobre a estatística do teste, assim como a distribuição assintótica 

podem ser visto em Kuan, Yeh e Hsu (2009). 

4. ES – Expected Shortfall 

O VaR, como comentado e definido anteriormente é uma medida de risco muito 

utilizada, mas que apresenta algumas fragilidades, como por exemplo não ser uma medida 

de risco coerente e não apresentar informações sobre os retornos que estão acima ou 

abaixo do Valor em Risco, dependendo da posição. 

Assim, considerando uma posição vendida, de acordo com Artzner, Delbaen, Eber e 

Heath (1999), e McNeil, Frey e Embrechts (2005), Expected Shortfall (ES) é uma medida 

de risco definida como a esperança condicional dos retornos, dado que excedem o valor 

do VaR.  Já para posições compradas, ES é a esperança condicional dos retornos que 

estão abaixo do valor do VaR estimado.  Dessa forma, considerando L a v.a. que 

representa a variação percentual de preço e fixando θ  para uma posição vendida, estima-

se VaR( )θ  definido anteriormente e calcula-se. 

 =>?@(�) = ΕBC�C ≥ ����@(�)E, 
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com 

.)(
1

1
)(

1

∫−
=

θ
θθ

θ
θ dVaRES LL  (29) 

 

Para posição comprada, 

.)(
1

)(
0∫=
θ

θθ
θ

θ dVaRES LL  (30) 

 

4.1 Estimação do ES utilizando Expectil 

Um outro método, proposto por Taylor (2008), é o uso do expectil−τ como um 

estimador para o quantil−θ , possibilitando uma nova alternativa para a estimação de ES. 

Considere MQA dado por 

 

[ { } ] ,)(min 2mEMQA
m

−Υ=
ℜ∈ τρ  

 

para um τ fixo, como visto anteriormente em (17) 

)()()())((
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ττµ τµτµ  

(31) 

 

 

 

 

 



R.Bras.Estat., Rio de Janeiro, v. 75, n. 240, p.47-88, jan./dez. 2014  71 

 

Utilizando um )(τµ como estimador para o quantil−θ , tal que θτµ =))((F , em que (.)F é 

a f.d. de Y, tem-se: 

 

{ } θτµ =≤ ))(( yIE  (32) 

 

Substituindo (32) em (31), tem-se: 

 

{ } [ ].)()(
21

))(())(( YEYIE y −

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

−
=−≤ τµ

τ
τθτµτµ  

 

Dividindo ambos os lados da igualdade por θ , tem-se: 
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)21(
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1)( YEES
θτ

ττµ
θτ

τθ
−

−



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



−
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Estendendo a estimação de ES para um a sequência ,tr com ),,1( Tt K= , tem-se: 

 

=>?�(�) = F1 + 9(1 − 29)�H Î� )(τ − 9(1 − 29)� 	Ε	(��|ℱ��	). (33) 

 

Note que a estimativa do ES pelo expectil, é resultado da ligação entre a minimização 

da função de perda e a definição de ES, utilizando o expectil−τ  como estimativa para o 

quantil−θ . 

Sendo assim, de acordo com (33), pode-se ver que para o modelo condicional, o 

valor do expectil−τ  é proporcional ao valor do ES. 
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Utilizando as estruturas do modelo CARE, pode-se estimar vários modelos 

autorregressivos para o ES, condicional a informações passadas. Por exemplo o modelo 

CARE-Absoluto Simétrico, tal que 

 

,)()( 12110 −− ++= ttt rβτµββτµ  (34) 

 

em um modelo em que 0)( 1 =−tt FrE , substituindo (34) em (33), 

 

,)()( 12110 −− ++= ttt rESES γθγγθ  

 

em que ,11 βγ = , e para 0=j e 2, .1
)21( jj βγ θτ

τ 




 += −  

 

Utilizando as outras especificações, utilizando a mesma ideia é possível estimar o 

ES. 

4.2 Verificação dos Métodos e Modelos para o ES 

A idéia principal, de acordo com McNeil e Frey (2000), é obter um teste que não 

faça suposições sobre a distribuição dos excessos, e nem sobre os resíduos dos modelos 

ajustados. 

Inicialmente, o teste considera somente os retornos que excedem o valor do quantil 

condicional ajustado, o VaR. 

Considere todos os retornos tr  tais que 

),(θtt VaRr >  

para posição vendida e 

),(θtt VaRr <  

para a posição comprada. 
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Após o ajuste do ES para cada instante de tempo, tempos os excessos com as 

seguintes estruturas 

,
)(

t

tt
t

ESr
Z

σ
θ−=  

em que tΖ  são variáveis aleatórias i.i.d.. 

 

Note que para os modelos CARE propostos por Taylor (2008) e para os métodos 

utilizando a Teoria de Valores Extremos (TVE), em que a volatilidade não é estimada para 

o cálculo do ES, o teste bootstrap é adaptado.  Ao invés de padronizar os excessos pela 

volatilidade condicional estimada, os excessos são padronizados pelo quantil condicional 

estimado, ou seja: 

 

,
)(

)(

θ
θ

t

tt
t VaR

ESr
Z

−=  

 

Para esses excessos, sob o a hipótese nula de que o modelo ou método estima 

corretamente o ES, espera-se que tenham média zero e para isso, constrói-se o teste 

bootstrap para testar, no caso de posição comprada, 

 





<
=

;0:

0:

1 z

zo

H

H

µ
µ

 

 

que é equivalente a testar se o modelo sistematicamente, superestima ou não o ES. 
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5. Aplicação 

Para aplicação, considerou-se o Índice da Bolsa de Valores de São Paulo 

(IBOVESPA), série constituída de valores no período de 04/07/1994 a 11/02/2010, 

totalizando 3.862 observações.  A Figura 1 apresenta o gráfico da série e dos log-retornos, 

respectivamente. 

A Análise da Figura 1 revela que o IBOVESPA, assim como outros indicadores, 

sofreu impacto da crise econômica de 2008 a 2009, causada pela quebra de uma dos 

maiores bancos de investimentos do mundo, o Lehman Brothers e, apesar de órgãos do 

governo brasileiro afirmarem que a crise não afetaria o país, o índice da Bolsa de São 

Paulo mostrou como o período foi de grande instabilidade. 

 

Figura 1: Gráficos da série de IBOVESPA e da série de log-retornos 

 

 

5.1 Modelos CAViaR 

Para o ajuste dos modelos CAViaR, de acordo com Engle e Manganelli (2004), 

inicialmente gera-se n  vetores β  entre 0 e 1, em que a ordem de cada vetor depende da 

especificação adotada. 
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De acordo com a posição desejada, fixa-se o valor de θ . Visando o cálculo das 

medidas de risco para posições compradas, adotou-se .05,0=θ  

Para cada vetor β , aplica-se a função e Critério Quantílico (CQ).  Obtém-se o m

vetores que produziram os menores valores para o CQ. 

No trabalho, foram fixos os valores [ ].10,10,10,10,10,10,10 4444454=n e 

[ ]10,10,10,5,10,15,10=m  para as 7 especificações. 

Esses m  vetores são utilizados como valores iniciais para o algoritmo Quasi-Newton. 

Este procedimento é realizado até a convergência do algoritmo.  O nível de tolerância para 

a função e os valores dos parâmetros é 1010− . 

Para a estimação do modelo foi utilizado o software Matlab, com as funções de 

otimização fminunc e fminsearch. 

Como estimativa do )(1 θVaR toma-se quantil−θ das observações amostrais.  

A figura 2 apresenta os gráficos dos valores estimados para o VaR de acordo com 

as especificações do modelo. 

As Tabelas 1 e 2 apresentam o valor estimado, P-valor e Erro Padrão pra cada um 

dos parâmetros, o valor dos ,, pamam HitHit dos teste de ,pamam QDeQD  além do valor do 

CQ para cada um dos modelos adotados. 

As análises de todos os modelos foram feitas a um nível de significância de 5% para 

todos os testes. 

De modo geral, ao se falar dos modelos CAViaR, definir qual é o melhor modelo 

depende de a qual cenário se está referindo. 

No caso da série do IBOVESPA, de acordo com os modelos ajustados, o mais 

indicados para estimar o valor do VaR seria o modelo Inclinação Assimétrica, em que: 

�����(0,05) = 0,2096 + 0,8749������	(0,05) − 0,0349���	�(���	 > 0)
+ 0,3268���	�(���	 < 0), 

pois apresenta o menor valor para o CQ e o melhor valor para o teste de QDam. As 

proporções de Hits amostrais e pós-amostrais também indicam que o modelo é adequado. 
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Figura 2: Gráficos de VaR estimados atavés dos modelos CAViaR 
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Tabela 1: Estimativas e Estatísticas dos Parâmetros Estimados utilizando as Especificações do 

Modelo CAViaR 

 

 

Tabela 2: Estimativas e Estatíticas dos Parâmetros Estimados utilizando as Especificações do Modelo 

CAViaR 
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5.2 Modelos CARE 

Considerando as especificações definidas por Taylor (2008), primeiramente é 

necessário que se estime o valor do quantil−θ pelo expectil−τ de acordo com as idéias de 

Efron (1991). 

Este processo de estimação só é possível devido ao fato de que para cada expectil−θ

existe um correspondente quantil−θ na amostra, em que não necessariamente τ seja igual 

a θ . Todo o suporte teórico é feito e demonstrado por Jones (1994). 

A figura 3 apresenta o gráfico do  quantil−θ e expectil.−τ de acordo com os valores 

de θ e τ para a série de log-retornos. 

 

Figura 3: Gráfico do quantil−θ e expectil−τ  obtidos para a série de log-retornos. 

 

 

Pelo gráfico é possível notar que τ  apresenta valores mais extremos que os 

correspondentes valores de θ . 

Considerando a série de retornos do IBOVESPA, assim como nos modelos CAViaR, 

foram utilizadas para a estimação dos modelos os primeiros 3361 log-retornos, e de 

acordo com o procedimento, utilizando a expressão (20), para 05,0=θ , tem-se 

9̂ = 0,02436630. 
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Logo, seguindo o mesmo procedimento para a estimação dos modelos CAViaR, 

estima-se os parâmetros dos modelos, utilizando Mínimos Quadrados Assimétricos 

(MQA), ao invés do Critério Quantílico. 

A Figura 4 apresenta os gráficos dos valores estimados para o VaR de acordo com 

as especificações do modelo CARE. 

Os gráficos indicam que não há muita diferença entre as estimativas utilizando 

modelos CARE e CAViaR, a não ser para o modelo Adaptativo. 

As tabelas 3 e 4 apresentam o valor estimado, Erro Padrão, P-valor para cada um 

dos parâmetros, a proporção de pamam HitHit , , pamam QDeQD , e também o valor do MQA 

e CQ para cada modelo. 

Assim como nos modelos CAViaR, todas as análises foram feitas considerando um 

nível de significância de 5%. 

 

Tabela 3: Estimativas e Estatísticas dos Parâmetros Estimados utilizando as especificações do 

Modelo CARE 
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Figura 4: Gráficos de VaR estimados através dos modelos CARE. 
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Tabela 4: Estimativas e Estatísticas dos Parâmetros Estimados Utilizando as Especificações do Modelo 

CARE 

 

Todas as especificações do modelo CARE apresentam porcentagem de Hits pós-

amostrais com valores maiores que os valores apresentados para os modelos CAViaR. De 

fato, essas observações não fazem parte do processo de estimação, além de pertencerem 

a um período de crise. Pelo fato da magnitude dos dados influenciarem mais nos modelos 

CARE, há um aumento da porcentagem dos pamHit . O valor dos teste de Quantis 

Dinâmicos pós-amostrais também indicam que, para períodos de instabilidade, como os 

identificados na série do IBOVESPA, os modelos CARE, aparentemente são menos 

indicados que os modelos CAViaR, para o cálculo do VaR. 

5.3 Novas Especificações Propostas para os Modelos CARE 

Para estas especificações, de forma mais prática, considerou-se a Especificação 3, 

com 55 == qep , e a Especificação 4, com 5=p , em que .05,0=θ  Da mesma forma 

que os modelos CARE propostos por Taylor (2008), tem-se .024,0=τ  

A Figura 5 apresenta as estimativas para o VaR, de acordo com a Especificação 3 e 

a Especificação 4, ambas utilizando os lags de ordem 5 para os log-retornos defasados 

no tempo. 
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Os gráficos mostram que os valores estimados por essa nova proposta, 

aparentemente não diferem muito dos valores estimados segundo as idéias de Taylor 

(2008). Porém, para obter uma análise mais detalhada, são apresentados os parâmetros 

estimados nas Tabelas 5 e 6, além do Erro Padrão e do P-valor de cada um dos 

parâmetros. 

Figura 5: Estimativas para o VaR utilizando modelos CARE 

 

 

 

Tabela 5: Estimativas e Estatísticas dos Parâmetros Estimados Utilizando a Especificação 3 o Modelo 

CARE 
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Tabela 6: Estimativas e Estatísticas dos Parâmetros Estimados Utilizando a Especificação 4 do Modelo 

CARE. 

 

 

Tabela 7: Hits Amostrais e Pós-amostrais e Valor do MQA 

 

A um nível de significância de 5%, o teste apresentou a estatística 

2
)11(~6783,0 XQ = , 

com .1≈− valorP  

 

Já testando a Especificação 4 com o modelo sob 0H  contra a Especificação 3, 

obteve-se a estatística: 

,~1843,1 2
)12(2 XQ =  

com .1≈− valorP  
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Os valores dos testes indicam que os dois modelos podem ser considerados como 

adequados neste cenário.  Porém, visando um modelo que possua menos parâmetros e 

uma melhor proporção de ,pamHit o modelo mais indicado neste cenário, utilizando 

modelos CARE de acordo com a proposta de Kuan, Yeh e Hsu (2009), seria o modelo 

descrito como Especificação 4, isto é: 

 

.2418,02966,02369,0

2443,04221,01097,011,0

0291,00133,00984,08544,1)024,0(

543

2154

321

−
−

−
−

−
−

−
−

−
−

+
−

+
−

+
−

+
−

+
−

+++

+++++

+++−−=

ttt

tttt

tttt

rrr

rrrr

rrrµ
 

5.4 Estimativas para ES 

A estimação do ES, utilizando modelos CARE é possível devido à ligação entre 

Mínimos Quadrados Assimétricos e a definição de ES. 

Assim, utilizando os modelos estimados para o expectil−τ  de acordo com as 

especificações dos modelos CARE, conforme Taylor (2008), faz-se a estimação para o 

ES, cujas estimativas são apresentadas na Figura 6, em que se considerou 05,0=θ e 

.02436630,0ˆ =τ  

Tabela 8: Estatísticas do Teste Bootstrap para ES utilizando Abordagem Econométrica, TVE e modelos 

CARE 

 

Para esta série, todas as especificações são adequadas, pois todos os P-valores 

indicam a não rejeição de 0H , ou seja, que todos os excessos padronizados tem média 

zero. 
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Figura 6: Gráficos de VaR e ES estimados através dos modelos CARE. 

 
  



86  R.Bras.Estat., Rio de Janeiro, v. 75, n. 240, p.47-88, jan./dez. 2014 

 

6. Conclusões  

De forma geral, todos os métodos e modelos definidos, detalhados e discutidos são 

válidos para o cálculo do VaR e do ES. O objetivo principal do trabalho foi apresentar 

técnicas, não definidas como as melhores, mas as que apresentam resultados mais 

adequados dentro de determinados cenários, além de mostrar como modelos CAViaR e 

CARE podem se tornar tão precisos e adequados como os métodos mais simples e mais 

utilizados no mercado, porém sem fazer suposição alguma sobre a distribuição condicional 

das observações. 

  



R.Bras.Estat., Rio de Janeiro, v. 75, n. 240, p.47-88, jan./dez. 2014  87 

 

Referências bibliográficas 

 

Artzner, P., Delbaen, F., Eber, J. M. and Heath, D. (1999), Coherent Measures of Risk, Mathematical Finance, 

9, 203-228. 

 

Efron, B. (1991), Regression Percentiles Using Asymmetric Squared Error Loss, Estatistica Sínica, 1, 93-125. 

 

Engle, R. F. and Manganelli, S. (2004), CAViaR: Condicional Autoregressive Value at Risk by Regression 

Quantiles, Journal of Business and Economic Statistics, 22, 367-381. 

 

Jones, M. C. (1994), Expectiles and M-quantiles are Quantiles, Statistics and Probability Letters, 20, 149-

153. 

 

Koenker, R. and Basset, G. (1978), Regression Quantiles, Econometrica, 46, 33-50. 

 

Koenker, R. W. (2005), Quantile Regression, Cambridge, UK: Cambridge University Press. 

 

Kuan, C., Yeh, J. and Hsu, Y. (2009), Assessing Value at Risk with CARE, the Conditional Autoregessive 

Expectile Models, Journal of Econometrics, 150, 261-270. 

 

Kuester, K., Mittnik, S. and Paolella, M., S. (2006), Value-at-Risk Prediction: A Comparison of Alternative 

Strategies, Journal of Financial Econometrics, 4, 53-89. 

 

McNeil, A. J. and Frey, R. (2000), Estimation of Tail-Related Risk Measures for Heteroscedastic Financial 

Time Series: an Extreme Value Approach, Journal of Empirical Finance, 7, 271-300. 

 

McNeil, A. J., Frey, R. and Embrechts, P. (2005), Quantitative Risk Management, New Jersey; Princeton 

University Press. 

 

Newey, W. K. and Powell, J. L. (1987), Asymmetric Least Squares Estimation and Testing, Econometrica, 

55, 819-847. 

 

Taylor, J. W. (2008), Estimating Value at Risk and Expected Shortfall Using Expectiles, Journal of Financial 

Econometrics, 6, 231-252. 

 

Weiss, A. (1991), Estimating Nonlinear Dynamic Models Using Least Absolute Error Estimation, Econometric 

Theory, 7, 46-68. 

 

 

 

Agradecimento 

 

Este trabalho foi financiado pela CAPES. 

 

  



88  R.Bras.Estat., Rio de Janeiro, v. 75, n. 240, p.47-88, jan./dez. 2014 

 

Abstract 

 

Value at Risk (vaR) is a financial widely used risk measure to manage and control risk market.  

The measure risk estimation can be done by methods such as econometric approach and Theory of 

Extreme Values (TVE).  However, these methods have some weaknesses such as inappropriate 

assumption of erros distribution, rsulting in inaccurate measures.  Therefore, in this article we discuss 

and compare Auregressive Conditional Value at Risk (CAViaR) and Expectil Autoregressive Condiotional 

(CARE) models.  We apply the proposed modeling approach to calculate the Value at Risk (VaR) and 

Expected Shortfall (ES) to the stock IBOVESOPA market index. 

Keywords: Value at Risk, Expected Shortfall, CAViaR Models, CARE Models. 


