





apresentamos uma. conjectura, sob o ferramental desenvolvido nas se¢bes ante-
riores, sobre uma possivel redugdo do PSAT ao SAT. Tal conjectura é refutada
exaustivamente, com a apresentag¢io de um contra-exemplo.

2 O problema

A satisfazibilidade probabilistica (PSAT) é um problema de decisao, onde se
pergunta se ha consisténcia em um conjunto de probabilidades atribuidas a
férmulas l6gicas. Seja S = {s1,..., Sk} um conjunto de k sentengas l6gicas sobre
um conjunto de n vari4veis booleanas X = {z,...,z,}, com os operadores
usuais da légica proposicional classica. Dado um conjunto de probabilidades,
P = {pil0 < p; £1,1 < i< k}, dizemos que a instancia do problema PSAT
formada pelo conjunto S e por p(s;) = p;, com 1 < i < k, é satisfazivel se, e
somente se, esta atribuigao de probabilidades é consistente.

Uma valoragao v é definida inicialmente como uma fungo que associa valor
verdade a varidveis booleanas, formalmente v : X — {0,1}. Podemos entio
estender o dominio das valoragdes para o conjunto de férmulas S, & maneira
usual da légica classica!, v : § — {0,1}. Seja V = {v1,...,v2n} 0 con-
junto das valoragbes possiveis sobre X, e 7, uma distribuigdo de probabilidade
sobre V. A probabilidade de uma férmula s de acordo com =« é dada por
px(s) = 2 {m(v;)lv;(s) = 1}. Assim, as probabilidades p; atribuidas as for-
mulas de S serado consistentes se houver uma distribuigdo 7 sobre V que faga
pr(si) =pi,1 <i<k.

Agora o PSAT pode ser expressado matematicamente como um problema de
programagio linear, como introduzido em [3]. Seja A a instancia do problema
PSAT formada pela atribuigdo das probabilidades do conjunto P as k férmulas
do conjunto S, A = {p(si) = pi|1 < i < k}. Definimos a matriz Axx2~ = [ai;],
tal que a;; = v;(s:), e a matriz Pizi= [pi;], tal que pi; = pi. Temos que A &
satisfazivel sse ha um vetor n que satisfaz as restrigdes:

Ar = P (1)
T 2 0 (2)
E T = 1 (3)

Se existir tal solugdo, dizemos que 7 satisfaz A, caso contririo dizemos que A
¢é insatisfazivel. As restrigdes (2) e (3) forgam que 7 seja uma distribuigao de
probabilidade. A restrigdo (3) pode ser omitida se adicionarmos a A uma linha
inteira de 1’s, de tal maneira que ar41,; = 1,1 < 7 < 2", e adicionarmos a P
um elemento pi41,1 = 1, 0 que faremos no restante deste relatorio.

O lema de Carathéodory [6] garante que, se o problema de programagio
linear (1-3) tem solugdo, entdo h4 uma solugio com apenas k + 1 elementos de
w diferentes de zero. Como observado em [7]; isso faz com que o PSAT esteja
em NP, pois podemos tomar uma matriz Ax41 k+1 € um vetor mx41,1 como NP-
certificado. Além disso, um problema de satisfazibilidade da légica proposicional
(SAT), formado por um conjunto S de k sentengas, pode ser reduzido a um

1Sejam a e B férmulas da légica classica proposicional, tem-se: v(a A 8) =1 sse v(a) =1
e v(B) = 1; v(aV B) = 1sse v(a) =1 ou v(B) = 1; v(—~a) =1 sse v(a) = 0; v(a — §) = 1 sse
v(a) =0 ou v(B) =1; e v(a « 8) = 1 ssc v(a) = v(B).



PSAT, em tempo polinomial em k, fazendo p(s;) = p; = 1,1 < i < k. Segue
que PSAT & NP-dificil e, logo, NP-completo.

3 A Forma Normal Atédmica

Seja S = {s1,...,8k} um conjunto de sentengas da logica classica proposicional,
sobre o conjunto de variveis booleanas X = {z),...,zn}. Dizemos que uma
instancia do problema PSAT, A = {p(s;) = pi]1l <1 <1}, 0 < p; <1, ests
na Forma Normal Atémica se puder ser particionada em dois conjuntos, (T, ¥),
onde'={p(si)=11<i<m}e ¥ ={p(y) =pilyi 6 um dtomo e 1 <i <k},
com 0 < p; <1,onde l =m+ k. A particdo I" & a parte SAT da forma normal
atomica, representada geralmente como um conjunto de férmulas, e a partigao
¥ é a parte de atribuigdo de probabilidades atémicas. O teorema a seguir
mostra como qualquer instincia do problema PSAT pode ser trazida para a
forma normal atémica, adicionando um niamero linear de novas variaveis.

Teorema 3.1 (Forma Normal Atomica). Seja A = {p(s;) = pi|l < i<k} uma
instdncia do problema PSAT, entdo pode-se construir, em tempo polinomial,
uma instncia do PSAT na forma normal atémica (', ¥), tal que A € satisfazivel
se, e somente se, ([', ¥) também o é.

Demonstrag@o. Para construirmos, a partir de uma instancia do problema PSAT
A = {p(s;) = pi;,1 £ i < k}, uma instancia do PSAT na forma normal ato-
mica (T, ¥), primeiramente adicionamos k variaveis, y,,...,yx. Entdo fazemos
T'={p(yi = si) =11 i<k} e¥={p(y:) =pi|]l £i<k}. Claramente, isso
pode ser feito em tempo polinomial sobre k.

Suponha que haja uma distribuicao de probabilidade m, sobre as valoragoes
v:{z1,...,zn} U{y,...,yx} — {0,1}, que satisfaga (I', ). Como = satisfaz
(T, ¥), temos que px(yi) = pi, 1 < i < k. Pela construgao de I', e pelas leis
da probabilidade, temos que px(yi) = pr(s:i) e, logo, pa(s:i) = p:i, 1 < i < k.
Sobre as valoragdes v' : {z),...,zn} — {0,1}, definimos uma distribuigao de
probabilidade =':

n'(v') = Z{n(uﬂv(m,—) ='(z;),1 €i < n}

Assim 7' & uma distribuicdo de probabilidade sobre {zi,...,z,} que satisfaz
Par(3:) = pi, 1 <1 < k e, consequentemente, 7’ satisfaz A.

Por outro lado, suponha que haja uma distribuigio de probabilidade n’ sobre
as valoragdes v’ : {z1,...,2n} — {0,1} que satisfaga A. Como =’ satisfaz A,
pr(si) = pi, 1 <1 < k. Definimos uma distribuigio de probabilidade m sobre
as valoragdes v : {Z1,...,Zn} U{y1,-.., 4} — {0,1}:

sl (V) ,sev(zi) =v'(z)ev(y;) =v(s;),1<i<nel<j<k
- 0 , caso contrario

Claramente, temos px(s:) = px' (i) € Pr(vi) = pa(s:), 1 £ i < k. Daf segue que
Px(¥i) = par(8:i) = pi;, 1 < i < k, e entdo « satisfaz ¥. Para todo v, tal que
1!'(1}) # 0, tem-se U(yi) = ‘U(S,’), 1<i< k: entao Pﬁ(yi hind S;‘) =L1<i<ken
satisfaz I'. Finalmente, = satisfaz (T, ). O



A forma normal atémica permite que vejamos uma instancia do problema
PSAT (I', ¥) como a interagao entre uma atribui¢io de probabilidades, repre-
sentada por ¥, e uma instancia do SAT, I". Assim, solugdes para (I', ¥) podem
ser vistas como solugdes para ¥ restringidas pela instancia I' do SAT.

Seja v’ uma valoragdo sobre {y1,...,%x}. Dizemos que v’ é consistente com
T, uma instancia do problema SAT sobre as variaveis {y1,...,y}U{z1,...,2Zn},
se existe uma valoragdo v : {y1,.--, ¥k} U {zZ1,...,Tn} — {0, 1} que satisfaga T,
tal que v(y:) =v'(y:), 1 < i < k.

Lema 3.2. Seja (T, ¥) uma insténcia do problema PSAT na forma normal até-
mica, onde ¥ = {p(y;) = pi,1 <1 < k}, e T, uma instdncia do SAT sobre as
varidveis {z1,...,Zn} U {v1,.-.,yx}. Se (T, V) € salisfeito pela distribuicao de
probabilidade 7, entdo toda waloragdo v : {z1,...,Z.} U {y1,..., ¥} — {0,1},
tal que w(v) > 0, estende uma valore¢do v' : {y1,...,yx} — {0,1}, com
v(yi) = v'(v:), 1 <1<k, tal que v’ € consistente com I'.

Demonstragdo. Para toda féormula s; € T, tem-se p,(s;) = 1. Logo, se uma
valoragdo v : {z1,...,Zn}U{y1,---,yx} — {0,1} tem w(v) > 0, v deve satisfazer
todas férmulas s; € T, pois se v nio satifizesse algum s; € T, teriamos p.(s;) < 1,
0 que é uma contradi¢ao. Construindo uma valoragao v’ : {y1,..., ¥} — {0,1},
com v'(y;) = v(vi), 1 <1 < k, v deve ser consistente com I por defini¢ao, ja
que v satisfaz I". O

Teorema 3.3. Seja ¥ = {p(y;) = p:|l € i < k}. Uma instdncia PSAT na
forma normal atémica (', ¥) € satisfazivel sse existe uma matriz Ay, com k+1
linhas e até k + 1 colunas, que, junto de um vetor w, atende as restrigées (1) e
(2), tal que cada coluna de Ay (a menos da iultima linha) corresponde a uma
valoragdo sobre {yy,...,yx} consistente com I'.

Demonstragao. Suponha que I' contenha m férmulas sobre as varidveis z1, ..., Zn.
Como (T, 1) & satisfazivel, existe uma matriz A, (m + &k + 1) x (2°**), e uma
distribuicdo de probabilidade =, sobre as 2n+k valoragdes, que satisfazem as
restrigoes (1) e (2). Construimos A’ retirando de A todas as colunas referentes
a valoragdes v;, tal que m(v;) = 0, e construimos =’ eliminando os =; nulos,
referentes a w(v;) = 0. Claramente, A’ e ' satisfazem (1) e (2). Para toda
formula s; € T, temos p,(s;) = 1 = p;, mas, para representar a restrigao (3),
adicionamos pm4i4+1 = 1. Como as colunas de A’ representam valoragoes vj, tal
que w(v;) > 0, estas valoragoes devem satisfazer I'. Assim, as linhas referentes
as formulas de T devem ser iguais a (m+k+1)-ésima linha, composta somente
de 1's, ¢ podem ser exclufdas de A’, juntamente com o0s p;’s correspondentes.
Assim obtemos a matriz A”, com (k + 1) linhas, que com =’ satisfaz (1) e (2).
Entdo, pelo lema de Carathéodory (6], existe uma matriz Ag com k + 1 linhas
e até k + 1 colunas que satisfaz (1) e (2). E, pelo lema (3.2), as valoragdes
correspondentes as colunas de Ay devem ser consistentes com I.

Agora suponha que existe uma matriz quadrada Ay, de dimensao k + 1,
que atende as restrigoes (1) e (2), com solugéo , e com colunas representando
valoragoes sobre yi,...,yr consistentes com I'. Constuimos A’ adicionando
m linhas com 1’s, correspondendo as formulas de I, e adicionamos os m 1’s
correspondentes a . Assim, cada coluna de A’ representa uma valoragao que
satisfaz I'. Entio montamos A”, a partir de A’, adicionando m colunas com
1's, e incluimos m 0’'s em w correspondentes a essas colunas, chegando a =’.



Claramente, A” e 7’ satisfazem as restrigdes (1) e (2), logo (T, ¥) & satisfazivel.
a

4 TUma Relagao de Acarretamento Probabilistico

Diz-se que um conjunto de férmulas I" acarreta uma férmula o (ou implica lo-
gicamente), T E @, quando toda valoragao que satisfaz I' também satisfizer a,
o que equivale a dizer que I' U {-a} é insatisfazivel. Nesta segdo, procuramos
um acarretamento anilogo para a légica probabilistica, aqui chamado de acar-
retamento probabilistico, explorando instancias do problema PSAT na forma
normal atémica.

Seja ¥ uma atribuicdo de probabilidades sobre 4&tomos, e a, uma férmula.
Dizemos que ¥ acarreta probabilisticamente a, denotando por ¥ k= a, sse a ins-
tancia do problema PSAT na forma atémica ({—~a}, ¥) é (probabilisticamente)
insatisfazivel. Em outras palavras, sendo ({-a}, ¥) insatisfazivel, isso significa
que p{—-a) = 1, logo também p(a) = 0, sdo inconsistentes com ¥, ¢ como as pro-
babilidades sao nao-negativas temos que ¥ e a implica p(a) > 0, para qualquer
distribuigdo de probabilidade que satisfizer ¥.

Denotamos por " o conjunto de todas as férmulas a tais que ¥V a. O
papel deste conjunto, e do acarretamento probabilfstico no estudo do problema
PSAT fica claro no seguinte teorema.

Teorema 4.1. Seja & = (I',¥) umae insténcia do problema PSAT na forma
normal atémica. T € satisfazivel sse para todo a € ¥~ , TU {a} é classicamente
satisfazivel.

Demonstragcdo. Suponha que exista a € ¥", mas "'U {a} n3o seja classica-
mente satisfazivel, entdo I' F ~a. Como a € ¥, obtemos que ({-a},¥) &
probabilisticamente insatisfazivel, logo (I, ¥) também o é.

Agora suponha que (I, ¥) seja insatisfazivel. Seja v a conjungio das férmulas
pertecentes a I'. E 6bvio que ({7}, ¥) também sera insatisfazivel. Dai, segue
que —y € ¥~ e T'U {—} & claramente insatisfazivel. 0

Isso nos motiva a estudar as propriedades do acarretamento proababilisitico.

4.1 Propriedades do Acarretamento Probabilistico
Notemos, primeiramente, a relagéo entre g e F:
Lema 4.2. Se VRa eak 3, entdo ¥ 3.

Demonstragdo. Como ¥k a, temos p(a) > 0, e a F G leva a p(a) < p(B).
Entao, tem-se p{#) > 0 e, logo, ¥ k5. ]

Entretanto, notamos que ¥k a e ¥ S nao implicam ¥k a A 8. Como
contra-exemplo, tomamos p{a) = p(8) = 0,4 e p(a vV B) = 0,8, donde clara-
mente segue pla A B) = 0 e, logo, ¥ ¢ a A 5. Nesse contra-exemplo, fizemos
pla Vv B) = p(a) + p(B), o que s6 & possivel quando p(a) + p(B8) < 1. Isso nos
conduz ao préximo lema.

Como, na forma normal atémica do PSAT, as probabilidades sao atribuidas
a 4tomos, e consequentemente a suas negagoes, convem definirmos literal, para




falarmos de probabilidades sobre literais. Um literal z & um Atomo ou sua
negacio, e T denota a negacao deste literal.

Lema 4.3. Seja ¥ uma atribuigcdo de probabilidades a dtomos, tal que, para os
literais y € z, p(y) + p(z) > 1. Bntdo VeyAz.

Demonstragdo. Como consequéncia direta dos axiomas da probabilidade de Kol-
mogorov, sabemos que:

ply) +p(2) =plyVz)+plynz)

Como p(y) + p(z) > 1, e sempre p(y V z) < 1, obtemos que p(y A z) > 0 e, logo,
VRyAz o

Porém, como p(y1)+...+p(yx) > 1 nao implica ¥ g y; A. .. Ay, buscamos
uma generalizagao adequada para o lema (4.3).
Sejam yy,. .., yx literais, e seja 7 um inteiro, com 1 £ j < k. Definimos:

Cj(yl,...,yk):V{’y,'l /\.../\y,".ll <4y <... <£j < ,C} (4)

Por exemplo, C!(y, z,w) = yVzVw, C*(y,z,w) = (yAz)V(yAw)V(zVw) e
C3%(y, z,w) = yAzAw. Convem definirmos C%(y,,...,yx) = 1, sendo o elemento
neutro da conjungao. Chamamos uma férmula no formato (4) de C-férmula.

Devido & comutatividade dos operadores logicos A e V, a ordem dos literais
em (4) é irrelevante. Além disso, observemos as seguintes propriedades das
C-férmulas, com relagio A implicagdo logica:

Lema 4.4. Seja y1,...,yx um conjunto de literais, e j,j',k e k' numeros in-
teiros:

(a) se0 < j' < 3, entdo Ci(yy,..., v) F C¥'(v1,..., )
(b) se k' > k, entdo Ciyry. . wk) ECHn, - une)-

Demonstragao.

(a) Seja o cojunto Y = {wy1,-..,yx}. Notemos que uma valoragio v satisfaz
Ci(y1,---,¥x) Sse existir um conjunto Y’ C Y, tal que |[Y'|=jev(y) =1
para todo y € Y’. Obviamente, se v satisfaz C7(y,...,¥k), entao, para

todo 1 < j' < j, existe um conjunto Y/ C Y’ C Y, tal que |[Y"|=j" e
v(y) = 1 para todo ¥ € Y”. Entio tal valoragdo v deve também satisfazer
c? (yl, cas ,yk).

(b) Basta notar que, quando k' > k, C’(y,...,yx) pode ser escrito na forma
avCi(y, seey yx). Entdo toda valoragdo que satisfaz C7(y,, ..., ¥k} também
satisfaz C7(y1,...,yx)-

=]

Seja Y = {w1,...,¥n} um conjunto de literais. Outra importante pro-
priedade das C-férmulas, a ser usada na se¢io 5, diz respeito a influéncia
do acréscimo de literais contrarios, z,Z ¢ Y, em C/(Y), onde C7(Y) denota
Cj(yly o :yk):



Lema 4.5. Seja Y um conjunto de literais, e seja z um literal, tal que 2,2 ¢ Y.
Entdo CI(Y) = CI*(Y U {2, 2}).

Demonstragdo. Expandido a férmula CI+1(Y U {z, Z}) e descartando as con-
jungdes que implicam z A Z, sobram conjungées com j -+ 1 literais, dos quais j
literais pertencem a Y, e o literal restante pertence a {z, Z}. Em outras palavras,
Ci+*Y (Y U {z,z})) = zACI(Y)VZACI(Y) = CI(Y). @)

Ainda antes de enunciarmos o préximo teorema, precisamos do seguinte
lema, onde Cj denota C¥(y,...,yx):

Lema 4.6. Para 0 < i <k, p(yr41 ACL) +p(CiH) = p(CL 1) + plyks1 ACETY)
Demonstragao. Diretamente dos axiomas de Kolmogorov, temos:
P(yk+1 A CL) + p(CiHY) = p(yrar ACLV CEFY) + pyk+1 A CL A CEHY)
do lema (4.4) temos que C;+' k Cj, entio:
Plyk+1 ACL ACEH!) = plyksr ACEHY)
Da definigdo das C-férmulas, notamos que:
ka1 ACLV CIF = it}
Finalmente, obtemos:

P(yk+1 A CL) + p(Cy1) = p(CE)) + plyksr A CFHY)

Teorema 4.7. Seja {y1,...,yx} um conjunto de litereis. Entdo:

() + ... +p(w) = p(Cn, .-y 1k)) + ...—l—p(C’"(y,,...,yk))

Demonstragdo. Provaremos por indugao em k, com C,’; denotando C¥(y, ..., %):
Base da indugao: k =1, p(y1} = C(3), trivial. '
Hipétese de indugdo: k = j 2 1, p(y1) + ... + p(y;) = p(C}) + ... + p(C}).
Passo de indugdo: k = j+ 1; partindo da hipo6tese de indugdo, somamos p(y;jt1)
a ambos os lados da igualdade:

1) + ... +p(y;) + P(vi+1) = p(C}) + ... + p(CI) + p(y;41)

Sendo y;+1 equivalente a y;41 A CY, aplicamos o lema (4.6):

p(C5) + p(ys+1) = p(C}i1) + Plyj+1 A C})

para entao obter:

P@1) + .+ P(Ws1) = P(Cle1) + P41 ACL) +p(C]) + ... + p(C])

De maneira analoga, repetimos a aplicagdo do lema (4.6) j — 1 vezes, chegando
a:
P1) + .-+ p(Ui+1) = P(ChL) + .. +P(Ch) + P(vi1 A C))
Notando que yj41 A Cj = Cjﬂ, tem-se finalmente:
pn) + .- +pWi1) =p(C (y1s-. -, Yi+1)) + .. +P(CTH (11, -, Y541))

O



Apresentadas as C-férmulas, e de posse do teorema (4.7), podemos enunciar
o teorema que finalmente generaliza o lema (4.3):

Teorema 4.8. Seja {y1,...,Yx} um conjunto de literais, e ¥, uma atribuicao

de probabilidades a esses literais (ou a sua negagdo). Se Z:‘:lp(y.-) >37-1,
_ ; IS

entdo C?(y1,...,yk) €V .

Demonstragdo. Do teorema (4.7) temos:

k

k
S o) =3 p(Ciyr,- . we)) > 5 — 1

i=1 i=1

Como p(a) < 1 para toda férmula a, Zf;ll p(Ci(y1,--- o)) € 7 —1, logo

Sz PC w1, 3e) > 0. ,
Por outro lado, do lema (4.4), segue que C*(y1,..., ) E ... F CI(y1,. .., %)
pois 7 < k, e logo:

p(Co(y1, .- ¥k)) 2 ... 2 P(CH(wn, -+, k)
(k=3 +1p(CHyn, .., m)) 2 Tin; P(CH (31, 3x)) > 0
P(CJ(yln:yk)) >0

Concluimos que ¥ = C?(y1,...,¥x) e, por defini¢ao, Ci(yr,..- Ux) € ™. 0O

5 Refutagao de uma Conjectura sobre Satisfazi-
bilidade Probabilistica

Seja (T, %) uma instancia do problema PSAT. Pelo teorema (4.1), se para
alguma C-fé6rmula a, tal que a € o, {a} UT & classicamente insatisfazi-
vel, entdo (T, ¥') é probabilisticamente insatisfazivel. Por outro lado, se toda
formula « € U™ fosse implicada por alguma férmula Ci(y1,...,¥k), tal que
ZL; p(y:) > 7 — 1, a insatisfazibilidade probabilistica de (', ¥) garantiria a in-
satisfazibilidade classica de {C’(y1,...,¥x)} UT, para alguma C-férmula nessa
condigdo. Com isso em mente, conjecturamos que, para toda instancia insa-
tisfazivel do problema PSAT (T, ¥), existe uma férmula Ci(yi,...,yx), com

Sk o) > § -1, tal que {CI(y,...,yx)} UT & insatisfazivel. O lema se-
guinte refuta tal conjectura.

Lema 5.1. Eziste uma instdncia insatisfazivel do problema PSAT (T, ¥) tal

que, para toda férmula Ci(yr,...,yx), com Z:-:._., p(yi) > j — 1, tem-se que
{CH{y1,...,yx)} UL € classicamente satisfazivel.

Demonstragao. Nossa demonstragido consiste em apresentar um exemplo, ou
seja, uma instancia insatisfazivel do problema PSAT A = (T, ¥) onde, para
todas as férmulas Ci(y,,...,w), com Sr_ p(y) > 7 - 1, (Ci(v,---,w)}UT
¢é classicamente satisfazivel.

Consideremos a instancia do problema PSAT A = (T',¥), onde I' & um
conjunto com 1 férmula, da légica proposicional classica, sobre as 4 varidves



booleanas {z,...,z4}. Para simplificar a notagio, se a e 8 sdo férmulas, of3
denota a A 3, e & denota —a:

I = {z)2223%4 V T1T233%4 V Z1T2E3%4 V 21Z253%4 V T1%253T4}
E ¥ & a seguinte atribui¢do de probabilidades as varidveis booleanas:
¥ = {p(z1) = 0,47, p(z2) =0,40, p(x3)=0,46, p(z4)= 0,05}
donde segue, pelos axiomas de Kolmogorov:
p(Z) = 0,53, p(Z2) =0,60, p(Z3)=0,54 e p(Z4)=0,95

Sejam vy : {z1,...,24} — {0,1}, 1 < k < 5, as unicas valoragdes que satis-
fazem T, tal que vy satifaz x1x223%4, v satisfaz z,F2%3%4, va satisfaz T,z2T3%4,
vy4 satifaz T)T2z3T4 € vs satifaz z1Z223%24.

Para notar a insatisfazibilidade de A = (", ¥), apresentamos o problema
na sua forma de programagao linear, onde a matriz Aszs tem como colunas
as valoragbes que satisfazem I, ai; = v;(z;), com 1 £ i <4el £j <5,
acrescentando uma linha de 1’s referente a restrigao (3):

11001
1 0100
A=11 0 0 1 1
10 0 01
11111

O vetor Psg = [pij] € tal que pi1 = p(zi), 1 < i < 4, epsy = 1 ¢& referente
a restrigdo (3). Se existe uma distribui¢ao de probabilidade n sobre as valora-
¢bes vy,...,vs que satisfaz a instancia do PSAT A = (T, ¥), entdo o seguinte
problema de programacgao linear dever ter solugao:

Ar = P (5)

x > 0 (6)

Resolvendo o sistema linear (5), possivel e determinado, obtemos m(vs) = -0, 23,
o que contradiz a restricdo (6). Logo, A = (T, ¥) ¢ insatisfazivel.

Resta-nos mostrar exaustivamente que, para toda formula C7(yy,...,¥),

com Zf=1 plyi)} > 7 — 1, temos {C* (1, . .-, yx)} UT satisfazivel. Relembrando
o lema (4.4.a), sendo Y um conjunto de literais, temos que, se 0 < j° < j,
Ci(Y) ¥ C¥(Y). Para cada conjunto de literais ¥ = {y1,...,yx}, defini-
mMos jmaz(Y) = [4, p(3:)], e denotamos Cime=(Y)(Y) por Clme=(Y). As-
sim, se 0 € § < jmaz(Y), entdo Cimes(Y) k CI(Y), € 5€ jmaz(Y) < 7, entdo
ZLI p(y;) < § — 1. Logo, para cada conjunto de literais Y, basta-nos verificar
a satisfazibilidade de {CIme=(Y)} UT.

Com 4 variaveis, temos 8 liteirais diferentes, que nos levam a’'2% = 256 possi-
veis conjuntos de literais a serem checados. Logo notamos que o conjunto vazio
nao precisa ser conferido, pois Zyeop('y) =0 = jmaz(B), e CO(Y) = TRUE
¢ satisfeito por qualquer valoragdo. Por outro lado, se z,zZ ¢ Y, entdo temos
Jmaz(Y U {2,2}) = [p(2) + P(2) + X cy P(¥)] = Jmaz(Y) + 1. Logo, pelo lema
(4.5), Cime=(Y U{z, 2}) = CIm==(Y), e nio precisamos checar conjuntos que pos-
suam 2 literais onde um seja a negagdo do outro. As 4 tabelas abaixo mostram






Tabela 2: Conjuntos com 3 literais

conjunto de literais Y 2 ey P(V) | Gmaz | vilvi F {CIme=(Y)}UT
{fl,fz,fg} 1,67 2 T1T2T3T4
{.’1_:1,3_:2,:!:3} 1,99 2 T1T2T3%4
I),%2,%3} 1,47 2 T1X2Z3T,
51,1‘2,1’,‘3 1,39 2 3_21125.'3'.34
1:1,522,3-:3 1,61 2 1152f3f4
Z), T2, X3 1,53 2 Z1T2X3T4
rI],Iz,fs 1,41 2 1'12_3211_:3.‘24
T, T2, 23 1,33 2 T|T2Z3%,
f],fg,f}q} 2,08 3 I1XT273Z4
ifl,fg,rq} 1,18 2 Z1T2x3T,
:E;,xg,:h} 1,88 2 :E]:Ezfgfq
.1_21,22,3:4} 0, 98 1 T1X2T3Tq
Z),T2, T, 2,02 3 T1ZT2I3T4
x;,ig,x4 1,12 2 T1T2T3Ty
x1,T2,Tq 1,82 2 T1T2T3T4
Z1,X2,T4 0,92 1 Z1T2T3T4
Ty, Z3,Z4 2,02 3 Z1T2T3Ty
il: 53,34 1, 12 2 flIz.’f;;f,i
fl,I3,i4 1,94 2 :E]ji’zsfq
I1,%3,ZT4 1,04 2 T1T2Z3Z4
I),XT3,T4 1,96 2 11525354
T),Z3,T4 1,06 2 T1T2T3Ty
I1,Z3,%q 1,88 2 T1T2T3L4
I),T3,%q 0,98 1 T1T2L3L4
Z2, 53;5:4 2,09 3 T1T2TaT4
I2,Z3,ZT4 1,19 2 Z1%Z2%3%4
:1":2_:1:3,54 2,01 3 5152:‘535‘1
Z2,%3,T4 1,11 2 T1Z2T3T4
To,Z3, T4 1,89 2 x1Z2Z3Ty
Z2,T3,Tq 0,99 1 I)T2T3T4
x2,X3,Z4 1,81 2 T1ZT2T3T4
{32113134 0191 1 Z1T2%3%4
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Tabela 3: Conjuntos com 2 literais

conjunto de literais Y | }° . p(v) | jmaz | vilvi E {CTm==(Y)JUT
Ti,T2 1,13 2 IT1T2Z3Ty
I1,ZTo 0,93 1 L1 Z2Z3T4
Ty,T2 1,07 2 T1ZT2T3T4
I, T2 |' 0, 87 1 T1T2T3X4
Ty, T3 1,07 2 T1T2T3T4
f;, T3 0, 99 1 T1T2T3T4
x1,Z3 1,01 2 T1T2T3%T4
I),I3 0, 93 1 X1T2T3ZT4
I),T4 1,48 2 Z)TaT3Ty
Z),x4 0,58 1 T)1T2T3%4
Ty, Tq 1,42 2 T1ToI3T4
x), T4 0,52 1 Z1T2T3T4
Z2,Zq 1,55 2 T1T2T3%4
Z2,Z4 0,65 1 ZI1T2I3Xq
T2,T4 1,35 2 T)1T2T3T4
Ta,Tq 0,45 1 T)T2L3T4
Z2,%3 1,14 2 I1T2I3T4
T2, I3 1,06 2 T1T2T3Ty
T2, %3} 0,94 1 T1T2T3T,
Z2,Z3 0,86 1 T1ZT2T3T4q
.'53,5‘4 1, 49 2 x15:25:35:4
T3, T4 0,59 1 T1ZT2T3T4
1‘3,3":4 1,41 2 T)T2T3Ty
T3, T4 0,51 1 T1T2T3T4

Tabela 4: Conjuntos com 1 literal

conjunto de literais Y | 3 v p(¥) | maz | vilvi E {CT=(Y)}UT
X } 0,47 1 I)1X2T3Tq
N 0,53 1 Z1Z2T3T4
To 0,40 1 Z1XT2T3T4
o 0,60 1 T1T2T3T4
3 0,46 1 T1Z2T3T4q
Z3 0,54 1 T1Z2%3%4
T4 0,05 1 T1T2T3T4
T4} 0,95 1 T1T2T3Tq

E assim completamos a prova, com uma instancia insatisfazivel do problema
PSAT, (I,¥), onde para toda fémula C’(¥), tal que’
2 ey P(y) > j — 1, mostramos uma valoragio que satifaz {C’(Y)} UT. a
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6 Conclusoes

Neste relatério, investigamos a relagao entre a satisfazibilidade probabilistica e
a satisfazibilidade classica. Para tal, apresentamos a Forma Normal Atomica,
que particiona o PSAT em uma atribuigio de probabilidade a 4tomos e um pro-
blema SAT. Entao pudemos definir uma relagao de acarretamento probabilistico
(k) e estudar suas propriedades. Com o teorema (4.1) evidenciamos o papel
do acarretamento probabilistico na relagao entre o PSAT e o0 SAT. Definimos as
C-férmulas, que com o teorema (4.8) mostraram utilidade no estudo da satis-
fazibilidade probabilistica. Finalmente, conjecturamos a suficiéncia de observar
apenas as C-formulas acarretadas probabilisticamente na decisao da satisfazibili-
dade de uma instancia do problema PSAT e refutamos com um contra-exemplo.

O namero exponencial de C-férmulas a investigar impossibilita seu uso exaus-
tivo em uma possivel redugao polinomial do PSAT para o SAT, nosso objetivo
inicial. Contudo, os resultados encontrados parecem uteis para o estudo do
PSAT, o reaproximando da légica. A Forma Normal Atémica d4 um passo im-
portante na separagdo entre a parte légica do problema (SAT) e a atribuigao
de probabilidades. Tal forma normal deve ser 1util para padronizar instancias
do PSAT, com intuito de comparar resultados numeéricos de algoritmos que
resolvem o problema. A relagido de acarretamento probabilistico introduzida
possibilita a apresentagao de uma formula "testemunha'da insatisfazibilidade
de um problema PSAT. Tal formula pode ser usada em provas de insatisfazibili-
dade probabilistica, usando a insatisfazibilidade classica, ou em algoritmos que
resolvam o PSAT.

Como a eficiéncia dos algoritmos que resolvem o PSAT est4 ainda muito
aquém daqueles que resolvem outros NP-completos (como o SAT), acreditamos
que ainda ha trabalho a ser feito. Uma possivel abordagem seria a redugio
polinomial para o SAT, que parece mais préxima com a forma normal atémica
e a relagdo de acarretamento probabilistico. Interessante também seria usar
0s conceitos aqui apresentados juntamente com técnicas de algebra linear para
explorar o PSAT, ja que este pode ser visto como um problema de programagio
linear.
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