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IDEAIS EM ANJ<;IS DE GRUPO: UMA INTRODUt;:AO 

cJsar Polcino Milies 

Son:La Pitta Coelho 

INTRODUCAo 

Os aneis de grupo fizeram sua aparicao muito cedo na hist6 

ria moderna da algebra abstrata. Eles foram definidos pel~ primeira 

vez em 1854 no mesmo artigo de A. Cayley que e hoje considerado a o­ 

rigem da teoria abstrata de grupos. Ate o n t ao , somente grupos de pe_c 

mutac6es tinham sido estudados. 

Ap o s estudos de T. Molie·1 e dos trabalhos de G.Frohenius s~ 

bre numeros hipercomplexos, o assunto ganha uma nova dimensao quando 

no periodo 1927-1929 R. Brauer e sobretudo E. Noether estabeleceram 

a intima conexao existente entre a teoria de representac6es de gru­ 

pos e a estrutura de algebras usJndo decisivamente, para tanto, o con 

ceito de anel de grupo (a este respeito, veja por exemplo [11]). 

Finalmente, a partir dos anos 40 o assunto adquire releva~ 

cia em si mesmo, quando as propriedades algebricas destas estruturas 

comecam a ser cuidadosamente investigadas. 

0 leitor encontrara mais detalhes sobre o desenvolvimento 

h i s t o r i c o da teoria em [6], [15] e [16]. 

Talvez valha a pena observar que a estrutura algebrica dos 

aneis de grupo e particularamente rica. Para explora-la e necessa 

rio recorrer a tecnicas da teoria dos nGmeros algebricos, de repre 

sentacoes de grupos e algebras, de teoria de aneis ou teoria de gru- 

pos e ate, de algebra homologica. 
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Esta foi uma das razoes que nos levaram a oferecer o pre­ 

sente curso numa Escola de Algebra; acreditamos que o jovem que co- 

nie c a a estudar a ma t e r i a , iniciando-se na p o s q r a d ua c a o , muito s e b e 

neficiara de abordar um assunto que mostra a interligacao entre as 

distintas diciplinas algebricas, em vez de ve-las como compartimen­ 

tos estanques. 

Nestas notas damos especial a t e n c ac ao estudo de ideais em 

aneis de grupo e, consequentemente, a teoria de aneis tera um peso 

rnaior na nossa abordagem; po r em , o peso da teoria dos grupos n ao dei 

xa de ser aparente. 

Existem em lTngua inglesa quatro textos que abordam aspe~ 

tos gerais dos a n e i s de grupo, devidos a G. Karpilovsky [9] - I.8.S., 

Passi [12], D.S. Passman [13] e S.K. Seghal [18]. A leitura dequal_ 

quer um deles abrira, ao leitor interessado, as portas que o leva - 

rao ate problemas de pesquisa ainda em aberto e, em particular, o 

texto de D.S. Passman, pelo seu carater quase enciclopedico, mostr! 

ra as conexoes do assunto com um vastTssimo universo algebrico. 

Agradecernos a comissao organizadora da VIII Escola de Al­ 

gebra pelo convite para ministrar este curso e a Srta. Antonia Soares 

pela cuidadosa datilografia das notas. 

oOo 
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ANrIS DE GRUPO 

§ 1. Breve introducao historica 

Em 1843, Sir William Rowan Hamilton publicou seu primei 

ro artigo sobre Quaternios; como se sabe este viria a ser um dos 

fatores determinantes do nascimento da Algebra Abstrata. 

Hamilton tentava extender algumas de suas ideias ante­ 

riores sobre numeros complexos para desenvolver um "calculo com ve 

tores de tres dimensoes''. Estas tentativas o levaram gradualmente 

a introduzir o conceito de "quaternio". i.e. a trabalhar com o 

conjunto dos elementos da forma: 

a + bi + cj + dk 

onde a,b,c,d s a o niime r o s reais e os s Imo o l o s i,j,k deviam desempe­ 

nhar um papel semelhante ~quele do i entre os numeros complexos. 

Era natural somar elementos desta forma somando coefici 

entes, isto e, de acord6 com a seguinte regra: 

(a + b i + cj + dk )+ ( a '+b' i+ c' j + d 'k) = (a+a' )+ ( b+b') i+ ( c+c') j+ ( d+d' ) k. 

Hamilton assumiu implicitamente que deveria valer a propriedade 

distributiva e, para definir o produto de dois destes elementos , 

precisaria apenas decidir como multiplicar os s i mb o l o s i,j,k entre 

si. As regras que achou parecem-nos hoje muito razoaveis, ja que 

lembram as regras do produto vetorial: 

ij 

j2 

k 

k2 = -1 

-ji 

jk 

ki j 

-ki 

-ik 
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Seguinda as passas de Hamiltan, muitas matematicas come 

caram a pracurar autras "sistemas hipercamplexas" au, camo dir,a­ 

mas na terminalagia atual, algebras de dimensaa finita sabre a car 

p o real ou c omp l e x o . 

Definia-se um sistema hipercamplexa cama a canjunta de 

tadas as elementas da farma: 

+ x e n n 

onde x1 ,x2, •.. ,Xn Saa niime r o s r e a i s (au camplexas) e e1 ,e2, .•• ,en 

saa s1mbalas, chamadas as unidades basicas da sistema. Par anala­ 

gia cam as quat~rnias, a sama de duas express6es desta farma se de 

finia samanda caeficientes: 

n n ( I x . e . ) + ( I y . e . ) 
i= 1 1 1 i= 1 1 1 

n I (x.+y.)e .. 
i= 1 1 1 1 

Da mesma farma, para definir a praduta de dais destes elementas, 

bastaria definir tadas as produtas e e. , 1 S i ,j 5 n e extender, 
1 J 

distributivamente. Cama a praduta e.e. deve ser ainda um elementa 
1 J 

deste canjunta, ele deve pader se escrever na farma: 

n 
I Yk(i,j)ek 

k=1 
e.e. 

1 J 

Assim, a praduta estaria determinada aa definir as val~ 

res das caeficientes Yk(i ,j), que par causa dissa eram chamadas as 

c.c11-6ta11:te-6 e-~ttr.u:tu.l[a.i.~ d o sistema. 

Em p o uc o tempa foram d e s c o b e r t o s muit.as "sistemas hipe_i::_ 

camplexas" navos e gradualmente se comecou a sentir a necessidade 

de achar uma "classificacao". Num artigo de 1870, publicada em li 

tografia em 1871 (e, em forma final, em 1881 no primeira numera do 

American Journal of Mathematics), cuja t1tula era precisamente 



".~('~JcL1·1<1.1 Li11t•c1·1e.1 A.1.1,·ciati'1·0.1", Benjamin Peirce tentou urna tal 

classificacao e achou, a rnenos de isomorfismo, 162 algebras de di­ 

mensao menor ou igual a 6. Nesta primeira exposicao organizada de 

um esboco de teoria, Peirce introduziu algumas das nocoes que tor­ 

nariam fundamentais, como o conceito de elemento idempotente e de 

elemento nilpotente. 

No per1odo de 1889-1898 E. Study e G. Scheffers introd~ 

ziram algumas noc6es basicas da teoria de estruturade algebras, 

inspirando-se no trabalho de classificacao de S. Lie e W. Killing 

para as algebras de Lie. 

Seguindo esta linha de i d e i a s , T. Molien e E. Cartan ob 

tiveram independentemente resultados importantes sobre a estrutura 

de algebras de dimensao finita sobre o corpo real ou complexo. Em 

particular, introduziram as nocoes de algebras simples e semisim­ 

ples e as caracterizaram em termos de algebras de matrizes. 

Pode-se dizer que todo este trabalho culminou corn os 

classicos teoremas de J.H.M. Wedderburn de 1908 que descrevern a 

estrutura de algebras de dimensao finita sobre corpos arbitrarios, 

utilizando tecnicas relacionadas com o conceito de elemento idern­ 

potente , tal como sugerido no trabalho de Peirce. 

r neste cantexto, do de envolvimento da teoria de alge­ 

bras, que os aneis de grupo foram definidos e suas primeiras pro­ 

priedades estudadas. 

A prirneira definicao expl1cita e de A. Cayley [ 1 ], nurn 

artigo de 1854 onde aparece tambern, pela primeira vez, uma def7n7
- 

cao abstrata do conceito de grupo. Al i, a definicao dc anel de 
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grupa e dada na paragrafa final e Cayley destaca justamente a a­ 

nalagia cam a sistema das quaternias. 

Parem, a propria teoria de estrutura de algebras naa e­ 

xistia ainda e a canceita passau desapercebida na epaca. 

Em 1892, Malien apresentau sua tese de dautaramenta a 

Universidade de Yurev, na Estania. La ele camecau a desenvol- 

ver sua teoria de estrutura de algebras e deu, em particular, um 

criteria para decidir se uma dada algebra e au naa, semisimples em 

funcaa das canstantes estruturais. 

Para pader aplicar este criteria, precisava de algebras 

cujas canstantes estruturais fassem razaavelmente simples e lhe 

acorreu e n t ao estudar a c a s o em que as unidades b as i c a s e1 ,e2, ... ,en 

farmam um grupo em relacaa a multiplicacaa. Neste caso, o produto 

e.e. seria uma autra unidade basica et , cansequentemente, dados 1 J . 

i ,j fixas ter-se-a que Yt(i ,j) = 1 e Yk(i ,j) = 0 se k ;t j. 

Estava cansideranda entaa algebras de grupa (daremos a 

definicaa precisa na proxima secaa) e, em dais trabalhos subseque~ 

tes, de 1897 e 1898 desenvalveu estas ideias aplicando-as a tearia 

de representac6es, chegando inclusive a descobrir as chamadas rela 

coes de ortogonalidade de cara,.cteres. 

Estes resultados, contudo, nao tiveram maior impacto na 

coletividade matematica e muitos deles faram redescabertos poste­ 

riormente, a partir de um outra enfaque, par Dedekind, Burnside e 

Frobenius. 

Finalmente, no perfoda de 1927 a 1929, E. Noether e R. 

Grouer recanheceram a interligacao profunda existente entre a teo- 
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ria de estrutura de algebras e a teoria de representacoes de gru­ 

pos e mostraram que ela pode ser explicitada, precisamente, a par­ 

tir do conceito de algebra de grupo. 

A partir dessa data eles t~m se tornado objeto de estu­ 

do tanto pelo seu interesse como estrutura alg~brica muito rica 

como pelas conex6es com outras areas da algebra. 

oOo 
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§2. Definicao e primeiros resultados 

A definicao de anel de grupo sera feita, essencialmente 

seguindo o modelo dos sistemas hipercomplexos. Apenas deixaremos 

cte lado a ideia de "dimensao finita" e tomaremos coeficientes em 

familias mais gerais de aneis. 

Sejam G um grupo (n~o necessariamente finito) e R um a- 

n e l com unidade. Indicaremos por RG o conjunto de todas as combi- 

nac6es lineares formais do tipo: 

Y l a(g)g 
g, G 

onde a(g) c R e apenas um numero finito de coeficientes e diferen- 

te de zero, i. e. a fam1lia (a(g)}gcG e quase nu l a. 

Dado um elemento Ci." l a ( g} g ' RG, chama-se ;upc,Jrtc de 
g, G 

·1 ao conjunto: 

( 2. 1) s u p (.x ) {g r G I a(g)" 0 J. 

Obviamente, sup(~) e um subconjunto finito de G. 

Note que, como estamos trabalhando com expressoes for- 

mais tem-se que I a(g)g 
9' G 

I b(g)g se e somente se 
g E G 

a ( g) b ( g)' \lg G. 

Definimos a soma de duas expressoes desta forma por: 

( 2. 2. ) I a(glg + 
g, G 

l b ( g) g 
9' G 

l (a(g) + b(g))g 
grG 

Tambem, dados dois elementos a I a I q l q , e. 
gcG 

I g ( g l g 
gcG 

definimos seu produto, distributivamente, como a soma de todos os 
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produtos possfveis de termos da forma a(g)g por termos da forma 

b(g)g, i.e.: 

( 2. 3. ) cx/3 l a(g).b(h)g.h 
g, hi: G 

Note que, na verdade, temos procedido exatamente como 

na definicao de produto nos sistemas hipercomplexos, utilizando o 

produto em G para definir a multiplicacao das unidades basicas que, 

neste caso, sao os proprios elementos de G. 

Pode-se reordenar a expressao (2.3) e escrever o produ­ 

to a/3 na forma 

cx/3 = l Y(x)x 
xi:G 

onde: 

( 2. 4.) Y(x) L a(g)b(h). 
g.h=X 

Verifica-se facilmente que, com as operacoes acima, RG 

e um anel, chamado de anel de grupo de G sobre R. Este anel tem 

unidade; se indicamos por 1G o elemento neutro do grupo G, a unida 

de de RG e o elemento 1 = l a(g)g onde a(1G) = 1 e a(g) = 0 se 
gi: G 

Podemos tambem definir o produto de elementos a' RG 

por escalares A i: R por: 

( 2. 5. ) A{La(g)g) = LAa(g).g. 
g g 

Novamente, e muito facil verificar que com a serna e o 

produto por escalares definidos acima, RG e um R-modulo. Ainda, 

se R e comutativo, segue que RG e uma algebra sobre R e, neste ca- 



so, fala-se frequentemente da algebra de grupo de G sobre R. 

Pode-se definirurna i me r s a o i: G _,_ RG associando a ca- 

da elemento x E G o elemento i(x) = Ia(g)g onde a(x) = 
g 

se g ~ x. N6s identificaremos G com sua imagem em RG; com esta i- 

e a(g)=O 

dentificacao segue imediatamente que G e uma base de RG sobre R. 

Em particular, se G e finito e R comutativo, tem-se que dimRRG = IGJ. 

Da mesma forma, pode-se definir uma imersao v: R---+ RG 

por v(r) = Ia(g)g onde a(1G) = r e a(g) 
g 

0 se g "' 1. 

Com ambas as identificac6es acima, da definicao do pro- 

duto em RG segue que gr rg, Vr E R, g E G. Consequentemente, se 

R e comutativo, temos que R c Z(RG), o gntro de RG. 

Enunciamos a seguir uma propriedade simples, porem im­ 

portante, dos aneis de grupo. 

(2.5) Proposicao - Sejam G um grupo e R um anel com unidade. Para 

todo anel A que contem R e toda funcao f: G -• A tal que 

f(gh) = f(g).f(h) Vg,h E G, existe um ~nico homomorfismo de aneis 

f*: RG --+ A tal que f*0i = f (onde i: G __,. RG e a +me r s ao dada 

acima) i.e. tal que o seguinte diagrama e comutativo: 

RG 

G 
/ f* 

f 

Ainda mais, se R e central em A entao f* e um homomor­ 

fismo de R-a1gebras. 
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oemonstracao - Dada f: G -~ A nas 

condicoes mos f*: RG --+ A por: do 
en11nciado 

, def'ini 
f* 

ia(g)g - + ia(g)f(g)_ 

A demonstracao de que f* 
e, 

mo segue de um calculo direto. n e f e t. 
ivarnente 

' u m hor:iornorf · 
l s - 

Na verdade, esta propriedade 
Pode ser 

outra a e i i n i c iio de a n e i s de s r uo o (veja O usada 
exerc'fcio 

2 desta secao). 

Para dar urna 

cu?ar da proposicao acima. 

0 corolario que damos a 
seguir e 

apenas 
Varnos enunc1a-Jo 

pela sua especial utilidade. 

urn caso parti­ 
separadarnente 

apenas 

(2.6.) Co r o l a r i o - Seja f: G - H um hom . 
omorf1smo de 

tao, existe um unico homomorfismo de aneis f*: RG 

f*(g) = f(g), Vg E G; se R e comutntivo, entao f* 

mo de R-algebras. 

grupo. 

RH 

En­ 

que 

e urn homor'lor 1s_ 

Ainda, pode-se mostrar facilmente que se f e 

fismo ou um monomorfismo, entao f* tambem o e. 
um e p j rn o r ; 

Damos um resultado semelhan no C'X r(1c10 1. 

Vale a pena observar qu !>e H • I 1 'n J o o c o r- o 1 ;i,· i o 

(2.6) mostra que a funcao trivial G ' l 1) indu1 urn hom rno, t i s m o 

de aneis c: RG - R ta 1 que ( .a(r,)() . i J (C/) . f '> t l' t1omo1·10, 1 s m 
9 ') 

chama-se funcao de aurn n 0 d RG c , r.r cJ I'~ I' 111/J I' ti /1 J I I" p J pt l ' ' "J 

me n ta l na teo 1 a. 
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Concluimos esta secao observando que os aneis de grupos 

sao aneis com involucao: 

(2.7) Proposicao - A funcao *· RG--+ RG definida por 

verifica 
* (i) (a+B) = u.* + B* 

* ( i i ) (a.B) B*u.* 
* (ii i) (a*) CJ.. 

A demonstracao e trivial. 

EXERCTCIOS 

1. Seja (j): R ------> S um homomorfismo de a ne i s com unidade e seja G 

um grupo. Provar que a funcao (j)*: RG - SG definida por: 

Ia(g)g ~-~ Iqi(a(g))g 
g g 

e um homomorfismo de aneis. Provar que se (j) e um epimorfismo ou 

um monomorfismo entao (j)* tambem O i. 

2. Sejam G um grupo e R um anel com unidade. Seja X um anel que 

contem R e v: G - X uma funcao tal que v(gh) = v(g).v(h), 

\/g,h E G e tal que, para todo anel A ::i R e toda f un c ao f: G - A 

que verifica f(gh) = f(g)f(h), Vg,h e G existe f*: X - A tal 

que o seguinte diagrama i comutativo: 
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x 
-t' v/ ' f* 

\ 
G _,_ A 

f 

Provar que X~ RG como aneis com unidade (ou con1o R - -alge 

bras, de R e comutativo). 

3. Sejam {R.). I 
l l E 

uma familia de aneis e R © 
i c! 

R. 
l Dado um 

grupo G arbitrario, provar que: 

RG =@ RiG 
id 

4. Sejam J um ideal de um anel com unidade R e G um grupo. Provar 

que JG = fia(g)g E RG / a(g) E J, Vg E GJ e um ideal de RG e que 
g 

RG/JG dR/J).G. 

5. Sejam R um anel comutativo com unidade e G,H grupos; denotamos 

por G x H o produto direto de G e H. Provar que R(G x H)- (RG)H, 

0 anel de grupo de H sobre o anel RG. Prove tambem que: 

R(G x H) - RG ® RH. 
R 

6. Sejam R c S aneis comutativos com a mesma unidade e G um grupo. 

Provar que: 

SG S ® RG. 
R 
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§3. Ideais de aumento 

Na secao anterior introduzimos o conceito de anel de grupo; 

desejamos agora desenvolver tecnicas para explorar a estrutura alge­ 

brica destes aneis. Um dos metodos mais frequentes, na algebra, 

consiste em tentar decompor uma certa estrutura como soma direta de 

duas subestruturas. 

Para desenvolver a teoria nesta direcao vamos cornecar estu­ 

dando a relacao existente entre subgrupos de um dado grupo G e cer­ 

tos ideais do seu anel de grupo RG sobre urn anel R. Esta relacao 

tem interesse ern si rnesma e e 0ti1 para estudar diversas proprieda­ 

des dos aneis de grupo. Apareceu pela primeira vez num artigo de A. 

Jennings [71 e, na forma aqui apresentada, nurn trabalho de W. A. 

Deskins [5). A ideia de aplica-la ao estudo de decomponibilidade e 
o e I. G. Connell [3]. 

3._1. _Definicao - Sejarn H um subgrupo de urn grupo G e R urn anel com 

unidade. Denotaremos por LR(G: H) o ideal i esquerda de RG gerado 

pelo conjunto \h-1\h € Hl i.e. 

Quando for claro, do contexto, qual e o anel de coeficientes 

R com o qual estarnos trabalhando, indicaremos este ideal apenas por 

'.(G:H). Em particular, o ideal L(G:G) desernpenhara um papel funda­ 

rnental na teoria e sera denotado apenas pelo s1mbolo L(G). Este 

ideal chama-se o ideal de aurnento de RG 
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Seja O = {qi}i,I um conjunto completo de representantes de 

classes laterais i esquerda de H em G, que chamaremos brevemente de 

um transversal de H em G. No que segue, assumiremos sempre que co­ 

mo representante da classe H escolhemos o elemento neutro de G. 

ca na 

Obviamente, todo elemento g E G admite uma decomposicao un1 

forma g = q. h. , q. c Q , hJ. E H 
l J l 

(3.2.) Proposicio - O conjunto B= {q(h-1) / q € Q, h, H, h z 11 e 
uma base de 6(G:H) considerado como modulo sobre R. 

Demonstracio - Mostraremos inicialmente que Be linearmente indepen­ 

dente. Suponhamos que temos uma combinacao linear: 

I r- .q.(h.-1J = o 
i,jlJl J 

Reordenando temos: 

c R 

I r .. q.h. - 1(Ir .. )q. 0 
. . l J l J '- , l J 1 
l • J l J 

donde 

l r .. q.h. = 
. , 1 J 1 J 
1 'J 

I, Ir - - l q - 
i j l J l 

Como h. z 1 , V j , segue facilmente que ambos os membros da iguald! J 

de acima tem suportes disjuntos; consequentemente ambos devem ser 

iguais a 0, separadarnente. 

Ainda, como q.h. z q h 
1 J r s quando (i,j) z (r,s), de L r .. q.h.=0 

. . l J l J 
1 ,J 

segue irnediatamente que r .. = 0 para todo par (i,j). 
1 J 

Para provar que B tambem e um conjunto gerador de 6(G:H), da 

propria definicao vem que bastara provar que todo elemento da forma 

g(h-1) com g c G, h c H ~ combinarao linear de elementos de B. 
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Agora, dado g E G, sabemos que g 

algum h. E H. Logo: 
J 

g(h-1) = q.h.(h-1) q.(h.h-1) + q.(h.-1) D 
l J l J 1 J 

D_.3.) Corolario - 6(G) n: a(g)(g-1) i a(g) E R} . 
g 

Demonstrac:ao Conforme a proposic:ao acima, o conjunto 

( g- 1 

e uma base de 6(G) sobre R, donde segue a afirmac:ao. D 

No caso particular em que H ~ um subgrupo normal de G e pos­ 

s1vel dar uma interpretac:ao especial ao ideal 6(G:H). Com efeito, 

se H<,S, consideramos o homomorfismo c an o n t c o lli: G--+- G/H que a cada 

elemento g E G associa a sua classe g = gH E G/H. Conforme o Coro 

lario (2.6) ele pode ser extendido a um epimorfismo de an~is 

,,,*: RG __,. R(G/H) tal que: 

,.,* (I a ( g) g) 
9 

Ia(glg 
g 

(_ 3 • 4 ._) _ P r o p !) s i C a o Com a notac:ao acima, tem-se que 6(G:H) Ker(w*). 

_D~11_0_12_?J_~c:ao - Seja novarnente Q um transversal de H em G. 

Um elemento 0 E RG pode entao ser escrito como uma soma fini 

ta do tipo C'(= I r .. q.h., r .. E R, q. E Q, h. E H. 
i,jlJlj lJ l J 

Ternos entao que: 

w*(a) = l r .. q.~. 
i 'j 1 J l J 

Itir--l<i- . . l J l 
l J 



Consequentemente 
• C( E 

todo i. 

Se a E Ker(w*) Podemos e t- 
n ao escrever (somando "zero" onde for conveniente): 
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Ker(w*) 
se e somente se ~r .. 

J 1 J 
0, pa ra 

I ,, 
" 

vale 

cx = l r1 .. q. h. = 1 
.. JlJ t. r .. q.h·-I(I') , 
1,J i,j 1

J 1 J . ~rij qi = l r .. q.(h.-1) E ll(G:H). 
l J i ,j lJ l J 

Portanto, temos que K ( . ) 
er w* c: ll(G:H). A demonstracao de que 

tambem a inclusao de sent·d - 
1 

O contrario e trivial. n 

(
3
·
5
·) Corolario - Se H G entao ll(G:H) e um ideal bilateral de RG e 

vale: 

RG 
i'i(G:H) 

R(G/H) 

Segue tambem da proposicao acima que o ideal de aumento ti(G) 

de RG e, precisamente, o nucleo da funcao de aumento 
s: RG -,. R. 

EXERCTC IOS 

1. Sejam R c: S aneis com a mesma unidade e seja G um grupo. Para 

todo subgrupo H de G, provar que ti
5
(G:H) = s. llR(G:H). 

2. Seja S um conjunto de geradores de um subgrupo H de um grupo G. 

Provar que o conjunto {s-1 / s E S} e um conjunto de geradores de 

ti(G:H) como ideal a esquerda de RG. 

.. 
3. Sejam R um anel com unidade e H um subgrupo de um grupo G. Pode 

mos considerar RH como sub anel de RG e, consequentemente, tambem 
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6(H) como sbconjunto de RG. Com esta convencao, provar que: 

(i) 

( i i ) 

ti ( G: H) 

ti(G:H) 

que RG 

RG .t: ( H) 

ti(H) + ll(G)ll(G:H) (sugestao: provar primeiro 

R © ti(G) como R-modulos). 

4. (Karpilovsky [8]) Sejam H e N subgrupos de um grupo G e conside- 

r e 6 ( H) , ti ( N ) e ti(H n N) incluidos em RG. Provar que: 

( i ) 

( i i ) 

ti(H)ll{N) n ll(N) 

ti(G)ti(N) n ll(N) 

ll(H n N)ll(N). 

ll(N)2• 

(iii) G n (1 + ti(G)ll(N)) = N n (1 + ll(N)2). 

(sugestao: Para provar (i) considere um transversal Q de H em N e 

demonstre primeiro que ll(H)ll(N) = ll(H n N)ll(N) + L (q-1)ll(N)). 
qE Q 

5. Seja H um subgrupo de um grupo G e seja {H.}. 1 a fam,l i a de to 
1 1 E 

dos os conjugados de H em G. Provar que os ideais U(H) = L ll(G:H.) 
id l 

e V(H) == nll(G:H.) s a o ideais bilaterais de RG. 
id l 

6. Seja Q um transversal de um subgrupo H num grupo G. Dado um 

anel com unidade R, mostrar que o anel de grupo RG admite estrutura 

de RH-modulo, com as operacoes induzidas pelas operacoes de RG. Mos 

trar que este modulo e livre, com base Q. 

7. (Coleman [2]) - Seja I um ideal de RG. Provar que o anel quoci­ 

ente RG/I e comutativo se e somente se I :, ll(G:G'), onde G' indica o 

subgrupo comutador de G. 
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§4. Aneis de grupo cornpletarnente redutiveis 

Lernbrarnos que urn anel diz-se completamcnt, 
. c -~rr:futT - . ~vre ideal a esquerda e sornando d1reto ou, equivalent 
ernen te 

escrito corno soma direta de ideais a 
se todo 

se Pode ser 
esquerda rnin1·rn . a 1 s. 

Para aneis corn unidade, isto e equivaJente a d" 
izer 

anel dado e semisirnples, artiniano (Veja [4, (25.B)]). 

A estrutura dos aneis completarnente redutiveis e 
bern conheci 

da, urna vez que ela e descrita pelo farnoso Teorerna de Art· 
~ 

que 0 

-Wedderburn, que enunciarnos a seguir: 

(4.1.) Teorerna - Seja R urn anel corn unidade, completarnent T 

e redut1ve1. 
Entao: 

I 
I 
,I /. 

(i) R pode-se escrever corno sorna direta de ideais 

bilaterais: 

R - 81 © © B rn 

onde cada B. , ~ i ~ n, e urn anel sirnples. 
l 

rnados as e o m p u i1 e n ,t C' ./i oimple./i de R). 
(Estes ideais sao cha- 

( i i ) Cada anel sirnples B. e isornorfo a urn anel de rnatrizes 1 
M ( D.) onde o. e um anel corn divisao. n i 1 1 

( i i i ) As cornponentes simples estao univocamente determina- 

das e todo ideal bilateral de R e soma direta de componentes simples. 

Ainda, se M (0.) ~ M (0.) 
ni 1 nj J 

entao n.=n. 
l J 

e O. ~ 0 
l j . 

Para uma demo n s t r ac ao deste teorerna veja ([4, (25.15) e 

(26.8)] ou [14, Teorema VI.6.2.]. 
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Em vista disso resultara interessante - e util - determinar 

condicoes sobre R e G para que o anel de grupo RG seja completamente 

redutivel. 

Comecamos nosso trabalho nessa direcao lembrando o seguinte: 

(4.2) Definicao - Seja X c RG. Chama-se anulador a direita de X ao 

conjunto: 

P ( X ) = { a E R G I xo = D , V x E X } 

De forma analoga define-se o anulador a esquerda de X como o 

conjunto 

,\ (x) {a e RG I c x D , V x e X} 

(4.3) Lema - Sejam H um subgrupo de um grupo G e R um anel com unida 

de. En t a o p(i'l(G:H)) ~ 0 se e somente se H e finito. 

Demonstracao 

Seja D ~a= Ia(g)9 € p(ti(G:H)). 
g 

Para cada elemento h E H temos que (h-1 )a 0 donde ha = a 

i. e. 

l a ( g ) hg = }: a ( g ) g . 
9 g 

Seja g0 um elemento do suporte de a. Da i9ualdade acima se- 

9ue que deve existir um elemento 91 e sup(a) tal que h91 = 9
0
, donde 

h = 9
0
911• Como isto e valido para todo elemento h e H se9ue que 

{ -1 H c xy x,y € sup(a)} . Ainda, como sup(a) e um conjunto fini- 

to, se9ue imediatamente que H tambem o e. 
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Consideramos entao o e1emento h 
n 
I h .. 
i= 1 1 

n 
hh = I hh. 

i= 1 1 

donde 
~ 

(h-1)h \lh E H. 

Portanto 

Reciprocamente, seja H = {h1, .•. ,hn} 
um subgrupo 

finito de G~ 

Obviamente h"' 
O e temos: 

0 

h E p(ti(G:H)). 

h 

( 4. 4) lema - Sejam G um grupo finito e g € RG a soma de todos 0S e1e mentos de G. Entao: 

( i ) g e centra1 em RG e p(ti(G)) ;\.(ti(G)) = R.g 

( i i ) p(ti(G)) n ti ( G) = { ag I a E R a I G I 0} , = 

Demonstracao - Notamos inicia1mente que, dado x E G temos que: 

- -1 xgx I xgx-1 = l g 
gc G gE G 

Logo, xg = gx, V x E G donde g e centra1 em RG. 

g 

Ainda, a demonstracao do 1ema acima mostra que, dado a arbi­ 

trario em R tem-se que: 

ag E p(ti(G)) donde Rg c ti(G). 

Para provar a inc1usao contraria consideramos um e1emento 

a~ }:a(g)g E p(ti(G)) e seja g0 arbitrario em G. Temos entao que: 
g 

-1 ) 0 donde -1 ( g -1 a goa a 0 

ou seja 
fa(g)g~lg }:a(g)g 
g g 
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0 coeficiente de 1 E G na expressao no primeiro membro e 
u(g0) enquanto que, na expressao no segundo membro e a(1). Logo, 

deve ser a(g
0

) = a(1 ). Como isto vale para todo g
0
___<:__§ segue que 

a la(g)g 
g 

a(1)g e Rg D 

(4.5) Lema - Seja J um ideal a esqucrda de RG tal que 

RG =J@ 6(G) 

entao J= p(6(G)) e, consequentemente, e um ideal bilateral de RG. 

Demonstracao - Sejam a e J e p e 6(G) arbitrarios. Como J e 

ideal a esquerda temos que ca E J. Ainda, como 6(G) e bilateral, 

ta rn be m t e m O s q u e Sa E 6 ( G ) i . e. Sa E J n 6 ( G) = 0 , v C! c J , 

I/ f\ E 6(G). Isto prova que J c p(6(G)). 

Reciprocamente, seja x e p(6(G)). Podemos escrever 

1 = e1+e2 com e1 E J , e2 E 6(G) e temos que x 

Como x E p(6(G)) segue que xe2 O; portanto x xe, c J. n 

(4._6) Lema - Se o ideal de aumento, 6(G), e somando direto de RG 

e n t a o G e finito e IGI e t nv e r s Ive l em R. 

Demonstracao - Dos lemas anteriores, segue imediatamente que 

p(6(G)) ~ 0 e, consequentemente, que G e finito. 

Como no lema acima, escrevemos RG = p(6(G))@ 6(G) e 

com e1 e p(6(G)) e e2 E li(G). En t a o temos: 

E( e 1) . 
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Como e1 = ag para algum a E R, segue que 
c(e )-a (-) / Logo, /G/ e inversivel em R. D 1 - c 9 =a a/=1. 

Estamos agora em condicoes de demonstrar 
0 resultado 

pal desta secao. Ele foi obtido em 1898-1899 ' 
por Heinrich Maschke (1853-1908), um estudante 

princi- 

grou aos Estados Unidos e se juntou a o. Bolza 
e E. H. Moo re p a ra 

criar o departamento de matematica da Universidade de 
Chicago. 

para grupos finitos, 

de F. Klein que . em1- 

Na verdade, existem antecedentes deste 
resultado nos traba­ 

lhos de T. Molien; a respeito, veja Hawkins [6, p. 
271
]_ 

A demonstracao geral que damos a segui 
r segue essencialrnente 

as i de i a s de I. G. Connel l [ 3 J. 

(4.7) Teorema de Maschke - Um anel de grupo RG e completamente redu 

tivel se e somente se as seguintes condiroes est- . 
" ao verificadas: 

{i) G e finito 

{ii) /G/ e inversivel em R 

(iii) R e completamente redutivel 

Demonstracao - Suponhamos que RG e completamente redutivel. Entao, 

em particular 6(G) e somando direto e, do lema anterior, seguem ime­ 

diatamente (i) e (ii). 

Por outro lado, temos que R = RG/6(G). Como quocientes de 

aneis completamente redutiveis tambem O sao, (iii) resulta direta­ 

mente. 

Para a reciproca, suponhamos que valem as condicoes (i), 

(ii) e (iii) e seja M um ideal a esquerda de RG, arbitrario. Mostra 
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remos que M e somando direto de RG. 

Como R e completamente redutivel, todo R-modulo e completa­ 

mente redutivel (veja, por exemplo [4 , (25.8)] ou [14, Teorema 

VI~6.1]. Logo, existe um R-submodulo N de RG (que nao e, necessa­ 

riamente um RG-submodulo) tal que 

RG = M © N 

Seja agora n: RG - M a p r o j e cji o natural associada a decom 

posicao em soma direta. Definimos ainda: 

n*: RG __,_ M 

por 

n*(x) 1 

I G I 
2, g-1.n(g.x) 

QE G 
v x E RG 

I 

f 
Se demonstrarmos que n* e um RG-homomorfismo que verifica 

n*2 = n* e Im(n*) = M entao, chamando M1 = Ker(n*) ter-se-a que 

M
1 

e um RG-submodulo de RG e RG = M © M1 , com o que a nossa afirma- 

cao estara demonstrada. 

Agora, como n* e um R-homomorfismo, para demonstrar que tam­ 

bem e um RG-homomorfismo, bastara provar que 

1r* ( a x ) = a n* ( x ) Va E G , V x e RG 

Mas: 

n*(ax) 1 

I G I 
l g-1 n(gax) 

g EG 

a L (ga)-1n(ga)x). 
ge G 

Quando g percorre todos os elementos de G tambem ga percorre 

todos os elementos de G. Temos assim que 

11* ( a x) = a I t-1 11 ( tx) = a 11* (x) . 
t c G 

Como n e uma projecao sobre M, temos que n(m) m, V-m E M. 
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Ainda, se m E M, como M e RG-modulo, temos que gm E M, Vg E G; logo: 

1r*(m) 1 

I G I 
1 

I G I 
' -1 l gg m = m , V m E M . 

gcG 

Desta observacao decorre facilmente que M c Im(n*). 

Dado um elemento arbitrario x E RG, temos que n(gx) E M , 

Vg E G; consequentemente, n*(x) E M donde Im(n*) c M e segue a igua! 

dade. 

Finalmente, se 1r*(x) E M, V x E RG, da observacao anterior 

s e g u e q u e n* (n* ( x ) ) = 11 * ( x ) \J. x E R G , i • e . 1r * 2 =. n . [l 

Tanto por razoes historicas como pela sua aplicacao na teo­ 

ria de representacoes de grupos, resulta oarticularmente lm~ortante 

o caso em que R = K, um corpo. 

Neste caso, K e sempre completamente redutivel e /G/ e inver 

sivel em K se e somente se /G/ -' 0 em K, ou equivalentemente, se e 

s o se car(K) + /G/. Em p r e s e n c a destas o b s e rv a c o e s , podemos enun­ 

ciar como consequencia direta do teorema acima a versao mais classi­ 

ca do Teorema de Maschke: 

(4.8) Corolario - Sejam G um grupo finito e K um corpo. Entao, KG e 

completamente redutivel se e somente se car(K) + /G/. 

Temos caracterizado aqui completamente os aneis de grupo RG 

que sao completamente redutiveis, isto e, que sao simultaneamente 

artinianos e semisimples. No proximo capitulo estudaremos estas con 

dicoes separadamente. 
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EXERCicIOS 

1. Sejam G um grupa finita e K um c o r p o tal que car(K) I IGI. De­ 

manstrar que KG naa e campletamente redutivel mastranda que a ideal 

gerada par g l g naa e somando direta. 
9EG 

2. Seja s3 o grupo das permutac6es de tres elementas. Determinar 

a decampasicaa de [S3 em sama direta de algebras de matrizes. 

3. Seiam G um grupa camutativo finita e K um carpa tal que 

car(K) t jGJ. Pravar que KG e isomarfa a uma sama direta de c o r p o s . 

,,4_ Utilizar o exercicio anterior para mastrar que existem grupos 

G,H naa isamarfos, tais que [G ~ [H. 

5. Pravar que vale a recipraca do lema (4.5) i.e. que se G e um 

grupa finito e jGJ e inversivel em R entaa 6(G) e um somando direto 

de RG. 

6. (D.A.R. Wallace [19]) Se j a I um ideal de um anel de grupo RG tal 

que ab = ba , V a,b e I. Provar que I c \(6(G:G')) e demanstrar que 

G' e finito. 

7. Seja H um subgrupo finita de um grupo G e seja h 
~ 

que p( 6(G:H)) = hRG. 

p( 6( G: H) ) = \( 6( G: H)). 

"' l h. Pravar 
hEH 

Provar que se H~G entao h e central em RG e 
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§5. Aneis de_~rupos decomponiveis 

Na secao anterior estudamos aneis d 
e grupo que sao com­ 

pletamente redutfveis. Nessa mesma direcao prete d 
' . n emos determinar 

agora em que condicoes e possivel decompor RG ao menos 
como soma di- 

reta de ideais. 

Para isso precisaremos determinar inicial 
mente em que 

condicoes o ideal de aumento, 6(G), e nilpotente. 
E5ta questao foi 

estudada por S. A. Jennings [ 7 J, e I.G. Connell [3]_ 

(5.1.) Lema - Sejam G = <ajaP = 1> um grupo T l · 
c1c ico de ordem P e R 

um anel com unidade. Entao 6(G) coincide com o ideal a 
esquerda ge- 

rado pelo elemento (a-1). 

oemonstr~~ao - Sabemos, do corolario (3.3), que o conjunto 

{a
1
-1 /1 $ i ~ p-1} e uma base de 6(G) sobre R. 

Como a 
1
-1 = ai-l(a-1) + a1-2(a-1) + 

... + (a-1), a afir- 
macao segue imediatamente. D 

(5.2.) Te~re~ - Sejam G um grupo e R um anel com unidade. Entao, 
0 

ideal de aumento 6(G) e nilpotente se e somente se G e um p-grupo 

finito, para algum inteiro primo p e R tem caracteristica pm, para 

a 1 g um m ~ 1 . 

Demonstracao - Seja n tal que 6(G)" = 0 e 6(G)n-l ~ 0. Entao, co­ 

mo p(6(G)) :i 6(G)n-1,segue que G e finito. Para provar que G deve 

ser um p-grupo, para algum primo p, suponhamos que /G/ admite dois 

• 



divisores primos diferentes p,q. 

Tomando e1ementos x,y E G tais que o(x) 

podemos escrever: 

xp = [1 + (x-1)JP 

= yq = [1 + (y-1)]q = 1 + q(y-1) + (q)( 1)2 ( 1)q 2 Y- + ... + y- . 

Sejam r,s inteiros tais que r p +sq = 1 • Mu1tip1icando a 

primeira equacao a esquerda por r(y-1) e a segunda a direita por 

s(x-1) e somando, temos: 

- ( x-1) (y-1) [( ~ )( x-1) + ... + ( x -1 JP-1 J ( x-1 )( y-1 )+ ( x-1) (y- 1) [(i) (y-1 )+ ... + (y-1) q- J) J 
donde 

(x-1)(y-1) E fl(G)(x-1)(y-1) + (x-1)(y-1)Ll(G) c Ll(G)3. 

Mas, se (x-1)(y-1) E j(G)3 a mesma equacao acima imp1ica 

que tambem (x-1)(y-1) "Ll(G)4 e, indutivamente, (x-1)(y-1) E Ll(G)m, 

para todo inteiro positivo m. 

Como j(G)n 0 segue que (x-1)(y-1) =0. Desenvolvendo, 

xy - x-y + 0. 
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p' 0 (y) 

Como todos os e1ementos do suporte do primeiro membro 

sao diferentes dois a dois, pois x"' y; isto e uma c o n t r a d i c a o . 

Queremos provar agora que car(R) e uma po t en c t a de p. 

Consideremos primeiro o caso em que car(R) = m ~ 0 e su­ 

ponhamos que um outro primo q ~ p divida m. Entao ~m contem uma co­ 

pia de ~q e temos: 

q' 

J 

~ G c ~ G c RG q m 
donde 
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p or ta n to !'ill. ( G) n O. 
q 

' ,, Mas, de acordo com o Teorema (4.7), ll (G) e completamen­ 
q 

te redut1vel e estes aneis nao contem ideais nilpotentes; uma con- 
t 

~ tradicao . 
.. 
t 

f 

Ainda, se car(R) = 0 e q e um primo arbitrario, diferen­ 

te de p consideramos o homomorfismo canonico w: ll--+ llq , que esten 

demos a um homomorfismo de aneis de grupos w*: llG -•ll G. 
q 

Como llG c RG segue que 671. (G)n = O logo 

w*(l'i71(G)) = "z: (G) e nilpotente; uma c o n t r a d t c ao . 
q 

Reciprocamente, suponhamos que car(R) = Pm , m ~ 1 e que 

G e um p-grupo de ordem pn, n ~ 1. Faremos a demonstracao da nilpo­ 

tencia de !'i(G) por inducao em n. 

Se n=1 entao G e c1clico de ordem p e, se a e um gerador 

de G, do lema (5.1) temos que !'i(G) (1-a)RG = RG(1-a). 

Escolhendo p elementos e rb t t r e r t o s o:1, ... ,o:P em /'i(G), 

podemos escrever o produto na forma o:1 ... o:P = s1 ••• SP(1-a)P . 

p p p ) P- 1 p ( p) ( p) 2 ( p ) p- 1 Mas (1-a) = 1 + (1)a+ ... +(p-l a -a = 1 a- 2 a+ ... + p-l a 

Como todos estes coeficientes saa m~ltiplos de p, vemos 

que o produto o:1 ••• o:P pode ser 

6(G) teremos 

0: mp 

com 

m p y , com 

escrito na forma: 

S € RG. 

De forma analoga, se tomamos a1, ... ,amp a r b i t r a r t o s em 

y c RG , i. e. Ci mp 0. 
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Con s eq ue n teme n te, 6(G)mp = 0 donde 6(G) e nilpotente. 

Suponhamos agora que o resultado vale para grupos de 
n-1 n ordem p e que I G I = P • 

Como G e um p-grupo, existe um elemento a de o r de m p no 

centro de G. Entio, o subgrupo gerado por a, que denotamos <a> e 

norrna l em G e temos: 

RG 
6{G: <a>) 

- RG/<a> 

Como /G/<a>/ 

RG/ <a> e nilpotente. I s to si g n i fi c a q ue e x i s t e 
m 

que 6(G) 0 = 0 ~o quociente 

( 5. 3) 

n-1 p 

RG/ 2,(G:<a>) i.e. tal que 

m 
6(G) o c 6(G:<a>). 

sabemos que o idea1 de aumento de 

Ainda, 6(G:<a>) = 6(<a>)RG = RG(1-a) 

u~ inteiro m
0 

tal 

(A primeira igualdade segue do exerclcio 3 parte (i) da secao §3 e a 

segunda, do lema (5.1) ). 

Por outro lado, como a e central em G temos que 

( 5. 4) [RG(1-a)Jmp = RG(1-a)01P 0 

m mp 
De (5.3) e (5.4) segue que 6(G) 0 o . n 

Podemos extender agora este resultado, sem maiores difi­ 

culdades, a ideais de aumento de subgrupos normais de G. 

(5.5) Corolario - Sejam H um subgrupo normal de um grupo G e R um 

anel com unidade. Entao 6R(G:H) e nilpotente se e somente se H e urn 

p-subgrupo finito de G, para algum primo p, e car(R) = prn, com m~ 1. 

_i 

j 

1 
) 
~ 
J 
.J 
I 

1 
; 

) 

1 
J, 

11 
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Demonstratio - Suponhamos primeiro que L(G:H) e nilpotente. Como 

6(H) c ll(G:H) temos que tambem L(H) e nilpotente e a tese segue dire 

tamente do teorema acima. 

e car(R 

t > 1. 

Reciprocamente, se H e um p-subgrupo normal, finito de G 

pm , m ~ 1 sabemos que L(H)t = O para algum inteiro 

Tomando novamente um transversal Q de H em G temos que 

todo elemento a E L(G:H) pode-se escrever na forma: 

a = L r .. q . ( h . -1 ) , r 
1
. J. € R , q

1
• c Q , hJ. c H • i,jlJl J 

Para calcular o produto de dois destes elementos, apli­ 

cando a propriedade distributiva, devemos calcular produtos da for­ 

ma 

r .. r tq.(h.-1lq (ht-1) lJ s l J . s 

Como H~G, temos que q;1hjqs e um outro elemento de H, 

que indicaremos por hj . Entio hjqs = hjq
5 

e temos: 

• 

r . . r t q . q ( h '. - 1 ) ( h t - 1 ) E R G 6( H ) 2 • lJ s l s J 

Indutivamente: 

0 • [1 
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CAPTTULO II 

CONDICOES DE FINITUDE 

Este capitulo e dedicado ao estudo das condicoes de fini 

tude em aneis de grupos. Observamos que, em virtude da existencia 

da involucao * (Proposicao I.2.7), um anel de grupo com coeficien­ 

tes num anel comutativo R e artiniano ou noetheriano a esquerda se e 

somente se e artiniano ou noetheriano a direita respectivamente. As 

sim, neste capitulo, ocupar-nos-emos apenas de condicoes a esquerda. 

No que segue, R denotar~ um anel com unidade e K um corpo. 

§1. Resultados preliminares 

Para estudar os aneis de grupo artinianos, precisaremos 

dar inicialmente uma caracterizacao dos aneis de grupo que sao pri­ 

mos. 

(1.1) Oefinicao - Um anel R diz-se p__cimo se para quaisquer dois 

ideais A,B de R tais que AB = 0, tem-se que A= O ou B= 0. 

Seja agora H um subgrupo de G. Existe uma projecao na- 

. tural 11H: KG -, KH, dada por: 

TIH( I a(g)g) = I a(g)g. 
gcG gEH 

Em outras palavras, se a c KG, entao 11H(a) se obtem anu­ 

lando todos aqueles coeficientes que nao correspondem a elementos de 

H. 
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Enunciamos abaixo algumas propriedades basicas da funcao 

(1.2) Proposicao - Dados a,S E RG, y E RH, r,s E R, tem-se que: 

( i ) 

( i i ) 

( i i i ) 

( i v ) 

TTH(ra+sB) = r11H{a) + STIH{s)~ 

11H(ya) = y.11H(a) , 11H(ay) = 11H(a)y 

Se 1J<1G, en t a o V x E G , tem-se: 1rH(x-1ax)=x-111H(a)x. 

Prova: A t,tulo de ilustracao, demonstraremos (iii). Escrevendo 

a= JTH(a) +a', com s up Io ") n H = $, vem que ya =Y"H(a) +ya', 

onde sup(YTTH(a))c H, s up rr« ") n H = $ Logo, 11H(ya) = y11H(a) ,.como 

quer,amos demonstrar. A demonstracao de que 11H(aY) = 11H(a)y e 

analoga. D 

~--~-m_~ - Seja I um ideal de KG. Entao, 

Prova - Seja Q = {q.}. 1 um transversal a direita de H em G, com 
l lE 

q1 = 1. Dado a E I, escrevemos: a= Ia(g)g = ~S(qi)qi , com 
g l 

B(q;) E RH. Notamos ainda que 11H(a) = B(q
1
), e em geral 

-1 ) 1 11H(aq1. = B(q; ). Assim, a= I11H(aq: )q. Como I e um ideal, 
i l l 

-1 
aqi - r . Logo, a E 11H(I)KG. Ll 

Precisaremos ainda do Lema abaixo sobre grupos: 



-108- 

(1.4) Lema - Sejam G um grupo, H1,H2, ... ,Hn s ub q r up o s de G, distin~ 

tos dois a dois. Suponhamos que existe uma colecao finita de elemet 

tos x .. E G tais que G = LJH.x ... En t a o , para algum i, [G:Hi] <"". 
1 J i 'j l 1 J 

Prova - Vamos proceder por inducao em n. 

Se n=1, o resultado e imediato. 

Se um conjunto completo de coclasses de H comparece na n 
uniao, e claro que [G: Hn] < 00 Suponhamos entao que a coclasse Hn~ 

LJ H. x .. 
. . l l J 
l 'J 

Ma s 

H x n nr 

nao comparece, para algum x E G. Entao, H x c G c 
n 

H x n H x . = ~, para todo j, logo H x c LJH.x .. 
n n nJ n i~n 1 lJ 

j 

Dai e facil ver que, para todo elemento xnr , tem-se qu~ 

c LJH.x .. x-1x , e G pode ser coberto por uma un i a o finita i ~n , , J n r 
j 

de coclasses H1,H2, ... ,Hn_1 . Pela h t p o t e s e de i n du c ao , temos que 

[G: H;] < 00, para algum i :. n-1. o 

Oado um grupo G, consideramos o conjunto 

$(G) {g E G I a classe de conjuqacao de G tem ordem finita } 

Note que a classe de conjugacao de um elemento g G tern 

ordem finita se e somente [G: C(g)] < oo, onde C(g) denota o centra~ 

lizador de g em G . 

. 
Pode-se demonstrar que ~(G) e um subgrupo normal de G 

lv e r 17, p. 441], que e conhecido como o FC-subgrupo de G (FC p o r 

finite class). 

Em particular, um grupo G diz-se FC se G ~(G). Neste 
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caso, pode-se provar que todo elemento de G', o subgrupo comutador 

de G, e de ordem finita [ver 17, p. 442]. Consequentemente um gr~ 

po FC, sem tor~io,~ necessariamente abeliano. 

No que segue, consideraremos a func~o n(/J(G) , que deno­ 

taremos simplesmente por n. 

(1.5) Lema - Sejam ::x,B E KG. Se o x E O , Vx ~ G, entio ~(a)e 0. 

Prova - Suponhamos por absurdo, que y = n(a)S" 0 , e seja 

sup(a) = {u1,u2, ••• ,un). Se C(ui) denota o centralizador de u1 em 

G, consideremos o subgrupo \1 =n C (u1). Como [G: C(u1)J < 00, tem­ 

-se que [G: WJ < "' • 

Ainda, note que todo elemento x EI, comuta com n(a). 

Ora, a= 11(0.) + "' 

crevemos: a' 

com sup(o.') disjunto de qi(G). Es- 

B I = Ib k z k ' z k E G • 
k 

Seja agora v E sup(y). Se algum y. e conjugado de algum 
J 

-1 -1 -1 
vzk , escolhemos hjk E G tal que hjk yj hjk vzk 

Seja x E \1. Por 

igualdade a esquerda por x-1 
hipotese, o.XB = 0. Multiplicando esta 

-1 vem que x «x s 0, o u : 
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Portanto, 

reito. 

provar que 

-1 -Y = x a'xS . 

Como v c sup(y), v ocorre tambem no suporte do 

Ou seja, existem yj,zk tais que v= x-1yjxzk , ou 
-1 -1 

vzk = hjk yj hjk 

Assim, xh~k1 c C(y.) 
J J 

~c Uc,y.)h.k. 
j, k J J 

e x E C(y.)h.k. 
J J 

lado di- 

Acabamos de 

- condi- Como [G: W] < 00 segue facilmente que G esta nas 

( ) • . f" ·to temos c o e s do Lema 1.4 . Como nenhum dos C(y.) tem i n d i c e ,n, • 
J 

uma contradii;:ao. 0 

(1.6) Lema Sejam A1 ,A2 ideais de KG tais que A
1 
,A

2 
o. Entao, 

Prova - Mostraremos primeiro que n(A1 )A2 a Pa ra cada x E G ' = 

C/.1 E A1 ' C/.2 E A2 ' tem-se que a1xa2 = a. Pelo Lema ( 1. 5)' vem que 

TT (a1 )a2 a. 

Sejam agora a1 c A1 , a
2 

c A
2 

, x c G. Como a2x € A2 ' 

vem que n(a1)a2x = 11(a
1
)a

2
x.1 0. 

Pelo tema (1.5), vem que n(n(a1)a2)1 = 0 e, do Lema 

(1.2), tem-se: n(a1h(a2) = O, como queriamos demonstrar. 0 

(1.7) Lema - Sejam G um grupo ordenado e R um anel sem divisores de 

zero. Entao, RG nao contem divisores de zero. 

Prova - Sejam a,B c RG, diferentes de zero. Mostraremos que aS" 0. 



-111- 

Com efeito, como sup(a) e finito, podemos determinar um e 

lemento g0 E sup(a) que seja m i n i mo , i.e. tal que g
0 

< g, V q e s up ] o }, 

9 ~ 90 , e seja a~ 0 o seu coeficiente na expressao de a. 

Escrevemos entao a= ag
0 

+ I a(g)g. 
g~go 

De modo analogo, podemos escrever B na forma 

B= bh0 + I b(h)h, onde h
0 

< h, Vh E sup(B), e b ~o. 
h~h 

0 

Agora, «s 

elemento g0h0 certamente nao comparece na segunda parcela da soma, 

Como R nao contem divisores de zero, temos que ab ~ 0 , 

donde aB ~ 0 . D 

(1.8) Lema - Seja G um grupo abeliano sem torcao. Entao, se R e um 

anel sem divisores de zero, RG nao contem divisores de zero. 

Prova - Sejam a,B E RG tais que aB = 0. Considerando o subgrupo 

de G gerado por sup(a) u sup(B), podemos supor que G e finitamente 

gerado. 

0 resultado segue agora do lema acima e do fato de que 

todo grupo abeliano finitamente gerado sem torcao e ordenado. 

(1 .9) Teorema - 0 anel de grupo KG e primo se e somente se G nao con 

tem subgrupos normais finitos nao triviais. 
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Prova ( = ) - Seja H um subgrupo norrna1 finito de G, e consideremos 

o e1ernento H = l h 
hE H 

Como H<JG, e facil ver que H E Z(KG), 0 centro 

de KG. Ca1culando, vem diretamente que H2 /H/H. Portanto, 
/. A 

H(H-/Hj.1) = 0. 

Ora, como KG e primo, Z(KG) nao contem divisores de ze­ 

ro. Logo, H = IH/.1 e H = {1}. 

("- ~) - Sejam A1,A2 ideais de KG tais que A1A2 = 0. 

Pelo Lema (1.6), 11(A1)11(A2) = 0. Mas estes s e o ideaisde Kqi(G). 

Oa h t o c t e s e , cp(G) e sem t o r c a o , 1090 abeliano. Pelo Lema (1.8), 

K ·1,(G) naa c o nt sm divisores de zero. 

Suponhamos entao que rr(A1) ~ 0, e seja a~ 0 em rr(A1). 

Tem-se que aB 0, para todo S E n(A2). Logo, R 0 

( 
Acabamos de provar que u(A1) = 0 ou n(A2) 

ma (1.3), vern entao que A1 = 0 ou A2 = 0. 0 

0 . Do I e- 

§2. Aneis artinianos 

Neste secao caracterizaremos os aneis de grupo que sao 

artinianos. Comecaremos estudando o caso em que o anel de coefici­ 

entes e um corpo. 

(2.1) Teorema - O anel KG e artiniano se e somente se G e finito. 
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Prova ( <=) - Se G e finito, de ordern 1, KG e um e s p a c o vetorial 

de dimensao n sobre K. Como todo ideal a esquerda de KG e, em par­ 

ticular, um subespaco vetorial, segue f a c t l me u t e que uma cadeia des­ 

cendente de ideais tem, no miximo, comprimento igual a n. 

(==) Como KG e artiniano, J(KG), o radical de 

Jacobson de KG, e nilpotente. Suponhamos primeiro que KG e primo. 

Neste caso, J(KG) = 0. Pelo teorema de Wedderburn, KG deve ser uma 

soma direta de aneis simples. Como estamos supondo que KG e primo, 

deve ser ele pr6prio um anel simples. Mas 6(G) e um ideal bilateral 

pr6prio de KG; logo, deve ser trivial. Assim, devernos ter G = ( 1}. 

Seja agora n o comprimento de uma sequencia de composi­ 

cao para KG. Procederemos por t n dvc a o em n. Se '1=1, o ideal {O} 

e o unico ideal pr6prio de KG, logo 6(G) = {Ot e portanto G (1}. 

Suponhamos o teorema demonstrado para todo anel de grupo 

que admita uma sequencia de composicao de comprimento menor ou igual 

a n-1. 

Se KG e primo, pela observacao acima, o teorema esta de­ 

monstrado. Se KG nao e primo, pelo Teorema (1 .9), G contem um sub­ 

-grupo normal finito H"' {1}. Seja 1,J*: KG- KG/H o homornorfismo 

can6nico definido no §3 do Capltulo I. Entao, K G/H e artiniano e 

tem uma sequencia de composicao de comprimento menor que n, ji que 

ker w*"' {O} . Pela hip6tese de inducao, vem que !GIH! < 00 Como 

IHI < 00, segue que !G! c =, [I 

Trataremos agora de obter a c a r a c t e r i z a c a o par a o caso em 

que o anel <le coeficientes nao e necessariamente um corpo. 
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(2. 2) Lema.- Seja R = Mn(D), em que D e um anel com divisao de cen­ 

tro K. Se RG e artiniano, entao KG e artiniano. 

Prova - De fato, seja I" 12" ... " In" uma cadeia de ideais 

a esquerda de KG. Entao, RI1" ••• " Rin" ... e uma cadeia de 

ideais de RG. 

Da .hip6tese, existe n e N, tal que Rln = Rlnn 

Observamos agora·que, pra todo ideal a esquerda I de KG, tem-se que 

R I n KG = I • 

Dai seg~e facilmente que In I n+ 1 = • • • 0 

(2.3) Teorema - Seja R um anel com unidade. Entao, RG e artiniano 

se e somente se R e artiniano e G e finito. 

prova ( =) - Considerando o epimorfismo E: RG -> R, definido no 

§2 do Capitulo I, vem imediatamente que R e artiniano. 

Pelo t e o r ema de Wedderkurn, 

D; sao aneis com divisao. 

R 
J ( R) 

© Mn_(Di) em que os 
l 

Sejam f: R -->M (D1) o epimorfismo natural e 
n1 

f*: RG ->M (D1)Go epimorfismo de a n e i s definido no exerdcio 1, 
n1 

§2, Ca p f t u l o I. 

Como RG e artiniano, M (D )G e artiniano. Se K denota 
nl l 

o centro de D1, do Lema (2.2) vem que KG e artiniano e do Teorema 

(2.1) segue que G e finito. 

(<=) A reciproca e imediata, pois o R-m6dulo RG e fi­ 

nitamente gerado, logo artiniano. Como os ideais a esquerda de RG 

sao em particular R-subm6dulos, a tese segue imediatamente. n 
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§3. Aneis noetherianos 

Analogamente, pode-se fazer um estudo semelhante dos 

aneis de grupo noetherianos. 

No entanto, ainda nao foi obtida a caracterizacao dos 

grupos G para os quais KG e noetheriano. 

A familia de grupos definidos abaixo aparece naturalmen­ 

te neste estudo. 

(3.1) Definicao - Um grupo G diz-se noetheriano se para toda cadeia 

de subgrupos de G, existe r c N tal que 

Hr Hr+h , para todo inteiro positivo h. 

(3.2) Proposicao - Se RG e um anel noetheriano, entao R e G sao 

noetherianos. 

Prova - Considerando novamente o epimorfismo E: RG _, R, definido 

no §2 do Capitulo 1, vem imediatamente que R e noetheriano. 

Seja agora H11e H2 c .•. c Hn c ... uma cadeia de s ub­ 

grupos de G. Entao, 

6( G: H 1 ) c 6( G: H z) c • • • c 6( G: H n) c 

de ideais a esquerda de RG. Da hipotese, existe r 

6( G: H r) = 6( G: H ) = ••• 
r+1 

e uma cadeia 

N tal que 

Dai pode-se concluir que Hr = Hr+1 = •••• De fato, 

S e j a h E H j , j > r . E n ta o , h - 1 E 6( G : H j ) = 6( G : H 1 ) e s U p O n ha m O S 

por absurdo, que h i H r 
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{qi }id um transversal a esquerda de Hr 

em G, com q1 = 1. Entao, h se escreve na forma: h 

q' E Q, q'., 1 , h' ( Hr Logo, 

q'h', com 

h - = q'h'-1 = q' (h'-1) + (q'-1). 

Como q'(h'-1) E ti(G:Hr)' vem que q'-1 E ti(G,Hr). 

Pela p r o p o s i c ao (3.2) do Capitulo I, q '-1 pode ser e s c r t 

to na forma: 

q I -1 l r .. q.h. - l (l r .. )q. , 
i ,j lJ l J i j lJ l 

hJ. E H , r .. E R , hJ. "1 r 1 J 

Como os elementos do suporte do segundo membro sao dois 

a dois distintos, vem que 

I r .. q.h. = o 
. . l J l J 
l , J 

Z:(Ir .. )q. = q'-1 
i j l J l 

Da primeira equacao decorre que todos os rij saa nulos; 

a segunda equacao leva entao a uma contradicao. 0 

Ate hoje nao foi possivel decidir S2 a reciproca desta 

proposicao e verdadeira. 

Apresentamos a seguir uma familia de grupos que sao os 

unicos exemplos conhecidos de grupos noetherianos. 

(3.3) Definicao Um grupo G diz-se pol~ciclico-por-finito se exis- 

tem subgrupos { 1} = G
0 

c G
1 

c 

0 ;_; 

t O S. 

/ n-1 , e os ~uocientes 

c G = G ta i s q u e G .<1 G . 1 , n 1 1 + 

G. 1 l+ 
-- sao finitos ou ciclicos infini­ 
Gi 
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(3. 4) Lema - Seja G um grupo que admite um subgrupo normal H tal que 

H e G/H sao noetherianos. Entao, G e noetheriano. 

E_rova - Seja G0 c G1 c ••• c Gn c • • • uma cadeia ascendente de sub­ 

grupos de G. 

En t ao , G0 n H c G
1 

n H c ••• c Gn n H c 

ascendente de subgrupos de H, logo existe n
0 

tal que 

G n H = Gn
0
+h n H , h .: 1 

no 

Por outro lado, 
G H 
._p_ c 

H 
c 

deia de subgrupos G logo existe tal de 7f , n, que 

G H G H 
n 1 n1+h 

h .: 
H H 

c ••• 

e uma cadeia 

e uma ca- 

Chamando t ao maior dos inteiros no, n 1 , vem imediatamen 

te que GtH G.H , Gt n H G. n H Vi a: t l l 

Seja agora g E G; ' com i .: t Como gH = kH , para a l - 

k E Gt k_,g H -1 H Gt e, gum , vem que E n G. = H n Gt Logo, k g E n 
l 

como k E Gt , vem que g € Gt 

Isto mostra que G; v i .: t. 

(3.5) Proposicao - Se G e um grupo polic1clico-por-finito, entao G e 

noetheriano. 

Prova - Observamos primeiro que os grupos c1clicos infinitos sao 

noetherianos. De fato, seja H = <g> um grupo cfclico infinito, e 

seja 
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n i uma cadeia ascendente de subgrupos de H, com Hi = < g >, ni ic N . 

H H ni (gni+1)i I v· Em Como i c i+1 , g e ni+1 ni , 1. 

particular, n.In , Vi , e dai e facil concluir que a cadeia e es- 
1 0 

tacionaria. 

Agora, seja ( 1 } = G
0 

c G1 c ••• c Gn c ••• uma cadeia de 

subgrupos de G como na definicao (3.3). 

Faremos a demonstracao por inducao em n. Se n 

e finito ou ciclico infinito, logo noetheriano. 

Suponhamos agora n> 1 e que a proposicao seja verdadei­ 

ra para todo grupo que admite uma cadeia de subgrupos como a da defi 

nicao (3.3), de comprimento menor ou igual a n-1. 

Ora, G /G e finito ou ciclico infinito, logo noethe- n n1 
riano, e G 1 e noetheriano pela hipotese de inducao. Logo, G = G n- n 
e noetheriano, pela proposicao (3.4). D 

(3.6) Lema - Seja H~G , tal que G/H e finito ou ciclico infinito. 

Sejam M um RG-modulo , N um RH-submodulo de N, com M = RG.N. Se o 

RH-modulo N e noetheriano, entao o RG-modulo M tambem e noetheriano. 

Prova - Suponhamos primeiro que ~ 

tais que G =lJs;H 
l 

n. Entao, existem 

Temos entao que M = s1N + .•. + snN. Vamos demonstrar 

que cada sN e um RH-modulo noetheriano. Primeiro observamos que ca­ 

da sN e , de fato, um RH-modulo. Para isso, basta verificar que sN 
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e fechado em relacao a multiplicacao por elementos de H. Mas, se 

h e H e n e N entao hsn = sh'n, para algum h' 1 H, pois H~G. 

Seja agora T um submodulo de N, e seja 

T' = {n E N I sn e T}. 

Verifica-se facilmente que T' e um submodulo de N, e que 

T s TI. 

Assim, dada uma cadeia sT1 c sT2 r.,, csT~ c ... de sub 

modulos de sN, em que os TI sao definidos como acima, a cadeia 
l 

Tj c T~ c ... c T~ c .•. de submodulos de N e estacioniria, logo sN 

e um RH-modulo noetheriano. 

Portanto, obtem-se que M e um RH-modulo noetheriano. 

Como todo RG-submodulo de M e tambem um RH-submodulo, vem imediata­ 

mente que M e um RG-modulo noetheriano. 

Suponhamos agora que ~ = <X> , com x de ordem infini 

ta. En t a o , G = LJxiH. Como M = RGN, vem que todo elemento a" M 
i e L 

se escreve na forma: 

= ! xin. , com n. e N . 
i E Z l l 

Seja agora M0 ~ {0} um submodulo arbitririo de M. Vamos 

mostrar que M0 e finitamente gerado, donde seguiri que M e 

noetheriano. 

Dado um elemento a= 1 xin. 
icZ l 

ficiente dominante de a ao elemento nt correspondente a maior poten- 

cia de x que efetivamente comparece na expressao de a, isto e, nt e 

nao nulo, chamaremos coe- 

o coeficiente dominante de a se nt ~ 0 mas ni O, para todo i >t. 
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Seja entio N
0 

o subconjunto de N formado pelo elemento 

O e por todos os coeficientes dominantes de elementos de M0 . 

Verifica-se trivialmente que N
0 

e um RH-submodulo de N. 

Logo, e finitamente gerado. Seja entio {a1 ,a2, ••• ,at} um conjunto 

de geradores de N0• 

Tomemos elementos rn1,m2, ••• ,mt de M cujos coeficientes 

dominantes sao respectivarnente a1 ,a2, •.• ,at. Podernos escolhe-los 
k 

com a propriedade de que o termo de rnaior grau e da forrna aix , em 

que O inteiro k nao depende de i, e tais que nao apresentarn poten­ 

cias negativas de x. (referir-nos-ernos a esta ~ltirna propriedade 
r 1 r t 

corno a propriedade (*)). De fato, sejam a1x , ... ,a x o s terrnos 

correspondentes aos coeficientes dominantes dos rni , e seja 
r-r. 

r = rnax {ri} . Entio, os elernentos x 1mi tem terrno de maior grau 

r da forrna aix , e sao elementos de M0 

Agora, para que satisfa(.arn a propriedade (*), basta rnul­ 

tiplicar por uma potencia suficienternente grande de x. 

n Seja agora u1 e M
0 

, e seja u = x u1 e M
0 

, tal que u 

tem a propriedade (*), e o termo de rnaior grau tern a forrna: axq 

com q ~ k. 

Entao, a e N 
0 

Tomemos e n t a o a 

M
0 

, com a 

elemento n 

propriedade 

q-k x ;:,y i m i 

( *). 

logo a e urna serna: a ~Y. a. ' y. E RH. 
. l l l 
l 

soma: 2-y. m. Este e um elemento de i l l 

Mu·1 tipl icando-o por q-k vem que 0 x I 

ainda pertence a M
0 

, tem a propriedade (*), 

e O termo de maior grau e axq 

Podemos escrever n na forma: n= axq+n', em que n' tern 

a propriedade (*), e tal que na sua expressao so aparecern as poten- 

. 1 2 q-1 c1as ,x,x , ... ,x . 
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Analogamente, temos que u 

mesmas propriedades que n'. 

axq + u' , em que u' tem as 

Logo, u = n-n' + u'. Chamando n
1 

= u'-n' , vem que n
1 

pertence a M0 (pois u,n E M
0
), tem a propriedade * e em n

1 
so apare- 

- q-1 cem as potencias 1,x, ... ,x . 

Repetindo o argumento empregado para u, podemos escrever 

n1 na forma: n1 = n2+n3 , com n2 no submodulo de M
0 

gerado por 

m1, ..• ,m,e,, e n3 E M0 , com a propriedade (*), e tal que na sua ex- 

- . 1 q-2 pressao so aparecem as potenc1as ,x, ... ,x 

Aplicando este processo um numero suficiente de vezes, 

podemos escrever u na forma: u=m+m', em que m E [m
1
, ••• ,m,e, J c M

0 
, 

r.1~ E M0 tem a propriedade (*) e 1,a e x p r e s s a o de m ' s o aparecem as 
- 1 p-1 potencias ,x, ... ,x . 

p-1 - Ora, m' pertence e n t a o a L = N+xN+ ... +x N, que e um 

RH-modulo noetheriano (para ver isto, basta repetir o argumento em­ 

pregado para mostrar que M e noetheriano, quando IG!HI < 00). As s im , 

o RH-submodulo L n M0 e finitamente gerado. Seja {m,e,+l'"""'mt} um 

conjunto de geradores de L n M
0 

. 

R, k 
Entao, u = l a.m. + l B.m. 'a. E RG ' Bi E RH , e 

i=1 l l i=,Q,+1 1 l l 

-n - 
u1 = x u e uma combinacao linear dos mi , com coeficientes em RG; 

logo, M0 e gerado pelo conjunto {m.}1<'<k 
l - l - 

0 

(3.7) Teorema - Sejam G um grupo polic1clico-por-finito e R um anel 

noetheriano. Entao, RG e noetheriano. 

Prova - Seja {1} = G0 c G1 c ••• c Gn = G uma cadeia como na defi­ 

nicao (3.3). Procederemos por inducao em n. Se n=1, tomando, no 
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Lema (3.6), H = {1} , M = RG , N=R , vem que RG e noetheriano. 

Suponhamos agora o teorema demonstrado para todo grupo 

que admite uma cadeia como a da definicao (3.3), de comprimento me­ 

nor ou igual a n-1 (n ~ 1 ). Entao, pela hip6tese de inducao, 

RG e noetheriano. 
n - 1 

Tomando H = Gn_1 , M = RG , N= RGn_1 , o Lema (3.6) 

mostra imediatamente que RG e noetheriano. 

Conjectura-se que todos os grupos noetherianos sejam po­ 

liciclicos-por-finitos. A verificacao desta conjectura provaria a 

reciproca do Teorema (3.7). 

§4. O Radical de Jacobson 

Apresentamos aqui alguns resultados e conjecturas sobre 

o radical de Jacobson de KG. 

Primeiramente, observamos que, no caso de grupos finitos 

e facil decidir em que condicoes RG e semi-simples, isto e, J(KG)=O. 

De fato, temos a seguinte 

(4.1) Proposicao - Seja G um grupo finito. Entao, J(KG) 

somente se car K f /G/. 

0 se e 

!:_rova - Suponhamos primeiro que J(KG) = 0. Como G e finito, KG e 
artiniano, pelo Teorema (2.1). Logo, KG e completamente redutlvel, 

e pelo c o r o l ar i o 4.7 do caoitulo I, temos que car K x /G/. 
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Reciprocamente, temos que, se car K ,f [G[, pelo c o r o l a­ 
rio mencionado acima, KG e completamente redutlvel, logo J(KG) = 0. 

Talvez o provlema mais diflcil envolvendo aneis de grupo 

de grupos infinitos seja o de determinar condic6es necessarias e su- 

ficientes para que J(KG) 

trutura de J(KG). 

0 , ou , mais geralmente, determinar a es 

Possivelmente, se car K = 0, J(KG) e sempre trivial, me~ 

mo que G seja infinito. Na direcao desta conjectura, temos os se­ 

guintes teoremas: 

(4.2) Teorema (Villamayor, 59): Se car K 

J(KG) = 0. 

0 e G e s o l iiv e l , e n t a o 

(4.3) Teorema (Amitsur, 59): Se car K = 0 e K e uma extensao trans 

cendente de seu corpo primo, entao J(KG) 0. 

0bservamos ainda que, gracas aos trabalhos de Amitsur, 

sabe-se que para demonstrar que J(KG) = 0 no caso em que car K = 0, 

K e uma extensao algebrica de seu corpo primo Q, e su~iciente demons­ 

trar que J(QG) = 0. 

Agora, conforme a Proposicao (4.1), se car K = p e G e 

finito, com elementos de ordem p, entao J(KG) ~ {0} . No entanto, 

como o radical de Jacobson de um anel artiniano e nilpotente [ver 

10, p. 67], podemos ao menos afirmar que, nestas c o n d i c o e s , J(KG) 

e n i l p o t e n t e . 

Assim, se G e um grupo arbitrario e car (K) = p, a con- 

jectura classica e que J(KG) e um ideal nil. 

anel R diz-se nil se V.x E I, :!n e N tal que x"=O). 

(Um ideal de um 
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Nesta direcao, os resultados mais importantes sao os se- 

guintes: 

(4.4) Teorema (Villamayor, 59): Se car K 

elementos de ordem p, entao J(KG) = 0 . 

p e G e soluvel, sem 

(4.5) Teorema (Passman, 62): Se car K = p , K e uma extensao trans­ 

cendente de seu corpo primo e G n ao tem elementos de ordem p, e n t a o 

J(KG) = 0 . 

A condicao "G nao tem elementos de ordem p" nao e, no en 

tanto, necessaria: existem exemplos de grupos G, com p-elementos, 

tais que J(KG) = 0, para todo corpo de caracteristica p. Para refe­ 

rencias adicionais, ver [13, p. 295]. 

O problema se torna bastante mais dificil se se procura 

determinar a estrutura de J(KG). Para se ter uma ideia do grau de 

dificuldade desta questao, observamos que os trabalhos recentes nes­ 

ta direcao estiorestritos ao caso em que car K = p e G e finito. 

Os resultados, por outro lado, nio dao informac6es sobre a estrutura 

de J(KG) mas sim sobre o seu indice de nilpotencia ou sua dimensao. 

Para referencias mais detalhadas, recomendamos os traba­ 

l h o s de D.A.R. Wallace (por exemplo: Proc. Edinb. Math. Soc., II, 

Ser 16 (1968), 127-134). 
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