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INTRODUCAO

0s aneis de grupo fizeram sua aparicao muito cedo na histo

ria moderna da algebra abstrata. Eles foram definidos pela primeira

vez em 1854 no mesmo artigo de A. Cayley que e hoje considerado a o-

rigem da teoria abstrata de grupos. Ate entao, somente grupos de per

mutacoes tinham sido estudados.

Apos estudos de T. Molien e dos trabalhos de G.Frobenius sO
bre numeros hipercomplexos, o assunto ganha uma nova dimensao quando

no periodo 1927-1929 R. Brauer e sobretudo E. Noether estabeleceram
a Tntima conexao existente entre a teoria de representacoes de gru-
pos e a estrutura de algebras usando decisivamente, para tanto, e
ceito de anel de grupo (a este respeito, veja por exemplo [111).
Finalmente, a partir dos anos 40 0 assunto adquire relevan

o as propriedades algebricas destas estruturas

cia em si mesmo, quand

comecam a ser cuidadosamente investigadas.

~ . imento
0 leitor encontrara mais detalhes sobre 0 desenvolvi

historico da teoria em [6], [15] e [16].

ar que a estrutura algebrica dos

Talvez valha a pena observ )
aneis de qrupo e particularamente rica. Para explora-la g necessa -
rio recorrer a tecnicas da teoria dos numeros algebricos, de repre -
sentacoes de grupos e algebras, de teoria de aneis ou teoria de gru-

pos e ate, de algebra homologica.
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Fsta foi uma das razoes que nos levaram a oferecer 0O pre-
sente curso numa Escola de Algebra; acreditamos que 0 jovem que co-
meca a estudar a materia, iniciando-se na pos graduacao, muito sebe
neficiara de abordar um assunto que mostra a interligacao entre as

distintas diciplinas algebricas, em vez de ve-las como compartimen-

tos estanques.

Nestas notas damos especial atencao ao estudo de ideais em
aneis de grupo e, consequentemente, a teoria de aneis tera um peso

maior na nossa abordagem; porem, o peso da teoria dos grupos naodei

xa de ser aparente.

Existem em lingua inglesa quatro textos que abordam aspec
tos gerais dos aneis de grupo, devidos a G. Karpilovsky [9] - I.B.S,
Passi [12], D.S. Passman [13] e S.K. Seghal [18]. A leitura de qual
quer um deles abrira, ao leitor interessado, as portas que o leva -
rao ate problemas de pesquisa ainda em aberto e, em particular, 0
texto de D.S. Passman, pelo Sseu carater quase enciclopedico, mostra

ra as conexoes do assunto com um vastissimo universo algebrico.

Agradecemos a comissao organizadora da VIII Escola de Al-
gebra pelo convite para ministrar este curso e a Srta. Antonia Soares

pela cuidadosa datilografia das notas.

000
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ANEIS DE GRUPO

§1. Breve introducao historica

Em 1843, Sir William Rowan Hamilton publicou seu primei
ro artigo sobre Quaternios; como se sabe este viria a ser um dos

fatores determinantes do nascimento da Algebra Abstrata.

Hamilton tentava extender algumas de suas ideias ante-

riores sobre numeros complexos para desenvolver um “calculo com ve

tores de tres dimensoes". Estas tentativas o levaram gradualmente

a introduzir o conceito de "quaternio". i.e. a trabalhar com o

conjunto dos elementos da forma:

a + bi + ¢cj + dk
onde a,b,c,d sao numeros reais e os simbolos i,j,k deviam desempe-

nhar um papel semelhante aquele do i entre os numeros complexos.
Era natural somar elementos desta forma somando coefici

entes, isto e, de acordo com a seguinte regra:

(@+bi+cj+dk)e(arsh'i+c'j+d K=(asa’)+(brb')i+(crc)j+(ded Ik

Hamilton assumiu implicitamente que deveria valer a propriedade

distributiva e, para definir o produto de dois destes elementos
precisaria apenas decidir como multiplicar os simbolos i,j,k entre
si. As regras que achou parecem-nos hoje muito razoaveis, ja que

lembram as regras do produto vetorial:
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Sequindo os passos de Hamilton, muitos matematicos come
caram a procurar outros "sistemas hipercomplexos" ou, como diria-

mos na terminologia atual, algebras de dimensao finita sobre o cor

po real ou complexo.

Definia-se um sistema hipercomplexo como o conjunto de
todos os elementos da forma:
€: # Xo€ay + waw + X _B
*§°y 2%2
onde Xy ,Xy,...,X, S0 numeros reais (ou complexos) e RN PR

sao simbolos, chamados as unidades basicas do sistema. Por analo-

gia com os quaternios, a soma de duas expressoes desta forma se de
finia somando coeficientes:
n n

( ) xje5) + O] yzes) = 7 (xg+y;dey

i=1 i=1 i=1
Da mesma forma, para definir o produto de dois destes elementos,
bastaria definir todos os produtos e].ej , 1 <£1,j ¢ n e extender,
distributivamente. Como o produto e e. deve ser ainda um elemento

deste conjunto, ele deve poder se escrever na forma:

Assim, o produto estaria determinado ao definir os valo
res dos coeficientes Yk(i,j), que por causa disso eram chamados as

coenstantes estrutunads do sistema.

Em pouco tempo foram descobertos muitos "sistemas hiper
complexos" novos e gradualmente se comecou a sentir a necessidade
de achar uma "classificacao". Num artigo de 1870, publicado em 1i
tografia em 1871 (e, em forma final, em 1881 no primeiro numero do

American Journal of Mathematics), cujo titulo era precisamente
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Algebuas Lineawes Asscedatcvas", Benjamin Peirce tentou uma tal

classificacao e achou, a menos de isomorfismo, 162 algebras de di-

mensao menor ou igual a 6. Nesta primeira exposicao organizada de

um esboco de teoria, Peirce introduziu algumas das nocoes que tor-

nariam fundamentais, como o conceito de elemento idempotente e de

elemento nilpotente.

No periodo de 1889-1898 E. Study e G. Scheffers introdu
ziram algumas nocoes basicas da teoria de estruturade algebras,

inspirando-se no trabalho de classificacao de 5. Lie e W. Killing

para as algebras de Lie.
Sequindo esta linha de ideias, T. Molien e E. Cartan ob

tiveram independentemente resultados importantes sobre a estrutura
de algebras de dimensao finita sobre o corpo real ou complexo. Em

particular, introduziram as nocoes de algebras simples e semisin-

ples e as caracterizaram em termos de algebras de matrizes.

Pode-se dizer que todo este trabalho culminou com 0S

classicos teoremas de J.H.M. Wedderburn de 1908 que descrevem a

estrutura de algebras de dimensao finita sobre corpos arbitrarios,

utilizando tecnicas relacionadas com o conceito de elemento idem-

potente , tal como sugerido no trabalho de Peirce.

[ neste contexto, do desenvolvimento da teoria de alge-
bras, que os aneis de grupo foram definidos e suas primeiras pro-

priedades estudadas.
num

A primeira definicao explicita e de A. Cayley (11,

artigo de 1854 onde aparece tambem, pela primeira vez, umd defini-
cao abstrata do conceito de grupo. Ali, a definicao de anel de



=80~

grupo e dada no paragrafo final e Cayley destaca justamente a a-

nalogia com o sistema dos quatéernios.

Porém, a propria teoria de estrutura de algebras nao e-

wistia ainda e o conceito passou desapercebido na epoca.

Em 1892, Molien apresentou sua tese de doutoramento a
yniversidade de Yurev, na Estonia. La ele comecou a desenvol-
ver sua teoria de estrutura de algebras e deu, em particular, um
critério para decidir se uma dada algebra e ou nao, semisimples em
funcao das constantes estruturais.

Para poder aplicar este critéerio, precisava de algebras
cujas constantes estruturais fossem razoavelmente simples e lhe
ocorreu entao estudar o caso em que as unidades basicas e1,e2....,en
formam um grupo em relacao a multiplicacao. Neste caso, o produto
eiej seria uma outra unidade basica ey , consequentemente, dados
i,j fixos ter-se-a que Vt(i,j) =1 ev (i,j) =0 se k = j.

Fstava considerando entao algebras de grupo (daremos a
definicao precisa na proxima secao) e, em dois trabalhos subsequen
tes. de 1897 e 1898 desenvolveu estas ideias aplicando-as a teoria
de representacoes, chegando inclusive a descobrir as chamadas rela

coes de ortogonalidade de cara<cteres.

fstes resultados, contudo, nao tiveram maior impacto na
coletividade matematica e muitos deles foram redescobertos poste-
riormente, a partir de um outro enfoque, por Dedekind, Burnside e
Frobenius.

Finalmente, no periodo de 1927 a 1929, E. Noether e R.

Brauer reconheceram a interligacao profunda existente entre a teo-
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ria de estrutura de algebras e a teoria de representacoes de gru-

pos e mostraram que ela pode ser explicitada, precisamente, a par-

tir do conceito de algebra de grupo.

A partir dessa data eles tem se tornado objeto de estu-
do tanto pelo seu interesse como estrutura algebrica muito rica

como pelas conexoes com outras areas da algebra.

000



=82-

§2. Definicao e primeiros resultados

A definicao de anel de grupo sera feita, essencialmente
segquindo o modelo dos sistemas hipercomplexos. Apenas deixaremos
de lado a ideia de "dimensao finita" e tomaremos coeficientes em

familias mais gerais de aneis. -

Sejam G um grupo (nao necessariamente finito) e R um a-
nel com unidade. Indicaremos por RG o conjunto de todas as combi-
nacoes lineares formais do tipo:

giG

onde a(g) ¢ R e apenas um numero finito de coeficientes e diferen-

a(g)g

te de zero, i.e. a familia (a(g))g(G e quase nula.
Dado um elemento © = E alg)g ¢ RG, chama-se Supciate de
a0 conjunto:
(2.1 sup(x) = ig« G | a(g) = 0},
Obviamente, sup(s) e um subconjunto finito de G.

Note que, como estamos trabalhando com expressoes for-

mais tem-se que  a(glg = 7 b(g)g se e somente se

(2.2.) j alg)g + 2 blglg = 1 (alg) + b(g))g
g G g: G grG
Tambem, dado§ dois elementos o« = | (g)g, B = 1 g(g)g
gcG 9G

definimos seu produto, distributivamente, como a soma de todos os
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produtos possiveis de termos da forma a(g)g por termos da forma
b(g)g, i.e.

(2.3.) aB = ) a(g).b(h)g.h
g,heG

Note que, na verdade, temos procedido exatamente como
na definicao de produto nos sistemas hipercomplexos, utilizando o
produto em G para definir a multiplicacao das unidades basicas que,
neste caso, sao os proprios elementos de G.

Pode-se reordenar a expressao (2.3) e escrever o produ-

to af na forma

aB = ) Y(x)x
xeG

(2.4.) Y(x) = ) a(g)b(h).
g.h=x

Verifica-se facilmente que, com as operacoes acima, RG
Este anel tem

& um anel, chamado de anel de grupo de G sobre R.

unidade; se indicamos por 16 o elemento neutro do grupo G, a unida

de de RG & o elemento 1 = ) a(g)g onde a(1G) =1 e alg) = 0 se

gcG

g = 1G'

Podemos tambem definir o produto de elementos o RG
por escalares A ¢ R por:
(2.5.) A(Jal(g)g) = Lralg).g.

9 g

Novamente, e muito facil verificar que com a soma e 0

produto por escalares definidos acima, RG e um R-modulo. Ainda,
neste ca-

se R & comutativo, segue que RG & uma algebra sobre R e,
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so, fala-se frequentemente da algebra de grupo de G sobre R.

Pode-se definiruma imersao i: G —> RG associando a ca-

da elemento x ¢ G o elemento i(x) = La(g)g onde a(x) = 1 e a(g)=0

[{a]

se g = x. Nos identificaremos G com sua imagem em RG; com esta i-

dentificacao seque imediatamente que G e uma base de RG sobre R.

Em particular, se G e finito e R comutativo, tem-se que dmhRG= |G].
Da mesma forma, pode-se definir uma imersao v: R — RG

por : v(r) = Ja(g)g onde a(1G) =r e al(g) =0 seg?® 1.
g

Com ambas as identificacoes acima, da definicao do pro-

‘duto em RG segue que gr = rg, ¥r ¢ R, g ¢ G. Consequentemente, se

R & comutativo, temos que R ¢ Z(RG), o centro de RG.

Enunciamos a seguir uma propriedade simples, porem im-

portante, dos aneis de grupo.

(2.5) Proposicao - Sejam G um grupo e R um anel com unidade. Para

todo anel A que contem R e toda funcao f: G— A tal que
f(gh) = f(g).f(h) ¥g,h € G, existe um unico homomorfismo de aneis
fx: RG —~ A tal que f*oi = f (onde i: G — RG e a imersao dada

acima) i.e. tal que o seguinte diagrama e comutativo:

Ainda mais, se R e central em A entao f* e um homomor-

fismo de R-algebras.
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Demonstracao - Dada f: g __,

A nas .
condrcoes do o
) _— |
oy 17 & —= A por: "€1ado, gefip,

Za(g)g ok A - Za(g)r(g)_
g ]

A demonstracao de que f* &

, efetivamente

mo segue de um calculo diretg. n .

um hOWOMOrfiS_

Na verdade, esta Propriedade pod

€ s
~ = e€r USada Para darp uma
outra definicao de aneis de grupo (vej, )

exer‘CYCT'O 2 destga
0 corolario que damos a seguir &

aDenas um Caso parti.
cular da proposicao acima.

Vamos enuncyz.
a-lo separadamente apenas
pela sua especial utilidade.

(2.6.) Corolario - Seja f:

G — H um homomorfismo de

grupo. En-
tao, existe um unico homomorfismo de aneis f» RG —+ RH ta1 o
3
(g) = f(g), ¥g < G; se R & comutativo, entao f* 5 .. o ——
f-‘*g = »
mo de R-algebras.

Ainda, pode-se mostrar facilmente que se f & um
1 ,

epimor-
i entao f* tambem o e.
: monomorfismo,
fismo ou um
te no exercicio 1.
sultado semelhan
Damos um re
( ~olario
se H = {1} entao 0 coro
a observar que
Va]e ; pen Smo
funcao trivial G — {1} induz um homomorf i sm
tra que a .
(2.6) mos ' | o
— R tal que e(,a(g)f) = Ja(g). FEste ho
de anéeis €: RG g q o
ao de aumento de RG e ira desempenhar um pag
n¢ao €
chama-se fu

mental na teoria.
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Concluimos esta secao observando que os aneis de grupos

s3o aneis com involucgao:

(2.7) Proposicao - A funcao *: RG — RG definida por

(Ja(g)g)" = Ja(g™ Mg

verifica
() (a+B) = o* + B*
(i) (aB) = B*a*

(iii) (a*) = a.

A demonstracao e trivial.
EXERCTCIOS

1. Seja ¢: R —> S um homomorfismo de aneis com unidade e seja G
um grupo. Provar que a funcao ¢*: RG — SG definida por:

*
Ja(g)g —L-— Jo(alg))g
g9 9
6 um homomorfismo de aneis. Provar que se ¢ e um epimorfismo ou

um monomorfismo entao ¢* tambem o e.

2. Sejam G um grupo e R um anel com unidade. Seja X um anel que
contém R e v: G — X uma funcdo tal que v(gh) = v(g).v(h),

vg,h ¢ G e tal que, para todo anel A > R e toda funcao f: G —> A
que verifica f(gh) = f(g)f(h), ¥g,h ¢ G existe f*: X —— A tal

que o seguinte diagrama & comutativo:



Provar que X = RG como aneis com unidade (ou como R-alge

bras, de R e comutativo).

3. Sejam {R;}; | wuma familia de aneis e R = @ R, . Dado um
2 ]‘{'I

grupo G arbitrario, provar que:

RG = @ RiG
iel

4. Sejam J um ideal de um anel com unidade R e G um grupo. Provapr
que JG = {Ja(g)g < RG | a(g) ¢ J, ¥g ¢ G/ € um ideal de RG e que

g
RG/JG =(R/J).G.

Sejam R um anel comutativo com unidade e G,H grupos; denotamos

5.
(RG)H,

por G x H o produto direto de G e H. Provar que R(G » H)

o anel de grupo de H sobre o anel RG. Prove tambem que:

R(G x H) = RG ® RH.
R

- S aneis comutativos com a mesma unidade e G um grupo

6. Sejam R ~
provar que:

SG = S ® RG.



-Q8-
§3. Ideais de aumento

Na secao anterior introduzimos o conceito de
desejamos agora desenvolver tecnicas para explorar a

brica destes aneis. Um dos metodos mais frequentes,

consiste em tentar decompor uma certa estrutura como

duas subestruturas.

anel de grupo;
estrutura alge-
na algebra,

soma direta de

Para desenvolver a teoria nesta diY‘ECEO vamos comec¢ar estu-

dando a relacao existente entre subgrupos de um dado grupo G e cer-

tos ideais do seu anel de grupo RG sobre um anel R.

Esta relacao

tem interesse em si mesma e e util para estudar diversas proprieda-

des dos aneis de grupo.

Jennings [7] e, na forma aqui apresentada, num trabalho de W. A

Deskins [5].

de 1. G. Connell [3].

Apareceu pela primeira vez num artigo de

A ideia de aplica-la ao estudo de decomponibilidade

®\

3.1. Definicao - Sejam H um subgrupo de um grupo G e R um anel com

unidade. Denotaremos por *R(G:
pelo conjunto {h-1|h ¢ H} i.e.

NR(G:H) =1}

Quando for claro, do contexto, qual e o anel de coeficientes

H) o ideal a esquerda de RG gerado

) Huh(h-l) | @, € R&, (o), aquase nulal

R com o qual estamos trabalhando, indicaremos este ideal apenas por

A(G:H).

mental na teoria e sera denotado apenas pelo simbolo A(G).

ideal chama-se o ideal de aumento de RG -

Em particular, o ideal 2(G:G) desempenhara um papel funda-

Este

A.

‘ -

N
——
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Seja Q = {qi}inl um conjunto completo de representantes de

classes laterais a esquerda de H em G, que chamaremos brevemente de

um transversal de H em G. No que segue, assumiremos sempre que co-

mo representante da classe H escolhemos o elemento neutro de G.

Obviamente, todo elemento g ¢ G admite uma decomposicao ani

ca na forma g = q; hj » 95 € Q, hj € H

(3.2.) Proposicao - 0 conjunto B = {q(h-1) | q ¢ Q, h « H, h = 1} e

uma base de A(G:H) considerado como modulo sobre R.

Demonstracao - Mostraremos inicialmente que B & linearmente indepen-

dente. Suponhamos que temos uma combinacao linear:

c.q.(h.-1) = , r.. e R
i’fjr‘,J%(hJ 1) 0 Y‘]J 13
Reordenando temos:

¥ roaneh. = (3r..)q. =0
il T ; s g7
donde
)} FaaQeh = Z(Zr..)q‘
iaj 1 J 1] [ L
Como hj z 1, ¥ j , seque facilmente que ambos os membros da igualda

de acima tem suportes disjuntos; consequentemente ambos devem ser

jguais a 0, separadamente.

= (prys), de X’r.mth:O

quando (i,j) LTy
1]

Ainda, como qihj ? qrhs

segue imediatamente que rij = 0 para todo par (i,j).

Para provar que B tambem e um conjunto gerador de A(G:H), da

o R 3 ento da forma
propria definicao vem que bastara provar que todo elem 0 )

g(h-1) com g ¢ G, h ¢ H e combinacao linear de elementos de B
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Agora, dado g ¢ G, sabemos que g = qh'hj para algum 9 € Q e

algum hj e H. Logo:

g(h-1) = qihj(h-1) = qi(hjh-l) + qi(hj—1) 0

(3.3.) Corolario - a(G) = {] a(g)(g-1) | a(g) « R}
g

Demonstracao - Conforme a proposicao acima, o conjunto
{g-1 ] g6 ,g=1)

¢ uma base de A(G) sobre R, donde segue a afirmacao. [l

No caso particular em que H & um subgrupo normal de G e pos-
sivel dar uma interpretacao especial ao ideal A(G:H). Com efeito,
se H-G, consideramos o homomorfismo canonico w: G — G/H que a cada
elemento g ¢ G associa a sua classe g = g ¢ G/H. Conforme o Coro
lario (2.6) ele pode ser extendido a um epimorfismo de aneis
w*: RG — R(G/H) tal que:

*(Ja(g)g) = Jalg)g
g g

(3.4.) Proposicao - Com a notacao acima, tem-se que A(G:H) = Ker(w*) .

Demonstracao - Seja novamente Q um transversal de H em G.

Um elemento « ¢ RG pode entao ser escrito como uma soma fini
ta do tipo a = 1erijqihj y Ty R, q; ¢ Q, hj e H.

Temos entao que:

w* (o) = 1Ejrijaiﬁj = z(grjj)ai



Consequentemente, a € g (
er

*
todo i. w*) se e somente se Zrij = 0, para
J

Se a € Kep(y*) Podemos g

for conveniente):

tao
€screver (somando "zero" onde

@= Jr.o.q.h - )
o g L riiqLh, o
i, iy 130 g(grij)qi = ,Z,rijqi(hj-n ¢ B(G:H).
{17,

Portanto, temo
S que Ker(w¥) < A(G:H). A demonstracao de que

tambe i a
vale m a inclusao de sentido Contrario & trivial. O
rivial,

(3.5.) Corolario - § ~
e H G entzo A(G:H) & um ideal bilateral de RG e

vale:

Segue tambem da Proposicao acima que o ideal de aumento A(G)

de RG e, precisamente, o nucleo da funcao de aumento - RG -~ R

EXERCICIOS

1. Sejam R < S aneis com a mesma unidade e seja G um grupo. Para

todo subgrupo H de G, provar que A6(G:H) = s, AR(G:H).

2. Seja S um conjunto de geradores de um subgrupo H de um grupo G.

Provar que o conjunto {s-1 | s ¢ S} & um conjunto de geradores de

A(G:H) como ideal a esquerda de RG.

3. Sejam R um anel com unidade e H um subgrupo de um grupo G. Pode

mos considerar RH como sub anel de RG e, consequentemente, tambem
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A(H) como sbconjunto de RG. Com esta convencao, provar que:

RG.A(H)
A{H) + A(G)A(G:H) (sugestdo: provar primeiro

]

(i) A(G:H)
(ii)  a(G:H)

que RG =

R ® A(G) como R-modulos).
4. (Karpilovsky [8]) Sejam H e N subgrupos de um grupo G e conside-

re A(H), A(N) e A(H n N) incluidos em RG. Provar que:

(i) A(H)A(N) n A(N) = A(H n N)A(N).

(ii)  a(G)a(N) n A(N) = 4(N)2.

(ii1) 6 n (1 + A(G)A(N)) = N n (1 + A(N)2).
(sugestao: Para provar (i) considere um transversal Q de H em N e

demonstre primeiro que A(H)A(N) = A(H n N)A(N) + J (g-1)8(N)).
g Q

5. Seja H um subgrupo de um grupo G e seja {H;}; [ a familia de to

dos os conjugados de H em G. Provar que os ideais U(H) = | A(G:H,)
iel 1

e V(H) = [) a(G:H,) sdo ideais bilaterais de RG.
Fig:d

6. Seja Q um transversal de um subgrupo H num grupo G. Dado um

anel com unidade R, mostrar que o anel de grupo RG admite estrutura

de RH-modulo, com as operacoes induzidas pelas operacoes de RG. Mos

trar que este modulo e livre, com base Q.

7. (Coleman [2]) - Seja I um ideal de RG. Provar que o anel quoci-

ente RG/I e comutativo se e somente se I > A(G:G'), onde G' indica o

subgrupo comutador de G.
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§4. Aneis de grupo completamente redutiyeis
Lembramos que um anel diz-se Cﬁmpfofampnio :
odu({vﬂ,
ideal a esquerda e somando direto ou, equivalentep ¢ se tog,
ente ¢
€ pode
Ser

escrito como soma direta de ideais a esquerds mini
Mais,

isto e equivalente a dize
" que o

(25,8)])_

Para aneis com unidade,

anel dado e semisimples, artiniano (Veja [4,
A estrutura dos aneis completamente redutiveis =

e bem ConhECi

da, uma vez que ela e descrita pelo famo
I P L M%

-Wedderburn, que enunciamos a seguir:

(4.1.) Teorema - Seja R um anel com unidade, completamente -
edutiye)

Entao:

(i) R pode-se escrever como soma direta de ideais
2

bilaterais:

R = B1 @ ... @ Bm
onde cada Bi , 1 i <n, e umanel simples. (Estes ideaijs $Sa0 cha-
mados as compcenentes simples de R).

(ii) Cada anel simples Bi e isomorfo a um anel de matrizes

M .(Di) onde D, e um anel com divisao.

i
(iii) As componentes simples estao univocamente determina-
das e todo ideal bilateral de R e soma direta de componentes simples
i . & . a .=N, D. .
Ainda, se Mni(D]) Mnj(DJ) entao n, ng e, DJ

Para uma demonstracao deste teorema veja ([4, (25.15) e

(26.8)]1 ou [14, Teorema VI.6.2.].
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Em vista disso resultara interessante - e Util - determinar

condicoes sobre R e G para que o anel de grupo RG seja completamente
redutivel.

Comecamos nosso trabalho nessa direcao lembrando o seqguinte:

(4.2) Definicao - Seja X ¢ RG. Chama-se anulador a direita de X ao

conjunto:

p(X) = {a e RG | xa = 0, ¥ x e X}

De forma analoga define-se o anulador a esquerda de X como o

conjunto

A(X) = {a e RG | ax =0, ¥ x e X}

(4.3) Lema - Sejam H um subgrupo de um grupo G e R um anel com unida

de. Entao p(A(G:H)) # 0 se e somente se H e finito.

Demonstracao

Seja 0= a =JYa(g)ge p(A(G:H)).
g
Para cada elemento h e H temos que (h-1)a = 0 donde ha = g

Ya(g)hg = Ja(g)g
g g

Seja gp um elemento do suporte de a. Da igualdade acima se-
gue que deve existir um elemento gy € sup(a) tal que hg, = 9,> donde

h = 909;1. Como isto e valido para todo elemento h ¢ H segue que

H e {xy'1 | x,y e sup(a)} . Ainda, como sup(a) & um conjunto fini-

to, segue imediatamente que H tambem o e.
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Reciprocamente, seja H = thyseoiny um g
" “b9rupe fingy, de g

h..

Consideramos entao o elemento h = Oby
i Viamente
1 %0 & temos :

s

1

hﬂ:?hhi = h
j=1

donde
(h=1)h = 0 , V¥h e H.

Portanto

h e p(A(G:H)).

(4.4) Lema - Sejam G um grupo finito e 9 € RG a soma de tog
0s

N 0s ele
mentos de G. Entao: -

(i) g e central em RG e p(4(G)) - r(a(e)) = R.g

(1) p(a(G)) n 4(6) = {ag | a e R, a [g] - 0}

Demonstracao - Notamos inicialmente qQue, dado x ¢ g temos que:

xgx~ ' = ) xgx~! - Joa=39.
geG ge G

Logo, xg = gx , ¥ x ¢ G donde § & central em Rg.
Ainda, a demonstracao do lema acima mostra que, dado a arbij-

trario em R tem-se que:
ag ¢ p(A(G)) donde Rg < A(G).

Para provar a inclusao contraria consideramos um elemento

a = Ja(g)g € p(A(G)) e seja g, arbitrario em G. Temos entao que:
g9

(g;1-1)a =0 donde gﬁa =

ou seja -1
Jalglg,'g = Jalg)g
9 9
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0 coeficiente de 1 ¢ G na expressao no primeiro membro €

u(go) enquanto que, na expressao no segundo membro & o(1). Logo,

deve ser a(go) = a(1). Como isto vale para todo g. € G segue que

a = yalg)g = a(1)yg = a(1)g e Rg O
g g

(4.5) Lema - Seja J um ideal a esquerda de RG tal que

RG = J & A(G)

entao J = p(A(G)) e, consequentemente, e um ideal bilateral de RG.

Demonstracao - Sejam o ¢ J e p ¢ A(G) arbitrarios. Como J &
ideal a esquerda temos que Bo e J. Ainda, como 4(G) & bilateral,
tambem temos que Ba ¢ A(G) i.e. Ba e J n A(G) = 0, V¥a e J,

¥ B e A(G). Isto prova que J < p(A(G)).

Reciprocamente, seja x ¢ p(A(G)). Podemos escrever

I

1 = e +e, com e, ¢ J e, ¢ A(G) e temos que x xe, +xe

Como x ¢ p(A(G)) segue que xe, = 0; portanto x

H

(4.6) Lema - Se o ideal de aumento, A(G), & somando direto de RG

entao G e finito e |G| e inversivel em R.

Demonstragcao - Dos Temas anteriores, segue imediatamente que

e(0(G)) # 0 e, consequentemente, que G e finito.

Como no lema acima, escrevemos RG = p(A(G)) @ A(G) e

1 = ey+e, , come,c p(A(G)) e e, ¢ A(G). Entao temos:

1 = ¢(1) = k(el) + e(ez) = 5(91)

2°

Xe1 e J.
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Como e, = ag para algum a ¢ R, seqye que (o). .
1/=a <(g)=a]a[=1.

Logo, |G| & inversivel em R. D

Estamos agora em condicoes de demonstrar 0 resy]
Su tado pr‘ .
inci-

pal desta secao. Ele foi obtido em 1898-1899 pPara
’ 9rupos finjtos,

por Heinrich Maschke (1853-1908), um estudante g F.ox
€in que emj-

grou aos Estados Unidos e se juntou a 0. Bolza ¢ ¢ H. M
*7+ Moore para

criar o departamento de matematica da UniVePSidade o
€ Chicago

Na verdade, existem antecedentes d
este result
ado nos traba-

lThos de T. Molien; a respeito, veja Hawkins [6 p. 2717.

A demonstracao geral que damos a sequir segye essencial ¢
aimente

as ideias de I. G. Connell B 395

(4.7) Teorema de Maschke - Um anel de grupo RG e Completamente redu

tivel se e somente se as seguintes condicoes estao verificadas:

(i) G & finito
(ii) |G| & inversivel em R

(i1i) R €& completamente redutive]

Demonstracao - Suponhamos que RG & completamente redutivel. Entao

em particular A(G) e somando direto e, do lema anterior, sequem ime-

diatamente (i) e (ii).

Por outro Tlado, temos que R = RG/A(G). Como quocientes de

aneis completamente redutiveis tambem o sao, (iii) resulta direta-

mente.

Para a reciproca, suponhamos que valem as condigcoes (i),

(ii) e (iii) e seja M um ideal 3 esquerda de RG, arbitrario. Mostra



-98-
remos que M e somando direto de RG.

Como R & completamente redutivel, todo R-modulo e completa-
mente redutivel (veja, por exemplo [4 , (25.8)] ou [14, Teorema
VI.6.1]. Logo, existe um R-submodulo N de RG (que nao e, necessa-

riamente um RG-submodulo) tal que
RG = M@ N

Seja agora w: RG —> M a projecao natural associada a decom

posicao em soma direta. Definimos ainda:

n*: RG — M
por

7% (x) = ks ) g'1.n(g.x) s ¥ x € RG
|G| geG

Se demonstrarmos que 71* & um RG-homomorfismo que verifica
%% - g* e Im(m*) = M entio, chamando M, = Ker(m*) ter-se-a que

M, & um RG-submodulo de RG e RG = M @ M, , com o que a nossa afirma-

1
cao estara demonstrada.

Agora, como 7* & um R-homomorfismo, para demonstrar que tam-

bem & um RG-homomorfismo, bastara provar que
n*(ax) = an*(x) s Va € G, ¥ x € RG

Mas:
o
l6] ¢

Quando g percorre todos os elementos de G tambem ga percorre

* (ax) EGg'1ﬂ(gaX) -2 Y (ga) Mn(ga)x).

IG[ geG

todos os elementos de G. Temos assim que

m(ax) = 2§ t-Tn(tx) = am(x).
|G| teG

Como 7m & uma projecao sobre M, temos que m(m) = m, ¥m e M.
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Ainda, se m ¢ M, como M & RG-modulo, temos que gm ¢ M, Vg ¢ G; logo:

m*(m) = 1 3 g_1w(gm) =

— z gg'1m =m , ¥meM
[6] gea |G| g<6

Desta observacao decorre facilmente que M c Im(n*).

Dado um elemento arbitrario x ¢ RG, temos que n(gx) ¢ M ,

¥g € G; consequentemente, n*(x) ¢ M donde Im(n*) = M e segue a igual

dade.

Finalmente, se n*(x) ¢ M, ¥ x ¢ RG, da observacido anterior
segue que 1*(n*(x)) = u*(x) V¥x € RG, i.e. n*° - . 0

Tanto por razoes historicas como pela sua aplicacao na teo-
ria de representacoes de grupos, resulta particularmente imnortante
o caso em que R = K, um corpo.

Neste caso, K e sempre completamente redutivel e [G| & inver

sivel em K se e somente se [G| # 0 em K, ou equivalentemente, se e

so se car(K) § [G]. Em presenca destas observacoes, podemos enun-

ciar como consequencia direta do teorema acima a versao mais c1assi-

ca do Teorema de Maschke:

(4.8) Corolario - Sejam G um grupo finito e K um corpo. Entao, KG @

completamente redutivel se e somente se car(K) } |G].
Temos caracterizado aqui completamente os aneis de grupo RG

que sao completamente redutiveis, isto e, que sao simultaneamente

artinianos e semisimples. No proximo capitulo estudaremos estas con

dicoes separadamente.
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EXERCICIOS

1. Sejam G um grupo finito e K um corpo tal que car(K) | |G|. De-
monstrar que KG nao e completamente redutivel mostrando que o ideal
gerado por g = ) g nao e somando direto.

geG
2. Seja 53 0o grupo das permutacoes de tres elementos. Determinar

a decomposigao de ¢S3 em soma direta de algebras de matrizes.

3. Sejam G um grupo comutativo finito e K um corpo tal que

car(K) } |G|. Provar que KG & isomorfo a uma soma direta de corpos.

‘4, Utilizar o exercicio anterior para mostrar que existem grupos

G,H nao isomorfos, tais que CG = CH.

5. Provar que vale a reciproca do lema (4.5) i.e. que se G & um
grupo finito e |G| @ inversivel em R entao A(G) & um somando direto

de RG.

6. (D.A.R. Wallace [19]) Seja I um ideal de um anel de grupo RG tal
que ab = ba , ¥ a,b € I. Provar que I = x(A(G:G"')) e demonstrar que

G' e finito.

7. Seja H um subgrupo finito de um grupo G e seja h = 2 h. Provar
A oo~ heH
que p(A(G:H)) = hRG. Provar que se H<G entao h e central em RG e

o(A(G:H)) = A(A(G:H)).
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§5. Aneis de grupos decomponiveis

Na secao anterior estudamos angis de grup
0 que s3
0 com-

Nessa mesma direcao,

pletamente redutiveis.
Pretendemgs determinay

agora em que condicoes e possivel decompor RG a0 mengg
Como soma (j
1=

reta de ideais.

Para isso precisaremos determinar inicialy .
eénte en que

condicoes o ideal de aumento, A(G), & nilpotente Esta ~
h questao foi

estudada por S. A. Jennings [ 7], e I.G. Connell [37

(5.1.) Lema - Sejam G = <alaP - 1> upm grupo ciclico de ordem p e R

um anel com unidade. Entao A(G) coincide com 0 ideal 3 esquerd
rdaa ge-

rado pelo elemento (a-1).

Demonstracao - Sabemos, do corolario (3.3), que o conjunto
{a’=1]1 < 4 < p-1} & uma base de A(G) sobre R.

i-2
(a-1) + ...+ (a-1)

i ji-1
Como a -1 = a (a-1) + a . a afir.

macao seque imediatamente. [

(5.2.) Teorema - Sejam G um grupo e R um anel com unidade. Entao, o
ideal de aumento A(G) e nilpotente se e somente se g e um pP-grupo

finito, para algum inteiro primo p e R tem caracteristica pm, para

algum m 2 1.

Demonstracao - Seja n tal que A(G)" =0 e A(g)"! =« 0. Entao, co-

mo p(A(G)) o A(G)nJ,segue que G e finito. Para provar que G deve

ser um p-grupo, para algum primo p, suponhamos que IG[ admite dois
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divisores primos diferentes p,q.

Tomando elementos x,y € G tais que o(x)

podemos escrever:

1 = xP =1 + (x-1)7P =

1+ p(x-1) + (g)(x-1)2+."+ (x-1)P
(1 + (y-1)19 =1 + q(y-1) + (2)(y—1)24f."+ (y-1)9.

Sejam r,s inteiros tais querp+sq = 1 Multiplicando a
primeira equacao a esquerda por r(y-1) e a sequnda a direita por

s(x-1) e somando, temos:

-(x-1)(y-1) = [(g)(x-l)+n.+(x—1)p_1](x-1)(y_1)+(x_1)(y_1)[(2)(y_’)1".r(y_1)Q-1)]
donde

(x=-1)(y-1) € 8(G)(x=1)(y-1) + (x-1)(y-1)a(6) = a(c)° .

Mas, se (x-1)(y-1) € A(G)3 a mesma equacao acima implica

que tambem (x-1)(y-1) « A(G)4 e, indutivamente, (x-1)(y-1) « 2(6)™,
para todo inteiro positivo m.

Como A(G)" = 0 seque que (x-1)(y-1) =0.

Desenvolvendo,
Xy - x-y + 1 =0.

Como todos os elementos do suporte do primeiro membro

sao diferentes dois a dois, pois x # y; isto e uma contradicao.

Queremos provar agora que car(R) e uma potencia de p.

Consideremos primeiro o caso em que car(R) =m #0 e su-
ponhamos que um outro primo q # p divida m.

Entdo Z  contém uma co-
pia de Zq e temos:

Z Gc Z G < RG donde (G) < A, (G) ;
q m qu R
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portanto 4, (G)" = 0.

z
" q

Mas, de acordo com o Teorema (4.7), Zq(G) e completamen-

te redutivel e estes anéis nao contém ideais nilpotentes; uma con-

tradicao.

Ainda, se car(R) = 0 e q € um primo arbitriario, diferen-
te de p consideramos o homomorfismo canonico w: Z >»lq » que esten
demos a um homomorfismo de anéis de grupos w*: ZG — Z.G.

Como ZG = RG segue que AZ(G)n - 0 logo
wr(d,(6)) = Az (G) € nilpotente; uma contradicao.

q

m

Reciprocamente, suponhamos que car(R) = P™ , m > 1 e que

G e um p-grupo de ordem pn, n z 1. Faremos a demonstracao da nilpo-

tencia de A(G) por inducao em n.

Se n=1 entao G e ciclico de ordem p e, se a e um gerador

de G, do Tema (5.1) temos que A(G) = (1-a)RG = RG(1-a).

Escolhendo p elementos arbitrarios T EEERRLM em A(G),

podemos escrever o produto na forma Op e a = ﬁ1 ) 3%s Bp(1—a)p .

i 2 -1
Mas (1-a)P = 1 « (?)a+...+(p?1)dp g = (?)a—(g)a +...+(pP1)ap .

Como todos estes coeficientes sao multiplos de p, vemos

que o produto LT o pode ser escrito na forma:
o ol = p.B 3 € RG.
a, xp p.B8 com [
De forma analoga, se tomamos ”1"“’”mp arbitrarios em

A(G) teremos

Ay oo =p'y , com Yy ¢ RG , i.e.
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Consequentemente, 4(G)™P = 0 donde A(G) & nilpotente.
Suponhamos agora que o resultado vale para grupos de
orden p"! e que |G| = p".
Como G e um p-grupo, existe um elemento a de ordem p no
centro de G. Entao, o subgrupo gerado por a, que denotamos <a> e

normal em G e temos:

Como ]G/<a>: = p"'1, sabemos que o ideal de aumento de

RG/<a> e nilpotente. Isto significa queexiste um inteiro m tal

m
que A(G) © = 0 no quociente RG/ a(G:<a») i.e. tal que
o
(5.3) A(G) 7 ¢ A(G:<a>).

Ainda, A(G:<a>) = A(<a>)RG = RG(1-a)
(A primeira igualdade segue do exercicio 3 parte (i) da secao §3 e a
segunda, do Tlema (5.1) ).

Por outro lado, como a e central em G temos que

(5.4) ERE(1-2)T™P - RG(1-2a)"P = 0

m_mp
De (5.3) e (5.4) segue que A(G) ° =0 .0

Podemos extender agora este resultado, sem maiores difi-

culdades, a ideais de aumento de subgrupos normais de G.

(5.5) Corolario - Sejam H um subgrupo normal de um grupo G e R um

(G:H) e nilpotente se e somente se H e um

p-subgrupo finito de G, para algum primo p, e car(R) = pm, com mz 1.

anel com unidade. Entao AR
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Demonstracdao - Suponhamos primeiro que 4(G:H) @ nilpotente. Como

A(H) < A(G:H) temos que tambem a(H) & nilpotente e a tese seque dire

tamente do teorema acima.

Reciprocamente, se H & um p-subgrupo normal, finito de G

ecar(R) = p" |, m2 1 sabemos que L\(H)t = 0 para algum inteiro

Tomando novamente um transversal Q de H em G temos que

todo elemento o ¢ A(G:H) pode-se escrever na forma:

6~ 90

L qi(h-—1),r.~€R,q1~iQsth
15J

iJ J 13
Para calcular o produto de dois destes elementos, apli-

cando a propriedade distributiva, devemos calcular produtos da for-

ma

rijrstqi(hj'1)qs(ht'1)

1

Como H<G, temos que q; € um outro elemento de H,

hqu

ue indicaremos por h! . Entdio h. = h! e temos:
q p j 0 JqS JqS

2
- . - € O 5
r‘ijr‘stqi(hj-ﬂqs(ht-ﬂ = 59395 (hj=1)(h 1) € RGAH)

Indutivamente:

sa:)t c rRea(m)t - 0 L0
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CAPITULO II
CONDICOES DE FINITUDE

Este capitulo & dedicado ao estudo das condicoes de fini
tude em aneis de grupos. Observamos que, em virtude da existencia
da involucao * (Proposicao 1.2.7), um anel de grupo com coeficien-
tes num anel comutativo R & artiniano ou noetheriano a esquerda se e
somente se & artiniano ou noetheriano a direita respectivamente. As
sim, neste capitulo, ocupar-nos-emos apenas de condicoes a esquerda.

No que segue, R denotara um anel com unidade e K um corpo.

§1. Resultados preliminares

Para estudar os anéis de grupo artinianos, precisaremos

dar inicialmente uma caracterizacao dos aneis de grupo que sao pri-

mos.

(1.1) Definicao - Um anel R diz-se primo se para quaisquer dois
=

ideais A,B de R tais que AB = 0, tem-se que A = 0 ou B
Seja agora H um subgrupo de G. Existe uma projecao na-

tural m,: KG  ~ KH, dada por:

NH( z u(g)g) = Z O‘(9)9-

Em outras palavras, se o « KG, entao “H(U) se obtem anu-

lando todos aqueles coeficientes que nao correspondem a elementos de

H.
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Enunciamos abaixo algumas propriedades basicas da funcao

(1.2) Proposicao - Dados a,B ¢ RG , Y ¢ RH , r,s ¢ R, tem-se que:

. 2
(i) Ty o= Ty
(i) nH(ra+sB) = rnH(a) + SNH(B)ﬁ

(944 nH(Ya) = Y.nH(u) . ﬂH(ay) = ﬂH(&)Y .

(iv) Se HaG, entao ¥ xe¢ G , tem-se: ﬂH(x'1

Prova: A titulo de ilustracao, demonstraremos (iii). Escrevendo
a = m(a) +a' , comsup(a') N H =0 , vem que YO Y)Y & e
onde sup(ym ()< H, sup(va') n H = ¢ . Logo, ", (Yo) = Y7 () , como

queriamos demonstrar. A demonstracao de que 7,(®Y) = “H(“)Y e

H(
analoga. [

(1.3) Lema - Seja I um ideal de KG. Entao,

I < ﬂH(I).KG

Prova - Seja Q = {q,} um transversal a direita de H em G, com

ie]
qy = 1. Dado a ¢ I, escrevemos: a = Ja(g)g = }B(q;)a; , com
g 1

|
B(q;

; ), e em geral

) ¢ RH. Notamos ainda que myla) = B(q1

nH(aq;1) = Blg;). Assim, a = ZNH(Gq_

aqi' e 1. Logo, a « n (DK6. U

Como I e um ideal,

Precisaremos ainda do Lema abaixo sobre grupos:
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(1.4) Lema - Sejam G um grupo, H1,H2,...,Hn subgrupos de G, distin-

tos dois a dois. Suponhamos que existe uma colecao finita de eleméy
tos x5 ¢ G tais que G = LJHiXij’ Entao, para algum i, [G:H;] < .
153

Prova - Vamos proceder por inducao em n.

Se n=1, o resultado e imediato.

Se um conjunto completo de coclasses de H, comparece na

uniao, e claro que [G: H,1 < ©. Suponhamos entao que a coclasse H¥

nao comparece, para atgum x € G. Entao, Hox € G ¢ LJHixij Mas
Ny
Hox o Hpx o= 0 , para todo j, logo Hx € igiHixij
J

Dai e facil ver que, para todo elemento Koy 9 tem-se que

By %ep & i&%Hixijx-1xnr , @ G pode ser coberto por uma uniao finita
J
de coclasses HysHpseoolHo f o Pela hipotese de inducdo, temos que

(G Hi] <« , para algum i < n-1. [

Dado um grupo G, consideramos o conjunto

9(6) = {g ¢ G | a classe de conjugacio de G tem ordem finita }

Note que a classe de conjugacao de um elemento g G tem

ordem finita se e somente [G: C(g)] < = , onde C(g) denota o centra~
lizador de g em G.

Pode-se demonstrar que ¢(G) e um subgrupo normal de G
[ver 17, p. 4411, que e conhecido como o FC-subgrupo de G (FC por

finite class).

Em particular, um grupo G diz-se FC se G = §(G). Neste
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caso, pode-se provar que todo elemento de G', o subgrupo comutador

de G, e de ordem finita [ver 17, p. 4427. Consequentemente um gru

po FC, sem torcao,e necessariamente abeliano.

No que segue, consideraremos a funcao ﬂw(G) , que deno-

taremos simplesmente por .

(1.5) Lema - Sejam %,8 € KG. Se oxB = 0

; » ¥Mx ¢ G, entao n(a)g = 0.

Prova - Suponhamos por absurdo, que y = n(a)B =0 , e seja

sup(a) = {u1,u2,...,un}. Se C(ui) denota o centralizador de u; em

G, consideremos o subgrupo 2 =[)¢ (ui). Como [G: C(ui)] < =, tem-
1‘

-se que [G: W] < o .

Ainda, note que todo elemento x ¢f comuta com r(a).

Ora, a = n{a) + o' , com sup(a') disjunto de ¢(G). Es-
crevemos: o' = }ajyj 'Y€ G, Y & ¢(G) ,
g' = gbkzk s Zy € G

Seja agora v e sup(y). Se algum Y e conjugado de algum
- -1 - -1
vz, , escolhemos hjk e G tal que hjk ¥y hjk = vz,
Seja x ¢ Q. Por hipotese, axg = 0. Multiplicando esta
igualdade a esquerda por x—1 , vem que ><-1 axB =0 , ou:

x'1(n(a)+q')x8 =0, x ‘nla)xp + X_lu'xﬁ =0 , logo:

m(a)B + x-1w'x8 = 0,
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Portanto, =Y = X a'xB

Como v < sup(y), v ocorre também no suporte do lado di-

ito. : : : -1
reito Ou seja, existem yj,zk tais que v = x ijzk , ou

- =1
X = VZ = B .
k ik Y3 hjk

-1
X ¥

1

Assim, xh~ de
xhy C(yj) e x € C(yj)hjk Acabamos

provar que Q¢ LJ C(y.)h.
ivk J7 gk

Como [G: W] < =, segue facilmente que G esta nas condi-
coes do Lema (1.4). Como nenhum dos Cly;) tem indice finito, temos

uma contradicao. [

(1.6) Lema - Sejam AysR, ideais de KG tais que AysAy = 0 Entao,
m(A)m(A,) = 0.
Prova - Mostraremos primeiro que m(Ay)A, = 0 . Para cada x ¢ G,

4 € Ay sap € Ay, tem-se que ayXa, = 0. Pelo Lema (1.5), vem que

n(a1)a2 = |0,

Sejam agora a, € A1 > ap € A2 , Xx e G. Como agX € A2 3

vem que n(a1)azx = n(a1)a2x.1 =0,

Pelo Lema (1.5), vem que Tr(ﬂ(a1)a2)1 -0 e, do Lema

1.2 > - . -
(1.2), tem-se: "(a1)“(“2) =0, como querfamos demonstrar. O

(1.7) Lema - Sejam G um grupo ordenado e R um anel sem divisores de

zero. Entao, RG nao contém divisores de zero.

Prova - Sejam «,B € RG, diferentes de zero. Mostraremos que af #0.
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Com efeito, como sup(a) e finito, podemos determinar um e

lemento g ¢ sup(a) que seja minimo, i.e. tal que 9, < 9> ¥ gesup(a),

9 =9, , e sejaa=0o0 seucoeficiente na expressao de a.

Escrevemos entao a = ag, + 1 a(qg)g.
2
979,
De modo analogo, podemos escrever B na forma

B =bh + J b(h)h , onde h < h , ¥h e sup(B), e b=0.
o] h#h 0
0

Agora, af = abggh ( h)Z( i )a(g)b(h)gh, onde o
9: z 90» o

elemento goh0 Certamente nao comparece na segunda parcela da soma,

ja que d,h,  9h quando (g,h) = (go,ho). ‘

Como R nao contem divisores de zero, temos que ab # 0 ,

donde oaf = 0 . O

(1.8) Lema - Seja G um grupo abeliano sem torcao. Entao, se R & um

anel sem divisores de zero, RG nao contem divisores de zero.

Prova - Sejam o,8 € RG tais que of = 0. Considerando o subgrupo

de G gerado por sup(a) U sup(B), podemos supor que G & finitamente

gerado.

0 resultado segue agora do lema acima e do fato de que

todo grupo abeliano finitamente gerado sem torcao e ordenado.

(1.9) Teorema - 0 anel de grupo KG @ primo se e somente se G nao con

tem subgrupos normais finitos nao triviais.



-112-

Prova ( == ) -Seja H um subgrupo normal finito de G, e consideremos

o elemento H = ) h . Como HaG, e facil ver que H ¢ Z(KG), o centro
heH
de KG. Calculando, vem diretamente que He = IHIH. Portanto,

~rooA

H(H-|H].1) = 0.
Ora, como KG & primo, Z(KG) nao contem divisores de ze-

ro. Logo, H = |[H|.1 e H = {1}.

(e===) - Sejam ARy ideais de KG tais que A1A2 = 0.
Pelo Lema (1.6), w(A1)w(A2) = 0. Mas estes sao ideais de K ¢(G).
Da hipotese, ¢(G) € sem torcic, logo abeliano. Pelo Lema (1.8),
K o(G) nao contem divisores de zero.

Suponhamos entao que n(A1) # 0, e seja a = 0 em

Tem-se que af = 0, para todo B € w(AZ), Logo, R =0

Acabamos de provar que n(A1) = 0 ou n(AZ) =0 . Do Le-

ma (1.3), vem entao que A1 =0 ou l\2 = 0 @

§2. Aneis artinianos

Neste secao caracterizaremos o0s aneis de grupo que sao
artinianos. Comecaremos estudando o caso em que o anel de coefici-

entes e um corpo.

(2.1) Teorema - 0 anel KG € artiniano se e somente se G e finito.
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Prova (<==) - Se G & finito, de ordem n, KG & um espaco vetorial
de dimensao n sobre K. Como todo ideal a esquerda de KG e, em par-
ticular, um subespaco vetorial, segue facilmente que uma cadeia des-

cendente de ideais tem, no maximo, comprimento igual a n.

(=== ) Como KG & artiniano, J(KG), o radical de
Jacobson de KG, & nilpotente. Suponhamos primeiro que KG e primo.
Neste caso, J(KG) = 0. Pelo teorema de Wedderburn, KG deve ser uma
soma direta de aneis simples. Como estamos supondo que KG e primo,
deve ser ele proprio um anel simples. Mas A(G) & um ideal bilateral

A

proprio de KG; 1logo, deve ser trivial. Assim, devemos ter G = {1}.

Seja agora n o comprimento de uma sequencia de composi-
cao para KG. Procederemos por inducao em n. Se n=1, o ideal {0}

e 0 unico ideal proprio de KG, logo A(G) = {0} e portanto G = {1}.

Suponhamos o teorema demonstrado para todo anel de grupo

que admita uma sequéncia de composican de comprimento menor ou igual

a n-1.

Se KG e primo, pela observacao acima, o teorema esta de-
monstrado. Se KG ndo & primo, pelo Teorema (1.9), G contém um Sub-
-grupo normal finito H # {1}. Seja w*: KG — KG/H o homomorfismo
canonico definido no §3 do Capitulo I. Entdo,K G/H & artiniano e
tem uma sequencia de composicdo de comprimento menor que n, ja que
ker w* # {0} . Pela hipotese de inducao, vem que |G/H| < =. Como

|H| < =, seque que |G| < =, [

Trataremos agora de obter a caracterizacao para 0 Caso em

que o anel de coeficientes nao & necessariamente um corpo.
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(2.2) Lema - Seja R ='Mn(D)’ em que D & um anel com divisao de cen-
tro K. Se RG & artiniano, entao KG e artiniano.
Prova - De fato, seja I » I, > ... > 1 > ... uma cadeia de ideais
a esquerda de KG. Entao, RI, » ... > RI > ... e uma cadeia de
ideais dé RG.

Da -hipotese, existe n e N, tal que RIn = RInn =
Observamos agora-que, pra todo ideal a esquerda I de KG, tem-se que

RI n KG = I.

Dai segue facilmente que In = In+]= swe -0

(2.3) Teorema - Seja R um anel com unidade. Entao, RG e artiniano

se e somente se R e artiniano e G e finito.

» R, definido no

Prova ( =) - Considerando o epimorfismo e¢: RG
§2 do Capitulo I, vem imediatamente que R e artiniano.

Pelo teorema de Wedderkurn, R e (Di) em que 0s
i

J(R) Ry

D sao aneis com divisao.

M (D,) o epimorfismo natural e
1

Sejam f: R

fx: RG — M (Dj)G o epimorfismo de aneis definido no exercicio 1,
1
§2, Capitulo I.

Como RG e artiniano, Mn (DJ)G e artiniano. Se K denota
o centro de D,, do Lema (2.2) vem que KG & artiniano e do Teorema

(2.1) seque que G & finito.

(¢<===) A reciproca e imediata, pois o R-modulo RG e fi~-
nitamente gerado, logo artiniano. Como os ideais a esquerda de RG

sao em particular R-submodulos, a tese seque imediatamente. 0
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§3. Aneis noetherianos

Analogamente, pode-se fazer um estudo semelhante dos

aneis de grupo noetherianos.

No entanto, ainda nao foi obtida a caracterizacao dos

grupos G para os quais KG e noetheriano.

A familia de grupos definidos abaixo aparece naturalmen-

te neste estudo.

ii;ll_agsﬁiﬂigéq - Um grupo G diz-se noetheriano se para toda cadeia
Hy © Hy @ oun = H, © ... de subgrupos de G, existe r « N tal que

Hr = Hr+h » para todo inteiro positivo h.

(3.2) Proposicao - Se RG & um anel noetheriano, entao R e G sao

noetherianos.

Prova - Considerando novamente o epimorfismo ¢: RG ~ R, definido

no §2 do Capitulo I, vem imediatamente que R e noetheriano.

Seja agora H, ¢ H2 € ... cH < ... uma cadeia de sub-

1
grupos de G. Entao,

A(G: H1) c AMG: H2) c ... eb(G: H ) e ... e uma cadeia

de ideais a esquerda de RG. Da hipotese, existe r N tal que

r r+1
Dai pode-se concluir que Hpo= Mg = eee o De fato,
seja h e Hj » J > r. Entao, h-1 ¢ a(G: Hj) = MG: H1) e suponhamos

por absurdo, que h ¢ Hr
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Agora, seja Q = {qi}iel um transversal a esquerda de Hr

em G, com 9 = 1. Entdo, h se escreve na forma: h = q'h', com
qg' «eQ,q'" =1, h' € Hr . Logo,

h-1=q'h'-1=gq'(h'-1) + (q'-1).

Como q'(h'-1) e A(G:H.), vem que q'-1 ¢ A(G,H.).

Pela proposicao (3.2) do Capitulo I, q'-1 pode ser escri

to na forma:

Como os elementos do suporte do segundo membro sao dois

a dois distintos, vem que

s Qe = j ..)q: = q'-1
igjr13q1h3 0o, Z(Zru)q1 q

Da primeira equacao decorre que todos os rij sao nulos;
a segunda equacao Teva entao a uma contradicao. [I

Ate hoje nao foi possivel decidir se a reciproca desta
proposicao e verdadeira.

Apresentamos a seguir uma familia de grupos que sao os

unicos exemplos conhecidos de grupos noetherianos.

(3.3) Definicao - Um grupo G diz-se policiclico-por-finito se exis-

tem subgrupos {1} = G0 c G1 € ... € Gn = G tais que G1.<1G1.+1 '
G

i+
G,

0 =1 n-1 , e 0s quocientes sao finitos ou ciclicos infini-

tos .
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(3.4) Lema - Seja G um grupo que admite um subgrupo normal H tal que

H e G/H sao noetherianos. Entao, G e noetheriano.

Prova - Seja G, < Gy © von ® G, © ... uma cadeia ascendente de sub-

grupos de G.

Entao, Go nNHEc G1ﬂ He...c=< Gn nHe ... e uma cadeia

ascendente de subgrupos de H, logo existe "o tal que

Gn nH = Gno+h "H, hz21

G H G,H GnH
Por outro lado, —%— <

. 5o :
deia de subgrupos de é} , 10go existe ny tal que

G H G H
ny n

H H

Chamando t ao maior dos inteiros NysNy » vem imediatamen

te que GtH = GiH > Gt nH = Gi nH, ¥z2t¢t.

Seja agora g € Gi , comi2t . Como gH = kH , para al-

gum k € Gt » vem que k'1g € Hn Gi = Hn Gt . 'logo k_1g e Hn Gt e

como k € Gt , Vem que g € Gt

Isto mostra que Gi = Gt y Vi & t.

(3.5) Proposicao - Se G & um grupo policiclico-por-finito, entao G e

noetheriano.

Prova - Observamos primeiro que os grupos ciclicos infinitos sao

noetherianos. De fato, seja H = <g> um grupo ciclico infinito, e

seja
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: ni .
uma cadeia ascendente de subgrupos de H, com Hi =<g >, n; € N

. N
i+1 L ;
Como H, < Hy 4 » 9" = (g Y, e ni+1|ni , Vi. Em

particular, n1.|no , ¥i , e dai e facil concluir que a cadeia e es-

tacionaria.
Agora, seja {1} = GO c G1 € ... ¢ G < ... uma cadeia de

subgrupos de G como na definicao (3.3).

Faremos a demonstracao por inducao em n. Se n = 1, G=G1

e finito ou ciclico infinito, lTogo noetheriano.

Suponhamos agora n > 1 e que a proposicao seja verdadei-
ra para todo grupo que admite uma cadeia de subgrupos como a da defi

nicao (3.3), de comprimento menor ou igual a n-1.

Ora, Gn/Gn e finito ou ciclico infinito, logo noethe-
1
e noetheriano pela hipotese de inducao. Logo, G = Gn

ian
riano, e Gn_1

e noetheriano, pela proposicao (3.4). [

(3.6) Lema - Seja H<iG , tal que G/H e finito ou ciclico infinito.

Sejam M um RG-modulo , N um RH-submodulo de N, com M = RG.N. Se o

RH-modulo N e noetheriano, entao o RG-modulo M tambem & noetheriano.

Prova - Suponhamos primeiro que }g4 n. Entao, existem

SqsSpsneesS, € G tais que G =LgsiH g

Temos entao que M = s1N + ee. + an. Vamos demonstrar
que cada sN e um RH-modulo noetheriano. Primeiro observamos que ca-

da sN e , de fato, um RH-modulo. Para isso, basta verificar que sN
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e fechado em relacio 3 multiplicacao por elementos de H. Mas, se

heHemneN entao hsn = sh'n, para algum h' ¢ H, pois H-G.
Seja agora T um submodulo de N, e seja
T' = {ne N | sneTl.

Verifica-se facilmente que T' & um submodulo de N, e que

Assim, dada uma cadeia sTi c sTé Clyes csTé € weo de sub
modulos de sN, em que os T% sao definidos como acima, a cadeia
Ti € Tpc s e TA ¢ ... de submodulos de N & estacionaria, logo sN

e um RH-modulo noetheriano.

Portanto, obtem-se que M & um RH-modulo noetheriano.
Como todo RG-submodulo de M & também um RH-submGdulo, vem imediata-

mente que M e um RG-modulo noetheriano.

Suponhamos agora que %}-: <X> , com X de ordem infini

ta. Entao, G = LJ xH. Como M = RGN, vem que todo elemento a ¢ M
iel

se escreve na forma:
= 3 xin. , comn, e N
g i i
Seja agora M = {0} um submodulo arbitrario de M. Vamos

mostrar que M0 e finitamente gerado, donde seguira que M e

noetheriano.

Dado um elemento o = J x'n. , niao nulo, chamaremos coe-
jez
M P 3 An_
ficiente dominante de o ao elemento ny correspondente a maior pote
. . = 1 e, n, e
cia de x que efetivamente comparece na expressao de o, isto e t

o coeficiente dominante de a se n, = 0 mas n; = 0 , para todo 1>t.
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Seja entao N0 o subconjunto de N formado pelo elemento

0 e por todos os coeficientes dominantes de elementos de MO

Verifica-se trivialmente que N0 & um RH-submodulo de N.
Logo, e finitamente gerado. Seja entao {a1,az,...,a2} um conjunto
de geradores de No’

Tomemos elementos MysMyse eyl de M cujos coeficientes
dominantes sao respectivamente a1,a2,...,a2. Podemos escolhe-Tlos
com a propriedade -de que o termo de maior grau e da forma a,x" , em
que o inteiro k ndo depende de i, e tais que nao apresentam poten-

cias negativas de x. (referir-nos-emos a esta ultima propriedade

i 7
como a propriedade (*)). De fato, sejam a,x {...,a x & os termos
correspondentes aos coeficientes dominantes dos mi o, e seja

r-r.
ro= max {ri} . Entao, os elementos x 1m1 tem termo de maior grau

da forma aixr , e sao elementos de M0
Agora, para que satisfacam a propriedade (*), basta mul-

tiplicar por uma potéencia suficientemente grande de x.

, & seja u = xnu1 € M0 , tal que u

tem a propriedade (*), e o termo de maior grau tem a forma: ax9

Seja agora u, ¢ MO

com q 2 k.

Entdo, a € N, Togo a e uma soma: a = Eyiai , ¥: € RH.

Tomemos entao a soma: ;yimi . Este e um elemento de
1

M, » com a propriedade (*). Multiplicando-o por x4~k , vem que o

xq_kkyimi ainda pertence a M0 , tem a propriedade (*),

q

elemento n =
e o termo de maior grau e ax

Podemos escrever n na forma: n = axq+n', em que n' tem
a propriedade (*), e tal que na sua expressao S0 aparecem as poten-

; . -1
cias 1,x,x*,...,xq =
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Analogamente, temos que u = ax% 4+ u' , em gque u' tem as

mesmas propriedades que n'.

Logo, u = n-n' + u'. Chamando n, = u'-n' , vem que ny

pertence a M (pois u,n e Mo)’ tem a propriedade * e em ny S0 apare-

cem as potencias 1,x,...,xJ

Repetindo o argumento empregado para u, podemos escrever
ny na forma: n, = n2+n3 , com n, no submodulo de MO gerado por
MyseeesMp, @ ny € M0 » com a propriedade (*), e tal que na sua ex-

- _ = q-2
pressao so aparecem as poténcias 1,x,...,x"

Aplicando este processo um numero suficiente de vezes,
podemos escrever u na forma: u=m+m', em que m 6[m1,.",mg] c M0 s

my € M, tem a propriedade (*) e 1a expressao de m' s& aparecem as

poténcias 1,x,...,xP!

Ora, m' pertence entao a L = N+xN+...+xp'1N, que e um
RH-modulo noetheriano (para ver isto, basta repetir o argumento em-

pregado para mostrar que M & noetheriano, quando |G/H| < «). Assim,

0 RH-submodulo L n L8 e finitamente gerado. Seja {m2+1,...,mt} um
conjunto de geradores de L n M0
L k
Entdo, u = § a.m, + ¥ Bim. o, ¢ RG , B; ¢ RH , e
it V1 jaged

n - . - , . .
Uy = X "u e uma combinacao linear dos m; , com coeficientes em RG;

logo, Mo e gerado pelo conjunto (mi} 0

1sisk

(3.7) Teorema - Sejam G um grupo policiclico-por-finito e R um anel

noetheriano. Entao, RG & noetheriano.

Prova - Seja ({1} = G0 © Gy c ... c G =G uma cadeia como na defi-

1 n
nicao (3.3). Procederemos por inducao em n. Se n=1, tomando, no
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Lema (3.6), H = {1} , M = RG , N=R , vem que RG & noetheriano.

Suponhamos agora o teorema demonstrado para todo grupo
que admite uma cadeia como a da definicao (3.3), de comprimento me-
nor ou igual a n-1 (n 2 1). Entao, pela hipotese de inducao,

RG, _ e noetheriano.

Tomando H = Gn_1 , M =RG, N = RGn_1 , 0 Lema (3.6)

mostra imediatamente que RG e noetheriano.

Conjectura-se que todos os grupos noetherianos sejam po-
liciclicos-por-finitos. A verificacao desta conjectura provaria a

reciproca do Teorema (3.7).

§4. 0 Radical de Jacobson

Apresentamos aqui alguns resultados e conjecturas sobre

o radical de Jacobson de KG.

Primeiramente, observamos que, no caso de grupos finitos

6 facil decidir em que condicoes RG e semi-simples, isto e, J(KG)=C.

De fato, temos a seguinte

(4.1) Proposicao - Seja G um grupo finito. Entao, J(KG) = 0 se e

somente se car K {’le.

Prova - Suponhamos primeiro que J(KG) = 0. Como G e finito, KG e
artiniano, pelo Teorema (2.1). Logo, KG & completamente redutivel,

e pelo corolario 4.7 do capitulo I, temos que car K x |G].
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Reciprocamente, temos que, se car K 4’[61, pelo corola-

rio mencionado acima, KG e completamente redutivel, Togo J(KG) = 0.

Talvez o provliema mais dificil envolvendo aneis de grupo
de grupos infinitos seja o de determinar condicoes necessarias e su-

ficientes para que J(KG) = 0 , ou , mais geralmente, determinar a es

trutura de J(KG).

Possivelmente, se car K = 0, J(KG) & sempre trivial, mes
mo que G seja infinito. Na direcao desta conjectura, temos os se-

guintes teoremas:

(4.2) Teorema (Villamayor, 59): Se car K =0 e G & solivel, entdo

J(KG) = 0.

(4.3) Teorema (Amitsur, 59): Se car K = 0 e K & uma extensio trans

cendente de seu corpo primo, entdo J(KG) = 0.

Observamos ainda que, gracas aos trabalhos de Amitsur,
sabe-se que para demonstrar que J(KG) = 0 no caso em que car K = 0,
K @una extensao algébrica de seu corpo primo Q, & suficiente demons-

trar que J(QG) = 0.

Agora, conforme a Proposicao (4.1), se car K = p e G e
finito, com elementos de ordem p, entao J(KG) = {0} . No entanto,
como o radical de Jacobson de um anel artiniano e nilpotente [ver
10, p. 671, podemos ao menos afirmar que, nestas condicoes, J(KG)

e nilpotente.

Assim, se G e um grupo arbitrario e car (K) = p, a con-

jectura classica e que J(KG) & um ideal nil. (Um ideal I de um

n

anel R diz-se nil se ¥x € I, In e N tal que x '=0).
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Nesta direcao, os resultados mais importantes sao 0s se-

guintes:

(4.4) Teorema (Villamayor, 59): Se car K = p e G & soluvel, sem

elementos de ordem p, entao J(KG) = 0

(4.5) Teorema (Passman, 62): Se car K = p , K & uma extensao trans-

cendente de seu corpo primo e G nao temelementos de ordem p, entao

J(KG) =0 .

A condicdo "G nao tem elementos de ordem p" nao e, no en
tanto, necessaria: existem exemplos de grupos G, com p-elementos,
tais que J(KG) = 0, para todo corpo de caracteristica p. Para refe-

rencias adicionais, ver [13, p. 295].

0 problema se torna bastante mais dificil se se procura
determinar a estrutura de J(KG). Para se ter uma ideia do grau de
dificuldade desta questao, observamos que os trabalhos recentes nes-
ta direcao estaorestritos ao caso em que car K = p e G e finito.
0s resultados, por outro lado, nao dao informacoes sobre a estrutura

de J(KG) mas sim sobre o seu indice de nilpotencia ou sua dimensao.

Para referencias mais detalhadas, recomendamos oS traba-

lhos de D.A.R. Wallace (por exemplo: Proc. Edinb. Math. Soc., II,

Ser 16 (1968), 127-134).
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