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1 — INTRODUCAO HISTORICA

A tese com que nos apresentamos a douta Congregagdo da Escola Po-
litécnica da Universidade de S3o Paulo, concorrendo a cadeira de “Pontes
e Grandes Estruturas”, procura focalizar uma das questSes mais palpitantes
da teoria das estruturas, qual seja o estudo das grelhas.

Se é bem verdade que o assunto tem sido objeto de tratamento perio-
dico, na literatura técnica, desde os fins do século passado, ndo se pode
deixar de reconhecer, entretanto, que os métodos e processos utilizados e
recomendados pelos diferentes autores pecam pelo excessivo trabalho nume-
rico a que conduzem, muito embora recorram &les — no louvavel empenho
em reduzi-lo — a numerosas hipGteses simplificadoras.

E as solugdes aventadas se apresentam de tal forma sobrecarregadas
de operagdes, tdo complexas do ponto de vista do calculo, que nao se
coadunam, por vezes, com a importncia‘'e o valor econdmico da obra que
se pretende realizar.

Isto justifica a natural aversdo que nutre o estatico por semelhantes
processos, aversdo que o leva a desprezar, no estudo das estruturas, impor-
tantes fatores ligados ao comportamento espacial e monolitico das mesmas,
deixando de lado vantagens que dai lhe poderiam advir, no que diz respeito
i redugdo dos esforcos e a consequente economia do material. E quando
julga, desprezando aqueles elementos, fugindo aquele emaranhado numérico,
obter pelo menos um beneficio, que consistiria em se colocar a favdr da se-
guranga, corre 0 risco — por mais que isso pareca absurdo e paradoxal —
de sacrificar essa prépria seguranca, como chegaremos, oportunamente, a
demonstrar.

Sendo a grelha constituida, em ultima analise, de duas familias de vigas
que se cruzam e trabalham em conjunto e que, no mais das vezes, se ligam
por intermédio de uma lage, como acontece nas coberturas, pisos e tabu-
leiros de pontes, apresenta-se ela como ,um conjunto altamente hiperesta-
tico, de complexo comportamento e de dificil estudo: uma carga que a so-
licite, em determinado ponto, obriga a trabalho coletivo todo o sistema, pro-
pagando-se o esforgo pelos diferentes elementos.

E precisamente na forma dessa distribuicdo, no numero ¢ identificagdo
dos elementos que a regem e que devem intervir no calculo que reside todo
o problema.

Sua solucdo se apoiou, até o presente, em alguns postulados simplifi-
cadores, desprezadas certas ligagdes, embora nido se conseguisse evitar,
sinda assim, o inconvenijente do incomodo algebrismo.

Nio é recente, como sabemos, o estudo da grelha.



Ja em 1893 a questdo foi abordada por Zschetsche* que introduziu co-
mo incognitas as reagdes reciprocas das vigas nos nés. Tal solucdo ndo
deixa de apresentar enorme complexidade, mesmo no caso relativamente sim-
ples de quatro vigas longitudinais e uma transversal.

Durante cérca de vinte anos o assunto ndo voltou a ser ventilado,
para ressurgir em 1912, com um importante trabalho de Arnstein (apud ?)
que cuidou da viga continua sobre apoios eldsticos, constituidos por colu-
nas ou vigas. Foi utilizado por ésse autor o “método das forcas”, de que
ia se valera Zschetsche, recaindo porém nas anteriores dificuldades de ordem
numeérica. S -

Nessa época Kogler (apud*®) se inferessou pelo assunto, ao estudar
uma ponte de concreto com cinco vigas principais e wuma transversal, che-
gando a estabelecer algumas regras bastante simples. Concluiu, por exem-
plo, que uma grande variacdo de momento de inércia da viga ftransversal
tem reduzida influéncia na distribuicdo da carga. E forneceu diversas pres-
cricbes importantes relativas ao dimensionamento de pontes. '

A seguir abordou o assunto o engenheiro A. Biihler 2, das Estradas de
Ferro Suicas, que efetuou certas medidas em pontes de concreto, para o
efeito de apreender a distribui¢do transversal da carga, tendo verificado que
tal distribui¢do era numericamente mais elevada do que se poderia, a pri-
meira vista, supor. =

Ainda em 1912 apareceu um- trabalho de H. Lossier ® baseado na teoria
da viga continua sdbre apoios eldsticos, bem como no principio da recipro-
cidade de Maxwell. Conseguiu Lossier obter as férgas cortantes ¢ os mo-
mentos fletores nas vigas longitudinais e transversais, sob a agio de car-
gas moveis, e para certas posi¢des particulares dessas mesmas cargas. Tais
limitagGes, como bem se conipreende, diminuem sobremodo o interesse do
trabalho, do ponto de vista de sua aplicabilidade aos casos gerais.

Surgem nessa ¢época algumas pesquizas experimentais. Assim Saliger *
ensaia uma cobertura de concreto armado com sete nervuras. De seu lado,
Frank®°® e Knorr 7 realizam medidas em pontes de concreto armado, che-
gando a resultados altamente interessantes. Entretanto, a influéncia per-
turbadora da lage obscureceu a interpretacdo exata da prova de carga.

Em 1922 chega a vez de Thullie® que escolhe como ponto de par-
tida a rigidez infinita da viga transversal, e realiza corregbes para o efeito
de melhorar os resultados obtidos.

Cogita Petermann® do caso geral, e adota como incégnitas, no calculo
que vem a efetuar, os momentos nos nés. O sistema de equacles a que
conduz semelhante processo sobrecarrega-o extraordinariamente, prejudi-
cando-o e anulando as vantagens que possa oferecer.

Também Lewerens *° cuida do assunto, atendo-se exclusivamente ao caso
particularissimo de uma estrutura com trés vigas.

Quando da elaboragio do projeto da Friedensbriicke, construida em
Viena, em 1926, Faltus ! imprime novo e enérgico impulso ao tratamento
teérico da gre'ha, criando e langando o conceito da “viga transversal ficti-
cia”, que por si s6 computasse toda a distribuicdo transversal.

Bleich e Melan** vém a tratar do assunto, ainda que de uma forma
indireta: partindo da equagdo de Clayperon, chegam a um sistema de equa-
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¥oes de dlferengas parciais, equagdes cuja squc;ao constitui a finalidade es-
necifica do trabalho.

Em 1928 propde-se Gennter ** a resolver o mesmo problema, fazendo
intervir no célculo um elemento desprezado por Bleich e Melan: a torcdo
nas vigas. Mas, embora afirmasse que o seu processo ndo exigiria mais
trabalho que os dos citados autores, ndo conseguiu vencer 0 excesso numé-
rico decorrente do sistema de equagdes de diferencas parciais.

Jé4 nesta altura, os ensaios efetuados em intmeras estruturas executa-
das comegavam a esclarecer o obscuro problema. Nas virias pontes sub-
metidas a provas, verificou-se a grande capacidade de distribuicio de carga
apresentada pelo tabuleiro.

Com o correr do tempo jad se nota, consultando-se a literatura espe-
cializada, vma tendéncia mais definida no sentido de se aproveitar o efeito
da grelha. Sirva-nos de exemplo o que se verificou na ponte rodoviaria
sdbre o rio Murg, perto de Gernsbach, em que Storz!* estudou e féz valer
a distribuicdo de carga em trés vias transversais.

Estribando-se em numerosas asser¢des simplistas, quais sejam, a cons-
tincia c¢ igualdade dos momentos de inércia das vigas principais, a igual-
dade dos espacamentos entre as mesmas, o desprezo da torgdo e, finalmente,
a distribui¢do da carga segundo uma faixa reduzida, Bela Enyedi®® se pro-
poe a resolver o problema da reparticdo das cargas concentradas através das
diferentes vigas longitudinais. Declara que o método atenderia, também, ao
caso de diferentes momentos de inércia e desigual espagamento entre as lon-
garinas, mas sua aplicacdo seria, entdo, muito mais dificil.

Em 1929 Marcus ** projeta uma cobertura de grande vdo, com trés fa-
milias de vigas, cobrindo um espaco triangularmente limitado, e utilizando-se
de resultados cohidos em modelos.

Como contribuicdo ao primeiro Congresso Internacional de Concreto e
Concreto Armado, realizadc em 1930, o professor Giulio Krall " apresenta
um estudo a respeito da reparticdo das cargas nas estruturas grelhadas, aten-
do-se a teoria das vigas sObre apoios eldsticos e em alguns elementos do
calculo das variagbes. (O método requer desenvolvimento matemdatico deli-
cado para a obtengdo de resultados apenas aproximados.

Ostenfeld **, em 1930, se insurge contra o “método das forgas” aplicado
4 analise das grelhas, afirmando que a sua experiéncia com o “método das
deformagdes” o convencera da inegdvel superioridade déste altimo. E firma
as bases de uma solugdo sobremodo elegante que hoje se tornou classica:
considera as flechas como incégnitas hiperestaticas e, partindo da hipé6tese
de existir em cada né um apoio irrecalcavel, chega a um sistema de equa-
cOes com tantas incognitas quantos sejam os referidos nés. Para controlar
o calcuio, serve-se da prova segundo a qual a soma das reacbes nos noés
deve igualar os esforgos externos. E, a final, com o intiito de facilitar o
calculo, apresenta uma série de tabelas de vigas continuas de que se reti-
ram os coeficientes que intervém nas operacdes.

O método de Ostenfeld, como se vé, malgrado as vantagens que ofe-
rece, ¢ demasiadamente trabalhoso, pois se prende a solucdo de um sistema
de equagdes o que, por si s6, lhe prejudica a rapidez e a simplicidade das
solugdes. Suas possibilidades de aplicagcdo aumentaram, entretanto, moder-
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namente, com o aparecimento de processos desconhecidos ao tempo daquéle
autor, como, por exemplo, o de Benachiewicz. Por outro lado, um estudo
de Krabbe ** veiu ampliar-lhe os horizontes, decomposto que foi o sistema
de Ostenfeld em vérios outros, de tal forma que em cada um déstes nédo
haja mais incégnitas que vigas transversais, excegdo feita das vigas de
bordo. :

A partir de Ostenfeld os trabalhos sdbre grelhas foram surgindo com
mais freqgiiéncia na literatura técnica especializada. Com o aparecimento de
maiores ‘‘trens-tipos” e a preferéncia pelas estruturas mais leves, cujo em-
prégo foi permitido gragas a maiores tensdes admissiveis, aumentou de muito
o interesse pelos estudos da distribuicdo das cargas.

Baseado na equagdo dos cinco momentos, M. A. Charrueau * chegou a
uma solucdo geral, possibilitando expressar os momentos nos nds, vindo o
mesmo autor a atingir resultados particulares interessantes.

Sucederam-se, dai em diante, os trabalhos de Wiesner ®*, A, Thoms #,
Hennigs **, vindo finalmente um estudo bastante comentado de F. Leo-
nhardt2* a respeito de grelhas apoiadas em dois bordos. O método reco-
mendado por &sse autor, baseado no que éle denomina “coeficientes de dis-
tribuicdo transversal”, calculados analiticamente ou por intermédio de mo-
delos, obteve bastante sucesso gragas a sua simplicidade. Dois anos mais
tarde, éle préprio estendeu o processo as grelhas engastadas e continuas,
fornecendo numerosas tabelas, e formulando alguns conselhes iteis para a
escotha dos momentos de inércia das vigas transversais. E, se bem que o
seu trabalho tenha sofrido severas criticas, pela aproximagdo muitas vézes
fraca, constitui, inegavelmente, a primeira tentativa coroada de €xito no que
diz respeito a simplicidade do célculo das grelhas.

Geiger contribui também com um interessante estudo sdbre grelhas con-
tinuas *.

J. Courbon *¢ analisa o comportamento estatico das vigas longitudinais
de pontes solidarizadas por vigas transversais de momento de inércia infi-
nito. Seu trabalho ndo contém, entretanto, qualquer novidade, abordando
temas de soluges hd muito conhecidas.

Seguiram-se novos estudos, entre éles os de M. Hillal *°, W. Biiltmann
(apud ®) e Kloppel *, procurando sempre a exatiddo no calculo das
grelhas.

Merece ser mencionado com destaque o trabalho de M. Hillal, pelo fato
de — valendo-se do§ mieios correntes da estatica — computar, entre os ele-
mentos que intervém-nd-.cilculo, o efeito de tor¢do. Na solugdo por éle
proposta, o nunterd” de inc6gnitas iguala o nimero de nés, ao passo que
no método de Gennter3Z“onde também é computada a torgdo, as incognitas
sdo em niimero trés vézes superior. Fundamento de seu processo ¢ a “viga
continua sdbre apoios eldsticos, elasticamente resistente & rotacdo”. E o
grande mérito do referido estudo esta, exclusivamente, nas importantes con-
clusbes a que chega com referéncia ao efeito da torgdo. Seu emprégo, en-
tretanto, ainda acarreta um trabalho extraordinariamente penoso, mesmo no
caso em que ocorra simetria.

Surge, pouco depois, obra de grande valdr nesse terreno, qual seja a
de Melan-Schindler %°. Baseados na equagdo de Clayperon, chegam &s equa-
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¢Bes fundamentais do método que propdem, e cujo tratamento matematico
& bastante delicado. As auto-solugdes normalizadas que aparecem, gragas
4 separagdo das varidveis, podem ser interpretadas como uma extensdo do
“B, U. Verfahren” de Andrée. O trabalho pressupfe vigas com percurso
semelhante de momentos de inércia. Apesar da indicagdo dos auto-valores
e da solugio dos chamados sistemas “i” para as grelhas correntes, resta
ainda enorme trabalho de calculo, bastante suscetivel de erros. E, muito
embora seja o referido método dencminado “exato” por seus autores, nio
se pode esquecer que desprezaram ambos, no cdlculo das grelhas, tanto o
efeito de tor¢cdo quanto a colaboragdo da lage.

Ja agora a literatura técnica se vé enriquecida por novas publicagoes,
destacando-se, entre outros, os trabalhos de U. Thran?2, K. Miesel (apud
4) assim como a obra de M. J. Blevot®, notavel pelo formulario, tabelas
e graficos que contém.

Outro estudo que atraiu a atencio dos especialistas foi o de M. Y.
Guyon *, baseado na seguinte hipotese: serem os feixes de vigas longitudi-
nais e transversais tio densos que se pudesse assimild-los, em conjunto, a
um sistema continuo. Para fugir ao incomodo problema do efeito de tor-
¢io, serve-se Guyon de uma equacio de derivadas parciais de quarta ordem,
sem o termo retangular. O que se observa ¢ que as proprias hipoteses em
que se funda o célculo restringem o campo de aplicacdo do mencionado
método.

Por ultimo, surge novo trabalho de F. Leonhardt, em colabora¢do com
H. Andrid *, aperfeicoando o ja divulgado processo dos “coeficientes de dis-
tribuicdo transversal”, e enriquecendo-o com uma série de tabelas de facil
utilizagio.

Assim, o que podemos concluir, apés essa rapida introdugdo de caracter
historico, é que os diversos autores, criando e langando novos métodos para
resolver o problema do célculo das grelhas, diligenciaram com empenho no
sentido de aliar, no referido calculo, os requisitos da exatiddo e da simpli-
cidade, sem que, entretanto, atingissem o objetivo colimado.




I — UM NOVO METCDO DE CALCULO DAS GRELHAS

O estudo acurado das obras mencionadas no capitulo anterior nos con-
vence de que os métodos e processos ai indicados ndo satisfazem as exigén-
cias da pratica: ora pecam pela enormidade da massa operatdria requerida,
ainda mesmo nos casos mais sxmples, ora desprezam certos efeitos que se
manifestam, s vézes., em propor¢des bem sensiveis.

Ostenfeld, referindo-se ao assunto, confessa que a tor¢do das vigas e
a colaboracdo da lage desempenham importante papel na distribuicdo da
carga, lavendo toda a conveniéncia em serem devidamente computadas. Mas
como isso acarrete complicado processo de calculo, prefere considerd-las am-
bas como uma reserva de energia da estrutura.
Leonhardt elimina, desde logo, a torcdo, por julgd-la pequena. Quanto
lage, afirma que j& a levou na devida conta, quando a introduziu nos
momentos de inércia das vigas.

Mahomed Hilal ** aconselha seja computada a tor¢do das vigas, sem
se preocupar com a lage, e mesmo assim o processo de que se utiliza é ex-
tremamente complicado.

M. ]. Blévot, em seu trabalho “Tabliers de Ponts-Routes en Beton Ar-
mé”, onde estuda a solidariedade realizada entre as diferentes pecas de uma
ponte, gragas a continuidade das vigas *!, ao comentar 0 método de Char-
rueau, deixa bem claro que uma das razdes da imperfeicdo do referido mé-
todo é “la quasi-impossibilité de faire intervenir la résistance des entretoises

aux couples de forsion”.
Charles Maliet®”, apesar de formular in(imeras hipGteses restritivas,

quanto & simetria, igualdade de espacamento e de momento de inércia,
observa que “lorsque les pouires porteuses et les entretfoises ont une rigidité

de torsion non négligeable, le probléme devient extrémement compliqué”.

O professor Pippard ** admite um espagamento de vigas transversais
suficientemente pequeno, para que se possa lidar com um problema con-
tinuo. A ndo ser assim, comenta, ‘“the problem is intractable in a general
form’.

Contrariando, entretanto, a afirmacfo praticamente undnime de que é
impossivel, para o caiculo da grelha, a obten¢do de um método em que se
aliem o rigdr e a simplicidade, vimos, com o presente trabalho, apresentar
um novo processo onde ésse duplo objetivo é, com felicidade, colimado.

Repousa &le, em ultima andlise, na utilizagio de fun¢des ortogonais
para a resolucdo de equacdes de diferencas ordindrias, com coeficientes cons-
tantes, de 2.* e 4.* ordem. y

A base de um algoritmo simples, o método tem grande dmbito de apli-
cagdo, e oferece, em suma, as seguintes vantagens:
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1) é de grande simplicidade, reduzindo a parte numérica do calculo
is suas justas proporgoes;

2) possibilita espagcamentos diferentes entre vigas longitudinais;

3) permite sejam diferentes os momentos de inércia das vigas longitu-
dinais e transversais, desde que se conservem constantes em cada viga;

4) admite a passagem, sem qualquer aumento de cdlculo, da forma des-
continua para a continua, como seja a lage;

5) autoriza, pela simples observagdo das férmulas, a avaliagio das di-
versas influéncias em jogo;

6) permite a determinagdo concomitante da distribui¢do de carga pela
lage e vigas transversais;

7) aplica-se ao caso da lage com variagdo longitudinal de espessura;
8) extende-se as grelhas apoiadas nos quatro bordos;
9) aplica-se as grelhas continuas.

E, de outro lado, postula apenas a hipdtese de espacamento igual entre
as vigas transversais, o que, alids, corresponde a grande maioria dos casos
correntes.

Iniciamos a nossa exposigdo resolvendo alguns problemas fundamen-
tais intimamente ligados ao método que temos em mira desenvolver.

O presente trabalho é acompanhado de uma parte experimental em mo-
delos de ago, madeira e concreto armado, alguns ensaiados no Laboratério
de Estatica Experimental da Escola Politécnica de Sdo Paulo, outros na
Seccio de Estruturas do Instituto de Pesquizas Teccnolégicas de Sdo Paulo,
e os demais no Instituto de Pesquizas de Materiais da Escola Técnica Su-
verior de Stuttgart e no Instituto de Pesquizas da Escola Técnica Superior
de Karlsruhe. Verificou-se excelente concorddncia entre os resultados expe-
rimentais e o cédlculo analitico.



Il — FUNDAMENTOS DO METODO APRESENTADO

O novo método de calculo das grelhas decorre das solugbes dadas a
certos problemas basicos, solugdes que, em seu conjunto, constituem a pré-
pria esséncia do processo por nés apresentado. Julgamos, assim, indispen-
savel expor e analisar, sistematicamente, em um sé capitulo, ésses diferen-
tes problemas, embora de maneira sumaria, para que se tenha uma idéia
precisa dos dados fundamentais que caracterizam o mencionado ' processo.

PROBLEMA 1 — Determinar as flechas § nos pontos equidistantes
0,1...x....n-1,n de uma viga liviemente apoiada, de momento de inércia ]
constante, solicitada por cargas concentradas P,, P;....Ps...Py_y, Pn

nestes mesmos pontos.

&"' % ’?xv

» Lo Los |

Fig. 7

Partimos da conhecida equacdo de diferengas da 4.* ordem:
38

09 — 43;(_1-{'-63,(— 4ax—1+ax+2-_—: GEJ

(Px_r+ 4Py + Px+1) (1)

As flechas ndo sdo influenciadas pelas cargas P, e P, que atuam dire-
tamente sobre os apoios. Desta forma, o cédlculo serd efetuado com outros
valores de P, e P,, em particular, valores nulos. E-nos possivel, entio,
lancar médo do seguinte desenvolvimento trigonoméirico:

=1 iw

Py = Z p;sen (2)
n—1 n
onde
n—1 i
DUES RS P! e e (3)
n x-1 n

2 (fr—



Uma vez que 8, = 8, =— 0, também as flechas & sdo passiveis de
um desenvolvimento semelhante:
n—1 imx

By = 2 7j sen
i=1 n

(4)

Levando éstes valores na equagdo de diferengas acima, vem:

n—1 | G (o il ; . 1 . -
3 Tl[sen ]M — 4 sen P-_(x_l) + 6 sen !ﬂ_x —4sen I \x+_) +sen I (x+2) I
= n n n n n .

1=t

3 n-—1 = 7 L in i
A Z pi|sen 1_7:_(x_1) -+ 4 sen 1 -+ sen Lzl
6E] i=t n n n

Entio:

X

A3
z 2y (cos 21T—ricos———}—s) l:x R 2 2p1 (cos_

6E] = n

Como x pode tomar qualquer valor inteiro, de O a n, resulta:
in ‘
A3 (cos — + 2)
1l b _ ubi (5)

6<cos2—“5—4cos£+3) E] E]
n

1l

i

Ti

onde

A8 (cos R -+ 2)
n

fs(cosz—113 — 4 cos L +3)
n

n

ol

1

Com isso obtemos:
n—1 i
By== 3 P g, 17X (7)
i=t E]J n
Dadas as cargas e, portanto, os pi (3), as flechas nos diferentes pon-
tos x sdo determinadas mediante (7).

Para facilidade de calculo, os valores de a;, de 1 a n-1 encontram-se
pa tabela I, para n desde 2 até 20.

Se o carregamento consistir em uma unica carga P. atuando no
ponto k, o valor de p; serd, portanto:

2 ink
pi = — Px sen L
n n

(8)

em virtude da formula (3).
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~ PROBLEMA 2 — Determinar a flecha, num ponto de abcissa ¢ de uma
viga livremente apoiada, de momento de inércia J constante, sujeita a carga
arbitrariamente distribuida q.

—

—l
=

L ' £ L

Fig 2

Este problema pode ser resolvido diretamente, partindo-se da equacdo

43 :
diferencial de 4.* ordem dd.fj — ELJ ou como limite da solucdo anterior,
onde nA=:] e xA==¢, n tendendo a infinito.

No primeiro caso, a solugdo aparece muito simplesmente, expressan:
do-se a carga em série de Fourier:

2 int
q = 2 g sen = (9)
A 1 o
gi:——z—fq sen =% dz (10)
]o !
Desenvolvendo a flecha § também em série de senos, na forma
) :§~n sen S (11)

1 ]

e levando-a na equacdo diferencial, vem:
o ink

= ¥ g sen——
i=1 l

S iné
EJ 2, — nsen -
=1

donde:
]4

£ =} 12
itmtE] o (12

1 =
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Entdo,

_ 13
HEJ D i 1 (13)

Se a viga estiver solicitada por uma unica carga concentrada P, &
abcissa £, o valor de p; serd, como se sabe:

g = 2P gon 17 (14)
1 1
Levando essa expressdo de g; em (9), resulta:
3 co i . i .
& = 2Pl D J—sen—lisen i’ (15)
=EJ 5 it 1 1

Por outro lado, a passagem ao limite, para n—>» , da expressio (7)
ja encontrada no problema n.° 1, fornece-nos, sem mais, a solugio.

Assim, é facil verificar que:

A3 cos (1—7- -+ 2) g A
n

. 0
Al 21w in T gt o
n— 6(cos e COsi—=s el
n n
e, nesse caso limite obtemos:
R J§! ® O ink
L v 2L gep
RMEJ = it 1
como j& haviamos encontrado.
ProBLEMA 3 — Nas condigcdes do problema 1, determinar os momen-

tos nas diferentes secgdes 1,2...x....n-1.

Partindo da equagdo de diferencas de 2. ordem que liga as cargas Py
¢ 0s momentos M,: .

Mx+1 — 2M; + My = — P\ (16)

0 problema se resolve facilmente.

Expressando P, segundo a soma trigonométrica
P ~—"§;1 p, sen i
= SRl
= ! n
assim como os momentos,
n—1

My= 3 Ot sen o = (17)
i=1 1

— 3 L=



— o que é possivel, uma vez que M,=M,=0 — e levando-0s na
equagdo de diferencas (16), resulta
n—1 = i n—1 i
s NG Lsenm(—x_ﬂl——g + sen nir— I)J — L X pyosen L
i=1 n n i=1 n
n—i i i n—1 1
29 (cosl—“ — 1) sen L S pi sen JEX
j=1 Tl‘ n i=1 n
Portanto:
| A
N = — P =— o pi (17a)
2 (cos — = 1)
n
Entao,
n-—1 i X
My =~ I pipi sen —“n— (18)

Dadas, pois, as cargas ¢, consequentemente, os p;, 0s momentos sdo
calculados imediatamente por (18).

PROBLEMA 4 — Nas condigdes do problema 2, determinar o momento
fletor M, numa secgdo de abcissa £:

A solugdo pode advir imediatamente, quer da equagdo diferencial

d2M “Ep -
= — @, quer da passagem ao limite do caso anterior.

de?
Assim, desenvolvendo q e M segundo série de Fourier, vem:
2 ink
q= 2% g sen -
{=1 1
&) iné
= J o sen
f=1
e, levando &stes valores na equagdo diferencial, resulta:
daz M =z i’n int = in§
= — X ——OTm Sen—=——2gi sen ——
d:z? n=1 1? 1 i=1 {
Logo,
@ 2 1 P E
amy, = - 1 Sen ——
=t {2m2 = 1
Portanto:
o, 12 imt
M=2X - g1 sen —— (19)
i=1 {2 n2 |

resolvendo-se, assim, o problema.

o



A solugdo poderia ser também obtida partindo-se da equagdo (18),
onde xA=¢, ni=1 e p;i==gA, e passando-se ao limite para n—w

Assim, como

. A8 I2
lim = = = ===
n—o 2(cos == 1) 185
n
obtemos:
@ 2 i
M=2X- ! g sen LEs
i=1 {2 %2 1

PROBLEMA 5 — Determinar um sistema de cargas P, P.,...Py... Py
a serem aplicadas nos pontos equidistantes 1,2...x...n-1 de uma viga
livremente apoiada, de momento de inércia J constante, que provodue nesses
nontos as mesmas flechas que um outro carregamento dado.

Calculadas as flechas 8,8.....5c.... 8,y naquéles pontos, podemos
expressd-las por uma soma trigonométrica do tipo

2 irx
8 = X 7 sen ——
i=1 n

onde
9 n—1 inx
7= — 2 & sen ——
n x=i n

Suponhamos agora o sistema de cargas P, P....P.....Pn,4, atuan-
do sbbre a viga.

Pelo que j4 vimos no problema 1, a flecha causada por éle, num ponto
genérico, serd:
n—1 g0 iﬂx
= 3 o Pi cen
i=t E]J n
Devendo tais flechas ser iguais as produzidas pelo carregamento dado,
temos, como conseqiiéncia:

2 Pi
E ] Ti
E
P = Ju
o
Ent3o,
n—1 i n—1 E i
Py,=J5 psen =X =% T Ny
=1 n i=1 oy n

— 15 —



PROBLEMA 6 — Determinar as rota¢des das seccles situadas nos pon-
tos equidistantes 1,2...x....n-1 de uma viga engastada, de sec¢do cons-
tante, solicitada por momentos de tor¢do Z,,Z,,....Z...Zy 4, respecti-
vamente, nesses mesmos pontos.

partl}

Qoo L B o
N T P
q[z j, P l[ F

o+

Z-Z-f Za: za:vr E
) én

A SSRGS

ZZ-r Zz :22'1 2
| Tz, e
e T
-7 x xwryr
Fig. 3

Seja T. o momento de tor¢do na viga, no trecho x, x—+—1.
Entao: '
Tx - Tx—l = Zx

Por outro lado, entre as rotagbes © de duas secgdes consecutivas,
nascem as relagles:

By — Ox_1 =— -I_"—i
GJ
T

bx— — Ok = -
G

onde GJ, é o produto de rigidez transversal.
Como consegiiéncia, obtemos:

! A - wZ
lx_g — 20 ey = —— (Txy — Txy) = X (20)
x—1 X + x—1 Ojt ( b X ) GJL
ou seja, uma equagio de diferengas de 2.* ordem, com coeficientes cons-
tantes. Sua solugfo pode ser conseguida, também, com fung¢des ortogonais
simples. 5

Uma vez que Z, e Z, atuam sbbre o apoio e, portanto, ndo intervém
no problema, efetuamos o cdlculo atribuindo-lhes valores nulos e escre-
Vemos:

i n—1 iﬂx .'
Zy = Y 7y sen —— . (21)
i=1 n

— 16 —



onde

n—1 i
Z = 2 X Zy sen rx (22)
n x=t n

O mesmo podemos fazer com os &ngulos de rotagdo @, uma vez que
as rotacGes ©, e @, sdo nulas:

a—1 i
B = 2 v sen e (23)
1=t n

Introduzindo &ste valor na equacdo de diferengas (20), vem:

—1 1 n—1 {
5 v, Gt el I e ller: X 1 sen ”(x L) | T 7 sen =X
=1 | n Gjl =1 n
—1 i A n—1 i
nr 2vu; sen 1—“—X—(cos LS 2 1) 2 z; sen Lt
=1 n n GJ, 1=t n
Portanto:
= i_“ 0 = LA (24)
2(cos—i — 1)0,]t GJe
n
onde
A
pi = : (25)

2 (cosE — 1)
n

Levado o valor de », (24) expressdo (23), obtemos:

n—1 1
¥4 ITX
by = 2 Pi L sen
i=1 (@ Jt n

(26)

Os valores de p; de i=1 até n-1, para n de 2 a 20, constam
da tabela II.

PrROBLEMA 7 — Determinar a rotacdo ® de uma secgdo situada &
abcissa £ de uma viga engastada nas duas. extremidades, de sec¢do. cons-

tante, solicitada por um momento de tor¢do w (tm/m) arbitrariamente dis-
tribuido sdbre a viga.

AN\
v
*
AN\

Flg o

b 17 s



direta-

A solug@o déste problema pode ser dada de duas maneiras:

mente, ou com a simples pesquiza de um limite.
Assim, sendo M o momento de torcZo, na abcissa & a variacdo an-

gular serd:
do = {ATdic
GJ.
Entdo,
2
d26 - dM 1 —_® (27
d g2 d¢ Gl G J,
Desenvolvendo w em série de Fourier, vem:
o= X Q sen “l‘—a | (28)
i=1
onde
l -
5 = _lz_fw sen “I‘E d: (29)
o
Fazendo o mesmo com o angulo de rotagdo ®, tem-se:
v vy Sen ”;E (30)

="

=1

Levados éstes valores na equacdo diferencial (27), resulta:
iwt Q e int
GJ, 1

I8

o {2 g2
vj Sen —— ==

d24
= — X
47 = P I =1
donde
Lo g (31
“=—"wmgy), ¥ G " &
em que
12 9
(Pi == L 2 2 (3 )
Como consegiiéncia:
- @ ink
6 = % Q sen —— )
i=1 GJt : 1 (33'
Chegamos a idéntico resultado, fazendo na expr'esséo' (26)
XA=§ nhi==1 z;=Q},

e passando ao limite para n— w0

— 18 —



Como

! 12 12
lim i = — 5
ks <
e 2(cos—— 1) bt
n
obtemos, neste caso limite,
& - (o iné
E Q sen ——
5 G, Jt :

que concorda com a expressdo (33), obtida anteriormente.

A esta altura, julgamo-nos suficientemente capacitados para abordar e
resolver o importante problema da distribuicdo das cargas nas grelhas, assun-
to que serd objeto do capitulo seguinte.

- 19 —



IV — CALCULO DAS GRELHAS

Iniciamos o estudo com as grelhas livremente apoiadas em dois bordos,
para entdo extender o processo as grelhas continuas. Por serem é&stes dois
tipos de grande importincia nas estruturas de pontes, demoramo-nos mais

., no seu estudo, distinguindo e analisando os diferentes casos de simetria e
assimetria.

Por fim tratamos da grelha apoiada nos quatro bordos que, como se
verd, pode ser estudada muito simplesmente, quer pelo processo usado no
calculo das primeiras, quer por outro processo, nada mais que uma gene-
ralizagdo daquéle.

A. GRELHA LIVREMENTE APOIADA, EXCLUIDO O EFEITO
DE TORCAO

a) Grelhas simétricas

1. TRES VIGAS LONGITUDINAIS

11. Vigas de bordo carregadas simétricamente.

Seja a grelha da (fig. 5), simétrica em relagdo 2 viga B, carregada
por um conjunto de cargas simétricas ..... Px—1, P« Px41 ..., atuando
nas vigas A e%

C

— 20 —



Analisemos a viga transversal de ordem x. Entre as flechas existe a
relagdo seguinte:

BA = 63 +_?)-A = ?)C (34)

Por outro lado, esta viga transversal deve estar em equilibrio sob a
acdo das reagles reciprocas A,, B, e C: entre ela e as vigas longitudinais.
Em virtude do equilibrio, vem:

B, — 2A, — 2Cx . (35)

Podemos desenvolver P; segundo a soma trigonométrica abaixo:

n—1 3
iTx
P, = 2% p: sen ,
=1 n
em que
2 n-1 inx
pp = — X Py sen
n i=1 n

Também as reagbes reciprocas entre vigas sdo passiveis de um desen-
volvimento andlogo:

—1
A= T A sen =% (36)
n hy

i=1

Entdo, de acdrdo com o problema 1 do capitulo anterior, ter-se-a:

by = T AP g IRX N aA L deX
=i =T n i1 EJ, n
n-1i o By inx 1—1 g inx

8 = X LBi cen —g'y AL o ITX
=1 EJB n i=1 EJB n

Quanto a flecha 3, podemos considerd-la como sendo a flecha pro-
duzida na extremidade de uma viga engastada, com momento de inércia J,
de comprimento a, solicitada por uma carga A agindo no extremo. Sendo
assim, vem:

asEen=l inx
3E X A sen —— .
Jo i=1 n

Levados ésses valores na relagio (34) e admitindo E constante para
toda a grelha, resulta:

a pi o Ai 2 ai Aq ad
— — —
= A % W L

= 2



D’onde:

A = (37)
a a -J—A- L JA
i+ 2 I JB —* 3 Ju
Sendo Jy = Jg = Jc = ] obtem-se:
A = 2% (37a)
{ 3 4+ —Zi _JJ:

Quando o carregamento consistir em um unico par de cargas Pj atuan-
do no ponto de ordem k basta fazer nas expressfes acima

D= 2 Py sen ﬂ
n n

Dadas as cargas ¢ entdo os p,, assim como os valores de a; que
constam da tabela I, os valores de A; sfo determinados por (37). A {ér-
mula (36) nos dara os valores de A, para todos os pontos desde x==1
até n-1.

12. Vigas de bordo carregadas antimétricamente.

As cargas P, sendo antimétricas ndo solicitam as vigas transversais.
Cada uma das vigas de bordo suporta independentemente as cargas que as
solicitam como se ndo houvesse vigas transversais (fig. 6).

Fl'?, 5

12. Vigas de bordo carregadas assimétricamente.

Se apenas uma viga de bordo estiver carregada, a solugdo resulta facil-
mente da superposicdo dos dois casos anteriores.

95 e



13. Viga central carregada.
Suponhamos que em cada né x exista uma carga P, (fig. 7).

n A

e BT
7
rb/f Bt /__.4_

==
:.,/ /%— 2. // 4
[ ,.

N ):.];P\\
&
N
<
>N
W0y
o
ne"

3 & TSI
=2 | e |
t 7 Feg 7é
Pela anélise da viga transversal de ordem x conclui-se que:
3p = 85 — OB (38)

Do equilibrio da viga transversal resulta:

B, — 2 A, =28 (39)

De maneira analoga ao caso 11 chega-se a:

P T U Bi a® A
— —_— —_— — — i
JA JB JB 3]0
Como, em virtude de (39), Bi== 2 A;, vem:
A=—f— (40)
it 2 )
A JA + al + 3 Jo
Se Ja=Jsg =] tem-se
A = ] ";3 =, (40a)
3 @ — = -
i e

expressdo idéntica a jd encontrada (37a).

Em se tratando de uma unica carga Py, atuando no ponto k, entdo
o valor de p; serd igual a
2 izk

— Py sen
n n

s " e



Se quizermos, nos casos estudados acima, considerar as vigas trans-

versais com rigidez infinita, isto &, indeformaveis, basta fazer J,— w nas
expressdes de A,.
14.

Vigas transversais carregadas simétricamente.

Admitamos que sobre as vigas transversais se extendam duas linhas de
cargas concentradas, simétricas em relagdo a viga central (fig. 8).

%‘\ %
L £ 2 ,.'Ig B
Frg 84 _
Tomando-se uma viga genérica de ordem x, observa-se a seguinte
relacdo entre as flechas:
84 + 84 = 5p. (41)
Do equilibrio resulta: '
2A, + B, = 2P, (42)
Mas
n—1 i
By = T oy Aj se inXx ;
=1 EJ, n
= a3 -1 irx nap ool irx
A= 2 A osen —— — X ¥ sen :
3E], =1 n EJ, =1 o n
onde ;1:“; ¢ a flecha em A provocada por carga unitria 3 distdncia rp;
o
n—1 i
oy = g B g 1mX
=1 EJB n
De (42) resulta:
n—1 i n—1 i n—1 i
25 Asen 22X 415 B osen 15X — o I pysen =X
i=1 n i=1 n i=1 n
Portanto 2A; + By = 2p,,
d’onde B‘ = 2p1 —_— 2A1

— 24 —



Levados os valores das flechas na expressdo (41) obtem-se:

a A a’ AP o Bi
A — —
JA + 3Jo i Jo Pi JB
O valor de A, serd entdo:,
i Tap
2
sl .
Al = = o prai (43)
St 42
A B 1]

Dadas as cargas e, portanto, 0s py, assim como a sua posi¢do (rg ),
a expressio acima determina imediatamente os A, ; com estes a reagdo A,
(x=1,2....n-1) serd obtida de:
|
' n-1 irx
Ax = X A sen ——
=1 n

o que resolve completamente o problema.

15. Vigas transversais carregadas antimétricamente.

Conforme se observa na fig. 9, a cada viga transversal x corresponde
um par de cargas antimétricas P..

k-

// Ec‘sﬂ

5 | fr.
Fig. 7

— 25 —



Do equilibrio da viga transversal de ordem x surge a relagio:
Ay.a = P,.rp
A= P p, (44)
a

Desenvolvido P, segundo a soma trigonométrica

n—1 inx
Py =Y p sen ——
=1 n

?

onde
by EE inXx
pi = — X Py sen ——
n X=t 1
e, admitido para A, um desenvolvimento semelhante

n-~1

-] inx
Ay = X A sen /= |
i=1 n
Ve :
I'p
Al = — pi (45)
a

Se houver apenas um par de cargas Py, todas as reagbes sdo nulas
excepto Ay

Exemplo:  Suponhamos a grelha da (fig. 10) solicitada por uma carga
P ao centro.

a =2 Ja==Jc=]o
n — 4 k = 2
Neste caso, pela férmula (40) vem:
a; sen T,
2 3 o =
| G +3)
Da tabela I se tem:
a; == 2,62090 A®
a; = 0,03697 A®
Portanto
A, — 2,02000112 — 0,15091 P
2(3X2,62990--0,33333)

—= U5} ==



77

AL 38 C
o d )
| ’1
A, = 0
Ay = — 0,03697 P = —0,04161 P
2(3<0,03697+0,33333)
Entdo,
b -
A, = S A sen -= —= 0,0837P
1 4
3 iﬂ
Ag —1 )% A( sen — — 0,2015P
1 2
Com isto

B, — 2A, — 0,1674 P
B, — 2 A, — 0,4030 P

2. QUATRO VIGAS LONGITUDINAIS

21. Vigas de bordo carregadas simétricamente.

Sejam entdo as vigas de bordo A e B, carregadas por pares de car-
gas simétricas .... Px-1 , Py Pxpa. .. (tig. 11).

= y27 —=



Fp: 116

Numa viga transversal de ordem x existe a seguinte relacdo entre as
flechas:

BA—EAZBB——EB, (46)
Do equilibrio da viga transversal resulta:

A, = B, = C, = D, (47)

Mas
n—1 1 n—1 i
0y = X el senum—x——z ai.A' sen LR ;
= EJ, n = EJ, n
a1 3
(& +9 »
= 2 =t irx ay E=t inx
= — Ai sen — 3a+4a ) X B sen ——,
3EJ, =t n 24 EJ, ( +1)|=1 : n
. v ooy By inx
0p == sen ’
i=t EJB n
= a n21 inx a Bt inx
= - T se
S oTEN, (0 A1) Sediisent =0 A EJ, iy O %0
Levados éstes valores na expressdo (46) vem:
(5+1)
= O - ,
o Py ai Ai 2 & 3
—' — 7 T a a1 ) B =
JA JA 510 A + 24]0 ( + 1) 1
% B al H
= = 3a4a —— Bi.
% 74, (3ad-a,) A + 2a), B

o8 —



Em virtude de (47) A,==B,; entdo:

A = a; Py

™~ Ja 1 ( a )"‘ Ja 2 Ja & Ja
°‘1+°‘1—JB—+§ at+ - —Jjﬂl—z'(3a+al)J—o °d Jo

(48)

Se for a,=a, obtem-se:
.41 == i pl M
a + a lA— + i al —JA (48&)
Js 6 Jo

e, se além disso, Jo =Js =Jc=1Jp =],

a; Py
A = 5 .5 J (48b)
2 oy + E a —J:

Havendo apenas um par de cargas Pyx atuando no ponto de ordem k
ink

n

bastara fazer p,= 2 Pk sen
n

22. Vigas de bordo carregadas antimétricamente (fig. 12).




Neste caso a relacdo entre as flechas na transversal de ordem x sera:

== AL g ) (49)
1

O equilibrio da viga transversal, por outro lado, exige que:

sz.mA

x (50)
a,
Mas
oy = " sen X _TF m A o
i=1 E JA n j=1 E J,\ n ,
a1 3 )
a + = " o 4
B ( 2)“—1 inx ay = imx
O0f == ———= % 4 sen — — —— —— (3a+a;) X By sen —— ,
3EJ, 1=t n 24 E J, f=1 n
n—1{ .. X 1
BB [ : __1' B_’ en .17'-._)(
=t E]Jg n
a? 1 izx aj n—1 inx

e, n—
8g == ?1_;:_]0_ (3a + 2y) ifl A sen —— — 2 Bi sen T .

24 EJ, &

Levados éstes valores na expressdo (49), e tendo em conta que

B, 2a-4 a, A,

b

a;
resulta:
A = (51)
L N B a; Py
2a+a\? Ji ¢ 1( a\ Ja CH 2a 42 Ja 1(2a+a Ja
4G+ —— ) =~ +—{at+—)<= —~ = (3a+a = 4= ‘)as—-
'<a1)lla 3 +2>Jo 12( 1) a, J, 24\ /1T,
Se for a;=a vem:
A = 230 St (51a)
s+ 9m A + a__'_Ii‘.,
B 2 Jo
e se, além disso, Ja=Jo= Jo= Jo= ],
A = = pjag T (51b)
10 % —+— —
2 JO

23. Vigas de bordo carregadas assimétricamente.

Se apenas uma das vigas de bordo estiver carregada, a solugdo se apre-
senta muito simplesmente pela superposicdo dos dois tultimos casos.
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24. Vigas internas carregadas simétricamente.
A

l /:"
ar (=]

/M 2
[ P
7y |
/ Lod
/ 7 e o <
s N . v -
A a [ o 7 >
. x L.
e fey Frg. 136 i
Da figura conclui-se que:
BA + E‘A = EB + BB (52)
O equilibrio da viga transversal exige que:
Ax — Bx ] Cx — D.\' (53)
Desenvolvidas as cargas P, segundo a soma trigonométrica
n—1 intx
X P, =— = p:sen ,
=1 n

e admitido um desenvolvimento andlogo para as reagdes reciprocas entre
vigas, do tipo
n—1 {rx
A, = = A;sen ——
j==1 n

entdo, a exemplo dos casos anteriores, podemos escrever:

. —1 g A; iTXx
o= X ==Ll gen =2,
izt EJa n
ay, 3 '
= (a + ?) nst imx af P’ iwx
0y = —— X Aisen — 3at-a,) 2 B sen — .
EJo n—1 - 24EJ° ( ' 1)1=1 n
. =1 g Py inx - 4 B e 1TX
By = sen
— aj =g inx 7 i i X
8 —=- (3a-4a 5 Ajsen —— — —=—— 3 Bysen —-
2 24 EJ, ( + &) 1:1 : n 24 EJ, 151 L n



Em virtude (53) tem-se:

Ai — Bi
Entio: (54)
Al_ _I 3alpi Z
I 1 a\ Jg  a Jg al Jg
@ gy ot g{at G) e Hleat e L+

expressdo idéntica a encontrada no caso 21, quando se substitui Ja por JB,
como era de se esperar.

Se for a,=a vira:

4 — o Py (54a)
R 5 Ip
— 33
i e s
e, se além disso, J, =]J3 =J¢ =Jp =17J:
a| Pi (54b)
5 Y
L — — a3 =
A‘ pes 2 o + 6 a Jo
Havendo apenas um par de cargas Py, agindo no ponto de ordem K,
2 ik '
bastara fazer p;= 1 Py sen T .

25. Vigas internas carregadas antimétricamente (fig. 14).

PX -
. e
4 Q 8 a, %‘{C a
Gl Dk
d,
_ E
d,
B, Ox
a 2, <

Ax /'},?,5. 4 Cx

STy



Neste caso cntre as flechas ha a seguinte relacdo:

- 2a +a, _ - (55)
5A+0A+-'a ~ (38 + @)
O equilibrio, por outro lado, exige que:
2ata 56
L (50

Mas, valendo-nos dos mesmos desenvolvimentos trigonométricos para
P., A, e B, dos casos anteriores, podemos escrever:

. n;l o Ai iTCX
Gy = X - sen ——
' i=1 EJA n !
ar \?
a+—2— “;1A imx a? . n—lB irx
by — ———— X sen T — ———— (J3a-4-a p sen ——
0 3EJ0 i=1l n 24E.Io ( _l 1) i=1 ' n !
) ~—n_1 iy sen e n.; e sen i
B_-1=1 EJB n =1 EJB n '
- aZ 3 “;1A inx a3 “:B imx
Ty = = a-ta 3 sen — s B
DB g (G n AEJ, oo
Da expressdo (56) concluimos também:
2a a
B, — A, A, .
di
Com isto segue:
Al (57)

(2 a+a, ) a3 Py
Js (2a+a1 2 1 ( aN?]p a2 (23+31>IB a§(2a+a1>2IB1
‘“[“f o B ey )+‘3‘a+’2‘ Lot )t /T

Quando for a==a,, resulta:

3aip;
A = — — (57a)
Is a8 Ja
- 9 -2
I + 9 + 3T

2

E,sealémdisso, Js = Jp = Jc = Jo =T,



A 2l ; (57b)
10a; + — ——
2
26. Vigas internas carregadas assimétricamente.

Apenas uma das vigas internas é carregada. A simples superposigdo
dos dois ultimos casos fornece as reag¢bes procuradas.

27. Vigas transversais carregadas simétricamente.

Duas linhas de cargas simétricas solicitam as vigas transversais, ca-
bendo & viga x o par simétrico P..

—
N
A}

Fz_éﬂ. 75
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Pela analise de uma viga transversal genérica x conclui-se que:

8a + B4 =20 + 3 (58)
€
Bx = px — Ax (59)
As flechas podem ser expressas da seguinte forma:
P n—1 [-¢] Ai il iﬂ'x
A =—
i=1 E J:\ n ' ' N
= a1 1 X =l irx n—1 inx
Ba 22A ¥ A sen — -+ IAB_ "5 B sen ot — JIAP 2 pisen ——
EJ, i=1 EJ, ot n EJ, = n
il g B inx
?JB = : B] ser .
=1 EJB 1n
- 1 n—'l ITx T BB o=zl lu TBpn_l iﬂx
Bp == —IBA. 3 Ay sen e i S Bisen —% . B 5 b sen ——
EJo =1 n EJo t=1 n EJo 1=1 n
Nestas expressoes 5 JL significa a flecha em K devido a carga em L,
o
de uma viga engastada em consolo, com momento de inércia J,.
Assim:
3
nan =
) 3
E
NAR = -6‘* (3rA—“rB) == 7iBA ,
r2
P
—= (3ra—rp) quando rp < Iy,
TAp =
2
A (3rp —ra) quando rtp > ra,
3
vgp = —B
: 3
12
B g
I — (3rp — rg) quando rp > Ig,
nBp =
r2
P
l 5 (3rs — rg) quando rp < 1B .
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Levando os valores das flechas na expressdo (58), e atendendo que
Bi=pi— A, vem:

a Ai + m\,\ TLI}B (pl o Al) - 31_}1 o =

NN

Portanto:

L

o Jo ("]AP+'QBB “""TIAB’—"’]BP) S JB S
+ o( AA—-27]AB+"IBB>

Se rp = rp entio:

Nap = 7MaB € "IBP = 7BB.
Sendo assim:

Nap -+ 7B — 7MaB — 7Mp = 0 .

A expressdo de A; torna-se por isto idéntica 4 deduzida no caso 24;
se além disso for a==a, resulta:

5
Nas — 7as + 7BB =? ad,

e a expressdo de A; passa a:

a; Py
S Js 5 Js
oy == Wil —=
Ja Tats ip
idéntica a expressdo (54a).
Por outro lado, se for rp — rs , vem:
NaPp = Naa € T7sp = 7Vpa
Portanto:
1 oy
‘J—‘ haa — 27a -+ Tss ) -*J—-
A = 2 2 . Pt
aj o

Tt +71:(nm—2mn+nan)

Admitindo que as cargas P, neste caso, atuem diretamente sdbre as
vigas longitudinais A e D, e nd3o nas transversais, chamemos A,/ =D/
as reages reciprocas que entio aparecem. A vista disto segue:

Ay = P — A/

G



e portanto
A = p — A/

Levando éste valor na expressdo de A; logo acima, resulta:

A — a; Py
R Ja J
al+41—J— ‘A‘<T)AA_2"|AB+7)BB>
B J

o

Fazendo também a=—a, obtém-se:

AL — i Pi S
b J’\ 5 JA '
PV & St 1S
I JB + 6 Jo

idéntica a4 expressdo (48a), como era de se esperar.

28. Vigas transversais carregadas antimétricamente (fig. 16).
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Fig. 16



Consideremos a viga transversal genérica de ordem x. Das flechas
tem-se:

Do equilibrio da mesma viga segue:
1 .
Bx —_— r— (rP Px T rj\ Ax) (62)

B

Desenvolvendo, a exemplo dos casos anteriores, a carga P, segundo
a soma trigonométrica ja conhecida, e admitindo desenvolvimento andlogo
das reacBes A, e B, podemos escrever:

n—1 1
up Al imx
8y = X sen 5
& (=11 EJA n
- AR inx naB T i= ap St inx
8 == = ZAsen—— “Bsel——— z senn ——
o! EJo 1= n +EJ =1 n EJ. 1_1p n '
n—1 g By inx
g = 2 'sen
9 R n '
- n—1 n—1 i»X n— iﬂx
o i Z'Alsen——+ BB 5 B sen —x . JAP 2 P sen — .
E Jo 1=t I, i=t n EJ, i=1 n

Os —BL_ | como ja sabemos, significam as flechas nos pontos K pro-
E J H H o
<o
vocadas por cargas unitdrias em L, n'uma viga engastada em consolo, de

momento de inércia J..
Levando estes valores das flechas na expressido (61) e tendo em conta

que, em virtude de (62), B, = % {rp py — Ta A1) vem:
a; Ai TAA nap 1 7 AP
+ i ——(l'Ppl-—l'AAi)—-——Pi—
JA Jo .Io I.B Jo
3 1
"—-"—(Vi—i(rPPi—rAAi)’F T‘BAA +"ABB r (eri_rAAi)—jm—Ppi
B rB Jo Jo B o
D’onde
r'a Tp % I'p 7MaB Tiap fa Tp BB I'a 7BP
/AT SEA Tl B gy (AD I T | A B ABE A0
8 I's JB 5 Jo I rg g Jo s Jo ;
a4 T'a % NAA Ta TaB Ta BB
RN S e
Ja I's Je Jo s Jo I's Jo
(63)
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No caso particular em que a==a, € rp=—7TIp , Vem:.

T
A =3, Nap = MaB € 7P = 7BB
s
Entdo:
Ax = J J 3 al pl % .
o —2 + 9 -+ B(nAA-—ﬁT;AB—}—Q'ﬁBB)
JA Jo
Mas, neste caso,
9 9 a’
Tian — O NaB 91 = a? — a8 — at = —,
1AA 7aB + 9 7BB < + T 5
d’onde resulta:
Ay = J Baipl 3 'J_ ’
i _B 9 o + -a_ R
Ia 2 T

expressdo idéntica & (57a), como era de se esperar.
Por outro lado, sendo rp =T, , a expressdo (63) toma o aspecto:

aj
Js

i ° 1
R T"(TIAA_“ 67as + 97}33)

J.-\ B o

1
9 -+ -J— <7]AA— 6 7aB -+ 9"IBB>

Aj:

Admitindo que, neste caso, as cargas atuenl diretamente sdbre as vigas
A e D, e nio sbbre as transversais, as reagbes reciprocas que entdo apa-
recem, A/ =D, estido ligadas a
A, =D, pela relagdo:

A, = P, — A/
Dai, considerado o desenvolvimento trigonométrico ja conhecido, vem:
A = pi — A

Levando &ste valor na expressio de A; logo acima obtém-se:

AL — a; Pi
1 B 1 .
a; +9vzi—Ji+ T (TJAA — 67aB + 91]1313)
B t Jo
Sendo ainda a =a,, resulta:
A{’ Sl ay pl
Ja a>  Ja 7
Qg JA 4 & 4
SRR T

expressdo que é idéntica a (51a).
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29. Vigas transversais carregadas assimétricamente.

Pela superposi¢do dos dois Giltimos casos determinam-se as reaces re-
ciprocas entre as vigas longitudinais e transversais.

Exemplo 2. Para mostrar a rapidez e a simplicidade do método apre-
sentado por nés, tomemos a mesma grelha resolvida por Ostenfeld (18) 2
pagina 39.

Jo=J
D 4 ‘?B
C _Je=Je P C 23
To b (

Bl _Jsz23. )P 4 B e
Al | a
Lo A - 3 _g A I3

i A J A 1[, i 7'[_

Fig. 17
Trata-se de uma grelha com as seguintes caracteristicas:

4Te ﬁJA-:.]D:zJB:zJC A= 4a
Nl == 3 k = 1
Havendo um tnico par de cargas Py, temos:
2 ink

pi= — P sen —
n n

Portanto:

="

P-;L—

P sen — =— 0,57735 P -
3

e P = 2] P sen iz == 0,57735 P
3 3

Mas, de acdrdo com a expressdo (54a):

A = a; Py
L [/ ._']'_B + o _5._ a3 ._'.I—B—
= i+ 7 ]
A )
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Da tabela I, para n= 3, temos -
wm = 0833333 e  a = 0035556\’

e

Entdo:
AnE 0,83333><0,57573511 : _ 03770P, =
0,83333% 1,5+ — (—) .2
6 4
A= 0,05556><0,5?5735I; . 02032 P
0,05556 X 1,54 —- ( ) 2
,X 6 \4
As reagdes serdo pois:
A, =n§1A‘sen i ,
i=1 n
A, =B, = (O,3770><0,86603+0,2932><O,86603) P
= 0,580 P ,

A, = B, = (0,377086603 — 0,2932 X 0,86603)
= 0,073P ,

o que resolve completamente o problema.
Cumpre notar que Ostenfeld para resolve-lo gasta 5 paginas, sem atin-
gir a precisdo que alcan¢amos.

Exemplo 3. Tomemos ainda outra grelha estudada por Ostenfeld a
pagina 47, figura 18, para cujo calculo se utiliza de um método de aproxi-
magcdo sucessiva, uma vez que o processo direto por géle apresentado assume
tal comp'exidade que o torna praticamente inexequivel.

As caracteristicas da grelha sdo:
n=10 Ja=J]=Jc=1J =5

DE ! 2 3 4 s s 7 8 » %)

P P C

_l B P P _IB

“L Al A
—,«—l—ﬂls

Fig. 18

S



Utilizamo-nos da mesma férmula do exemplo anterior que aplicada ao
caso da:

ay Py
25
2 — ad
@y + 6

A;"‘

Os coeficientes do desenvolvimento de P, serdo:

2 inx__ P 2irw

9
2 Py sen

3ix
= — — = — {[sen sen —
R T n 5 ( T sen = )
Entio:
P 2n 3xn
1= —— [ sen — sen — ) = 0,38042 P
HE ( 5 T 5)
P 4 6r
2= —{sen — sen — ) =0 ,
i 5 ( 5 ™ 5 )
p ——p—<sen c-)ﬂ---i—sengTi 0,23512 P
s 5 5) ’ [
P 8n 12n
,=— | sen — sen — ) =0
ST ( 5 T 5)
P 10= 15x
o=— [ sen — sen — )} =0 ,
Pr="5 ( 5 T 5)
Pu = P—(sen Ihz—ﬂ--}—sen &>=0 ,
5 5 5
P l4x VAR
;= ——{(sen — sen — ) = 0,23512 P ,
Pr="T5 ( 5 T 5)
P 16= 24
= — [ sen — sen — )} =0 ,
Be="% (S 5 T 5)
P 18« 27w
== — ( sen —— sen — ) —0,38042 P
Ps 5 ( 5 + 5 )
Os valores de A, serdo com isso:
3
1 102,89609 A* X 0,38042 P — 018644 P
2 X 102,89609 A® -}- 4,16667 a*
—_ ' 3
A, — 1,26920 A* XX 0,23512 P — 004451 P .
2 % 1,26920 A* + 4,16667 a*
3
e 0,04668 A* XX 0,23512 P — 0,00258 P

2 0,04668 A* 4-'4,16667 a®

= 4op.=



—0,02296 A* X 0,38042 P

_ — __0,00207 P,
2 X 0,02206 A°® -+ 4,16667 a

0

e os demais, A=A, = A=A =A;=0.

As reagdes resultam portanto de:

Assim:

A, = (0,18644 X 0,30002 — 0,04451 X 0,80902 |-
- 0,00258 X 0,80902 — 0,00207 X 0,30902) P =

= 0,023 P

A, = (0,18644 X 0,58779 — 0,04451 X 0,95106
_0,00258 X 0,95106 - 0,00207 X 0,58779) P =

= 0,066 P

A, = (0,18644 X 0,80902 — 0,04451 X 0,30902
+ 0,00258 X 0,30902 — 0,00207 X 0,80902) P

= 0,136 P

A, — (0,18644 X 095106 -+ 0,04451 X 0,58779 +
4+ 0,00258 X 0,58779 + 0,00207 X 0,95106) P

= 0,207 P
A, = (0,i8644 X 1,0 + 0,04451 X 1,0
— 0,00258 X 1,0 — 0,00207 X 1,0) B
= 0,226 P
(0,18644 X 0,95106 + 0,04451 X 0,58779
-+ 0,00258 X 0,58779 + 0,00207 X 0,95106) P
= 0,207 P

Como A,=— B, = C, =D, o problema fica resolvido em téda a sua
extensao. :

Quem consulte Ostenfeld podera verificar que éste mesmo problema
ocupou 6 paginas para chegar a resultados apenas aproximados.

A,

3. CINCO VIGAS LONGITUDINAIS

31. Vigas de bordo carregadas simétricamente (fig. 19).
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:4 8 c )] £
77 7
y 7 7 7
vy / /Y
b /77 T
o ;
b /[ [ .
TN
/ /7
W 7 P Bt
V7 /
A
4 3 (o o &
L @ 4 e | a | a |
% 1 l 4 i
frg 19%
Considerando a viga transversal de ordem x concluinios que:
ba — By = B¢ l
(64)
8g — op = 3¢ ’
O seu equilibrio determina também:
2A, = 2B, + C. (65)

Desenvolvendo P, vem:

Admitindo que A,, B: e C. sejam passiveis de desenvolvimento se-
melhante temos:

— 44



Mas

2] er =
@ @r @y @
Bx E Cx DA
Feg 195
RbE inx
A, = Ay sen ,
1=1 n
it imx
B, = & Bysen —
i=1 n
=3k inx
C. = = Cysen — ,
i=a n
onde A, B, e C, ainda estdo por determinar
n—1 imx n—1 5.4 imx
3y = HPL gen EX IE Losen ——
=1 EJ, n = EJ, n
- . g —1 . n
= h{ 1‘-IX B nﬂ 1-.X
A = i34 2 A sen — — Llan X Bisen —
EJo i=t n Jo =t n
. n—1 o B iﬁx
g = X Ilijl sen ——
=1 B n
- imx 1 n—1 inx
Bp = A ‘Aisen———iB—_Z’Bisen :
EJ, 1=t n EJ, i=t n



T B2 q , . .
onde é‘%, como ji dissémos atrds, ¢ a flecha no ponto K provocada por
0

uma carga unitdria em L, numa viga engastada em consolo, de momento
de inércia J,. -

Levando estes valores nas cxpressdes (64) obtemos:

JA .JA .Io T i JC

Por outro lado, de (65) vem:

C1 = 2441 ——231

Portanto:
o 2o 'flAA) ( 2 o 1AB ) % P
= —— - A — [—— — | B =
(JAJr o)A e By Ta
2 o4 7 BA ( oy 2 o 7,BB
et ] Al = s >Bi
( JC + Jo ) : IB + JC Jo
Fazendo
oy 204 TAA
M= 2 2y
JA JC Jo
204 NAB (66)
Ni — T + s
JC Jo
Qe s 2 4 e
I Je Jo
chega-se as expressdes:
Al = 2 N2 e pi
(N (S
Bl == = p\
(e )
A Ni



32. Vigas de bordo carregadas antimétricamente (fig. 20).

de
& _iade

=0
\

== |
Q @, = Q1 Q
w
J‘ e i = 0
s |52 A
& :’/ Ja ; X
& |
- |
7z
14x b5 R
l
]
1& | &
L Z e
q 2
frg. 20
D& consideragdo da viga transversal de ordem x conclui-se:
— r —
By — Bp = r_:(aB-aB) (68)

O equilibrio, por outro lado, determina:

B, = — A« (69)
I's

Mas
= n;l ai Py I® X H;I ay 41 inmx
by = X sen = I sen

i=1 EJA =1 EJA n ’
= TAA =3} inx T AB nigh imX
T—— s Ajsen — — —— I Bjsen ]

EJo 1=: n EJo 1=1 N

B ST e



21 o By iTx
?)B = _\_ —-E—*J—I;— sen
1=1
—1 T N n—1 A -
- 7pa " I =X fisn y I=X
A - I A sen = Y Bisen ——
E Jo 1=1 n E Ju i=1 n

Introduzindo @tes valores na expressdo (68), e considerando que

a
B = % A, , chega-sc a:
I'p

a, Pj
A= ——— ——
ra\? Ja Ja Ta Ja Ta \? Ja
) et 2Rt () 2
“‘+(r5) T S, G n o J, /) ],
(70)
Se for a=a, vem:
A P =
iy Ja 2 Ja. (70a)
J O R ST
=R el
e, se além disso, Ja == Jp = Jp = Jp = J, resulta:
A — @ Pi
1 Bay b 2 a8 _J (70b)
3 Jo

Conhecidos entdo os A,, a somagdo fornece os valores de A, que,
uma vez determinados, permitem calcular os B,, mediante a expressdo (69).

33. Vigas internas, B e D, carregadas simétricamente (fig. 21).
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O simples exame da viga transversal de ordem x autoriza escrever:

R } (71)
8y + 8 = ic

Assim tambeém o equilibrio da mesma viga determina:
2A. = 2B, + C. (72)

Considerados os desenvolvimentos de Py, A,, By e C,, segundo somas
trigonométricas, a exemplo dos casos anteriores, podemos expressar as
flechas:

P “_):’1 G sent =
7Y =] —_— ==
=1 E Ja n '’
= TAA h= in X hGap " inx
bp = —=— S Ajsen — — —— I Bysen ——
Bllo ne=a n - n
= =g ap Py inx oapd [o 4] 31 inx
8 = Y —/—— sen — — X sen .
i=1 EJB n =1 EJB n
= 7 Tl in X T, n=1 imx
eg == -BA 5 A sen = — BBy B sen "
EJ, 1=: n Ef Rt n
- v 24} Cl 17X
¢ === sen _
i=1 EJC n

Levando @stes valores nas expressdes (71), e tendo em conta que
C=2A4A,—2B;, obtem-se: _

o Ai TiAA NAB o
STV SN B— . (2B, —24)
JA Jo f] Jo JC
apr o B; AL 7BA A — TiBB_ B, = i_ (2B, —2A4))
JB JB Jo Jo JC
Reunindo os térmos em A; e B, vem:
o 2 g naa) 204 1AB =
il e ( + 1) B =0
( Ja Je Io 1 Jo Jo
2a TIAB) ( o 2 a; ,BB ) . aib
— == | A == + — ) Bi=
(Jc s RS SE To J. Is
Fazendo
oy 2a4 Tiaa
= + !
N n 7
T 2q
S, = -4 -~ (73)
: Jo —I_ JC
o 294 Ti8p
T, = — + + =
‘ Iz Je Jo

) B



chegamos s expressoes:

— a Py
A = J ( T1 Ri S )
B S - i
B, = LB o
—— 2
i (n =)

Fica assim resolvido completamente o problema.

34. Vigas internas, B e D, carregadas antimétricamente (fig. 22).

/,’ -
-
R -F &
A4 a
% |
_ &%- l .,
4| -~ | o
-
!
I
8 "
‘ : ! E‘
j !
y :
TA‘ '}l ’!' ID—\'
K 2y ]
1 ¥ .
- Fegp. 22
Na viga transversal de ordem x ha a seguinte relagdo de flechas:
s 3 ra =
3x - aA=_<aB+aB) (75)
I's ’
Do equilibric desta mesma viga conclui-se:
r
B. = — A (76)
I's
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Entdo, a exemplo dos casos anteriores, vem:

L S irx
. i Ai
0 == sen g
1=t EJA nn
_ n—1 i‘nx n—i iT:X
B, == —D8AL v ) senmes. — o8B B B cen ity
EJ, i=t n EJ, =1 n
BB - ’1},1 i.Pi_ sen _]_:_:.i _ n:;;’l Ml_ sen HT—X
i=1 EJB n i=1 E]B n
. na "L R X ns ot = X
Sp S Ay sen —— — X B sen
EJ, i= n EJ, i< n -~

Portanto da relagido (75) resulta:

% Ai TAA BB Ty fo; Py % Bj BA BB
s A———B-rz—( —_ = + Ai—-—--Bi)
-IA Jo : Jo I I's JB JB JO Jo
Mas, como B, — A 4, | segues
I's
A et fadLPt (17)

[y (FaY @ Man o Ta fss (T 7
'rBJB[JA’L(rB) el e +( m) Jo]

Sendo a==a, tem-se:

r 2a)? 8al
r—A = 2 s TlAA = ( ) Solem—
B 3 3
5 al
TIBA:_ﬁ'aa e 7]131327;
com isto a expressdo passa a:
A == ; 2 ps o (172)
e e B N Rl PLTR L
JB 3 Jo
35. Viga central carregada (fig. 23).
Tomemos a viga transversal de ordem x.
Entre as flechas dé-se:
oA —|— 85 = oc ] (78)
BB + 85 = ac |

e BT —



Feg 23

Do equilibrio resulta também:

2A, + 2B, = C,

(79)
Desenvolvendo P, segundo a soma trigonométrica
-4 itx
Py = X p; sen —— ,
i=1 n
onde

pt = — X Px sen ——
n =1 n

e admitindo desenvolvimento andlogo para A,, B. e C;

temos:
n—1 inx

Ay = & A; sen .
i=1 n

n—1 inx
By = X Bj sen

)
i=1 1

n—1

irx
Cy = X ( sen
j=1

n
sendo que A;, B, e C, ainda estdo por determinar.

Isto posto, podemos escrever:




- 7 L= irx Ay e inX
S = — 2 ¥ 4 sen 4+ AR 3 B sen —,
EJ, t=t EJ, i=t
n—1 g B, irXx
2 i Bi =
g = 5 — =
=1 E]J, n
— 7y, o1 inx 7 n—1 itx
bp = —2_ % A sen + 2 X B sen
EJo i= n E.Io i=1 n
3 3 pi itx il oo G imx
C = 1 — = sen -
=1 EJg n i=EY/E n

Introduzindo estes valores nas expressdes (78), chega-se a:

a1A1+'fmA A+ Tap p o % PI __Ja_l (2A‘—_{—231)

Ja T I, J c

ﬂ+ﬁu Al + Tizn B = ﬂ _i (2A1-+-2Bx)

Jo  Jo N Jo
Dai vem:
a4 2o Taa 2 a T an o Pi
O e (38 e o e
] (JA Jo ' o Je T o Jo
2o Naa ( o 2 7,5 o Py
— —=1 4 —= ———\ B — ——
‘(JCJFJOJ'JFJBJ“JC“LJO)‘ s
Fazendo
M, 22 2l ST
]A J'C + Jo
2 oy T
N, =—— AL 80
T S 1. (80)
Q=-2 4 28 4 tm
JB Je Jo ,
das equacdes acima chega-se a:
Aiz_Q_i_Nl a; Py
M, Ql — N;? JC (81)
M, — N, ay Py

M; Q: —N;* Je

36. Vigas transversais carregadas simétricamente (fig. 24).
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frg 24

Neste caso duas linhas de cargas simétricas atuam sbbre as vigas trans-
versais, cabendo & de ordem x o par de cargas P,

Das flechas conclui-se:

8a + 84 = 3¢

| (82)
3g + 8 = d¢ I
Do equilibrio da viga transversal conclui-se também:
2A, + 2B, + C, = 2P, (83)
Entio:
n—1 1
B 3 & AL sen X ,
=M E JA n
= Taa n_vl imx T am n—\—_“l imx 7ap n‘g
dp = — = e —— 2 sen—— — pP1 sen—-
- Elahi=1 AReel n + EJo 1=2 & n EJs1=2
— g Tl H [ =5t iTCX , n—1 i,r‘x
?,B::-’“*—A B Alsenl—ﬂ im 5 B osen — — B2 3 p: sen —
EJ, i=1 n EJ, i=2 - n: - EJ, 1= n
n—1 iT™x
fg = % Ci sen .
=1 EJe n
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Das expressdes (49) segue:

ay Ay Taa Tan AP a C
20 4 Ay ol g I
l Ja Jo Jo I Jc
4] Bl TiBA 7] b3 TIBP 231 Cl
=2 4 + 2B B— — pi= —
l BT o @ Jo = Jo
Mas como
Ci — 2pi _— 2A| — 2B1 )
e uma vez grupados os termos em A4, e B; vem:
{ R;A[ + Si Bi — Ui Pi
Si A + T, By = lei »
onde
% 204 Tiaa
R1 = I + o] _l'_ = P
. IA JC Jo
2a Tian
Si = — + )
i Jo Ju
aj 20 Tinn
To= — + —/ + 84
‘ Ts LT (84)
2a4 7ap
U —] - + )
' Jc Js
29 TBp
Vi, = — "I’ = 0
JC Jo
Portanto:
4= LTL=ViS
T: R, — 852
5 (85)
VIRI_ UI i
B, — - .
! RTi—se

37. Vigas transversais carregadas antimétricamente (tig. 25).

Neste caso temos:

— Ta =
BA —|— 8 = TB_ (35 + op ) (86)
O equilibrio da viga transversal determina:

BN — 2N p, B TA (87)
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Mas
B == 'E‘ % At sen inX
i=1 EJ, n
. n—1 i n—1 i . n—1 i
= ItX = ItX 7 = IntX
By = A 5 A sen ot M ¥ B osen —>— 188y sen——,
[ERTS=1 n EJ, 1= n E J; t=1 n
=1 a; By inx
dp = 2 sen ;
{=1 EJB n
= Tipa 01 inx fipn M=l irx 7,BP “;1 ITX
fp = =p & sefl —— + —— Y By sen —— — T — Disen—
: EJo it A n EJ, i=t o n E Jo =1 n

Levando estes valores nas expressdes (86) resulta:

ai A TiaA Tian Tiar Ta (2B | fiea T 1B TiBr
+-——A1+——Bi————Di=—(——+—-——Al+ Bl =t-—=A0;
JA .Ic .Iu Jo I.B JB Jo Jo JO
Sendo porém B, = e P — 2 A; , a expressdo de A, sera:
I'sp I'sg
Ta I'p o4 'p  T7AB fap  TA TP 7sB ra 7gp
s ts Jo 15 Jo ' Jolts s Jo _1s Jo.
Ax= B B B g B ) [ B B 0 B [ i (88)




Se nesta expressdo fizermos rp = rsz vem:

Ta ay Pu
Ta (AN A Taa o Ta Tws [ Ta) s
rBJB[JA+(rB) JB+ 8 2rs Js +(r5) Jo—l

idéntica A expressdo (77), como era de se esperar.

Exemplo 4. Seja a grelha da fig. 26, com as seguintes caracteristicas:

a = A Ja=hk=..Je=]o =]
I3 iy
Dl D
Cc} 4P c
Bl B
a
A.} -_\A
A

Fz’gﬁ, 26
De acordo com as expressdes (80) vem:
2 7 1 8
Mi = &y + 1 + AN —_— (3 oy + — a3 ) ,
-IA jC Jo .I 3

2 gy 1, 1 5
N - i ___‘_‘i{’_—_—_—___.(za i 33),
‘ ]C + .Iu J : + 6

) €,

N 2 aj Tion 1 ( al )
xr = — (8w + —
@ Ja + Je > J J l 3
e
Tomando as coeficientes «; da tabela I temos:
238 a8
M, = T (3>2,6299+2,6666) = 10,5563 T
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3 3

M, = -kj— (33¢0,03697+2,6666) — 2,7775 A—J

23 33

L=y (2X26299-408333) 60931
A8 Jele

N (2X003697+08333) = 00073

e 28

Q= (3X26209+0,3333) = 82230 -

v 3 3

Qo= " (3¢0,0369740,3333) = 0,4442 —k}-

Os valores de M., N, e Q. ndo foram calculados, porque nio vio

ser utilizados, uma vez que p,==0.
Aplicando as equagBes (81) vem:

8,2230 — 6,0931 2,6299 P

A, X —=22297 70,0564 P
10,5563 8,2230 — (6,0031)° 2
. 0,4442 — 0,0073 | p
et S x Q03097P o208 p
2,7775% 0,442 — (0,9073) 2
g, 105563 —6,0031 o 2B20P o
10,5563 % 8,2230 — (6,0931)° 2
B, — __ 2T775—0,9073 o OOIYTP o einp
2,7775%0,4442 — (0,9073)* 2
Portanto:
\ .
A= 3 A sen l;-‘ = (0,0564--0,0208) P X 0,7071 = 0,0546 P,
1
; .
Ar= I A sen ‘i— — (0,0564 — 0,0208) P = 0,0356 P,
1
. .
B,— I B sen = = (0,1181 — 0,0842) X P X 0,07011 — 0,0238 P,
1 4

3 : :
B.= X B sen -~ = (0,11814-0,0842) P = 0,2023 P,
1 2 -

Ci= 2 A, + 2B, = 2 (0,054640,0238) P = 0,1568 P,
C,= 2 A, 4 2 B, = 2 (0,0356+0,2023) P = 0,4758 P

Na figura abaixo isolamos as diferentes vigas longitudinais para re-
sumo dos resultados
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A l L l A

— 0.0546P  00356P 0.0546 P N

B l ! l s,

A 0.0238P 0,2023P 00238 P A
p
C €
0.1568P 0,4758F 01568 F

Fzg’. 27
4. MAIOR NCMERO DI VIGAS LONGITUDINAIS

Neste caso, o calculo das reagdes reciprocas entre vigas longitudinais e
transversais se processa de maneira andloga ao- dos casos acima anali-
sados, razio porque deixamos de efetua-lo. Serd contudo objeto de um ftra-
balho complementar, j4 em preparagdo, onde se procurard estabelecer for-
mulas para uma pronta aplicagao.

b) Grelhas assimétricas

1. TRES VIGAS LONGITUDINAIS

L1. Viga de bordo carregada.

Admitamos uma grelha assimétrica com cargas apenas numa viga de
bordo (fig. 28).

Da figura conclui-se que:
ba =3, + o, + 3, (89)
O equilibrio da viga transversal exige também que:

Bx_—__a;ﬂ_. Ax , 1

£ (90)

Cx="-_Ax. ‘



, b .
5" a 4+ a4 3 a4 a; ¢ a* af By a“ a; “):1 B sen inx
= - O = 5 g 2 | =
8 al al SEJO a+a1 3EJQ f==1 n
5, = n—1 o Pi itx u;l o Ai iT:‘.X
A== —_— = 3 . == 5
= EJ, n =1 EJ, n
Introduzindo estes valores na expressdo (89) vem:
9
oy Pi o Aj . a o G a + ay o Bj a a;
A A aj ¢ 1 B o
Como
at-a
B: — ada A,
dy
a
€ Cl =] - = 'Al 3y
a

o valor de A, sera:
a; Py
= (91)
Slea s sy e VIR NCREl T WAl (i)
]A[JA+( a ) Ts (a) Je 3 Jo ]

1 1

.41 =
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Se for a=a, resulta:

A= — p‘J T T (91a)
4 A PR L PY: L
SRR L T SR e
e se, além disso, Ja=Js= Jo=1],
A, — l 7 (91b)

Os valores de A, sio calculados entio de:

n—1 in
A, = ¥ A;sen LEX
i=1 n
= Um a vez conhecidos os A,, as expressdes (90) permitem determinar
imediatamente B, e C.
12. Viga central carregada (fig. 29).
R
A a 8 Qr C
d, ;
% «
s
By
o Q,
Ay _ G
frg. 29
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Analisando a viga transversal de ordem x, chega-se a seguinte rela-
¢do entre as flechas:

Y

a i 5 a o
o — aB = 0j + 'a—-k-zl— (OC—OA) . (92)

O equilibrio da mesma viga obriga também que:

B, = _._é_lﬁ A '
a,
' (93)
Gyl = = W,
a

Admitindo para Py, A, B, e C. os desenvolvimentos trigonométri-
cos ja conhecidos dos casos anteriores, e voltando a equacdo (92), vem:

wpi uB azai__ﬂzaiAi+ a_ w G A u A
Jn Js 3ata) Jo [ a-+a Jg a2 Ja

Mas tendo em conta que:

Bi = i+a] - Ai )
a,

Ci = = 2 A1 f
a4,

obtemos para A; a expressdo seguinte:

,41 = — b pi

(94)
ay -—i ata o aZ la.i aZ a
JB[-—aJral L i ]

a(ata) Jo @ 37,

Sendo a=-a,, passamos a:

A — ay Py

1 o a 1 g a4 '
[ R (o R i
8(2 W BT Jc+3Jo>

e se, além disso, for J, = Jc¢ (caso da estrutura simétrica ja estudada), -
a expressdo toma o aspecto:
@i Pi
A1 = p

Js g @ Jo
JA+ l+ 3 Jo

%
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Esta expressdo é idéntica a (40), como devia realmente ser.

Conhecidos os A;, determinam-se os valores de A, por simples so-
magdo; os valores de B, resultam entdo de (93).
13. Vigas transversais carregadas.

Admitamos uma linha de cargas situada 4 distincia rp  da viga cen-
tral (fig. 30).

R
4
a
d
Rln C
L ‘A f &,
i fo P
= :
A, Bx
Fr'g. 30

Numa viga transversal genérica de ordem x, hd a seguinte relacdo
entre flechas:

by = —i 3, 4 —— (% — &) (95)
a4 a-a
O equilibrio desta viga conduz também a:
I'p a
Cx _ — e
. " =t ™ (96)

Bx=r?_+"".pr__§ji A
a1 ag

b

Usando para P,, A, By e C. os desenvolvimentos trigonométricos,
ja do nosso conhecimento, podemos escrever:
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ot oa Ay inx

bp = 2 sen —
1=1 E Ja n
eyl 1
. Lo By 1mx
og = I —=— sen —
i=x  EJs n
. -t g G inx
fe = & ——= sen — ,
=1 E.JC n
= ., n—1 iTIX T n—1 i‘EX
Al =] el pisen — — LIEDENS I G se s ,
ENoY=5 n EJ, =1 n
1 Y]
onde <€ vem a ser a flecha em C provocada por uma carga unitdria
o
t; I -
em P, e 1% 4 flecha em C provocada por uma carga unitaria também

[+]

em C. Estas flechas se referem a viga simples AB com consolos.
Em virtude de (96) tem-se:

I'p a
— i — == A
A a;
fp a a dq
e Bl e ol e Ha Ty
ai ay

I

C,

Tendo em conta isto, e levando os valores das flechas na expressdo
(95) vem:

feta @, a fea 8 e, 8 Tecfe
a  Jp ata a Jo adta Jo  ata Jo x
A= 3 - . Pi
ay o El a+a; o a o + a‘ Tice
ata; Ja a  Jp af@ata) Joo afada) o
(97)
Se nesta expressdo fizermos rp =0, isto ¢, quando a carga estiver

na viga longitudinal B, resulta:

ap Pi

A!:J a1 o a+31 gy a’ o4 3.231 !
B[a+a1 Jx ) ay Is +a(a1+a1)7; 3Jo]

que ¢ a propria expressdo (94), deduzida no caso anterior.
2. QUATRO VIGAS LONGITUDINAIS
21. Viga de bordo carregada.

Suponhamos a viga de bordo A carregada de modo que a cada posi-
cdo de viga transversal corresponda uma carga (fig. 31). .
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Fz'g, 37
Na viga transversal de ordem x ha a seguinte relagdo entre as flechas:
a,--a.+a; = .
B3a + anz———la+a “ (% + Bz 4+ ®p)  (98)

a;+a,+a; —
——— (8

2. (¢ + 3% + @) (99)

BA+ F)D:

O equilibrio desta viga determina também:

C, — a;-+a,+4a, A, — a,+as B, ’
aa a3
(100)
D, — _&td o, 2 g l
ds asg

Desenvolvendo a carga P, vem:

nis L 1o X
P, —= = p;sen _——
l=1 n

Admitindo desenvolvimento andlogo para A, e B, resulta:

n—1 T X
A, = 3 A;sen ,
1=1 n
DL inx
B, = = B;sen .
{i=1 n

onde A, e B, nio sio ainda conhecidos.
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Por outro lado

n—1

1 n—1 H
3= 3 o P LT imx 5 ai Ai - Inx
1=1  EJ, n t=2 EJa n
op = 2 b sen _°F
i=1 EJB n
== 7,BB n—1 inx Mg =1 intx
g = —— X Bysen — —— X Cisen
B EJO i=1 ! n + Jo n—1 ] 1
n—1 " 1
BC_____Z%G en LT X
i1 EJ¢ n
= Teg "ot inx e M1 intx
¢ = —— X B, sen =~ v (C;sen
SENET. = o Sadil e n
Analisemos agora a equagdo (98); introduzindo nela os valores das
flechas vem:
DI m_l_a_l_&: a;-+az+s [ain _I_Y,BB B, +;QEC1 +a1 Dl]
Ja Ja Jo az~4-ay Js Jo Jo Jo.
Em virtude de (100) esta equagdo passa a:
1—+a a
g A g ol
Ja Ja Jo A a3
-+ a, a
. &tata; [~ﬂ~Bi 4 wp _{_ﬂ;( a;+a,+a, A a,+as B, )
az_}" Ay JB Ju Jo a; az
A (adn, ng))
ID as as
Dai vem:

-__”_‘i_ a;(a,4-a;) A (a1+4a.-}-a,)? ZtB_C] A
LJA el o & e

a;(a:+a;) Jo
+ [(a1+a2—}—ag > %

a,a,

L T (M) R
a;+a; Js as(a;-ras) Jo a;—4-2as Jo

_ (f% '+as) (al+az+aa> __f@_gJ B — P

dasz ag"'—aa Jo JA
Designando os coeficientes de A; e B; respectivamente por M; e

N; vem:
M A, + N, B @1 P
A
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Considerando a equacdo (99), resulta:

a; Pi o Ay a Dy a,-+a,tas[ a Ci 7 CB ficc a; Dy
- I = + —/—B +—0GC
Ja Ja Ip as Je Jo 3. T Jo

Tendo em conta (100) segue:

s T e

g . ) ) & I.
L ey e o

Designando por R; e Q; respectivamente os coeficientes de A e
B, vem:

RiA + QB = 2P
Ja
Chegamos entdo as duas equagdes:
M A 4+ N B = “*Ip*
g | (101)
RiA + QB = “Ii
A
Portanto:
A = Qi —N; a;i Pi
M Q — RN J.
i i i i A (102)
l:)»1 . Ml‘—Ri a; Pr
M;Q — RN, Ja
Quando a';——-ag——a3 vemn:
9
e % ~Z 7sc
Ja B 29, 4103)
N3 s 1 & o 3 v g o7
2 JB 2 JD 2 Jo Jo
@4 o i Ticce
RR=— 4+ 42 4 o2 4 g«
’ Ia To Ife Jo
Q— —6M g% Loz fB_ g T
‘ Je IS T. s

— BT —



e se, além disso, Jo =Jg = Jc =Jp =], segue:

20(1 7 as
M, = Lo
=TT
o _. 1 a?
N, —= ] _2' T (103&)
3
R — 14 —J— + 4 Ja
Q 8 o 3 ad
eSS = _—— = —
J 2 J

Conhecidos entdo os A; e Bi, os valores de A, e B, sdo deter-
minados pela somagdo, e com isto vém os valores de C, e Dy das equa-
¢bes (100). :

O problema fica assim resolvido em tdda a sua extens&o.

22. Viga interna carregada (fig. 32).

A carga ponto x desta viga corresponde uma carga Py (x=1,....,n-1).

Ax G O

i 7?_ 32

Na altura da viga transversal de ordem x ddo-se as seguintes rela-
¢Oes entre flechas:
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L —
Bp — Op = M—GB_ B Bn)
o (104)
1
234 = o
6y — Op =— -————*a1+a~ A (ac — 3¢ — OD)
as
Como resultado do equilibrio desta mesma viga, vem:
C. — a,42; B, — a;+3:+3s A,
s s (105)
D, — At 5 2 B
a3 a3

dp ¢ EC podem ser consideradas como sendo as flechas, nos pontos
B e C, respectivamente, de uma viga livremente apoiada em A e D,
produzidas pelas cargas Bx e Cx.

Entdo:
~ BB TBC
og =— B, — = C, ,
B E Jo X E Jo
_a_c === —T‘CB— Bx —= T‘CC Cs(
EJ. Efi;

Admitindo para P,, A. e B, os desenvolvimentos trigonométricos
ja do nosso conhecimento, da 1. das equagdes {104), resulta:

a; Ay . D, = a,+a.+as (011 pi o« B, —~E?—Bl -I—EgCi __a_l_D_l)
Ja Jo a,+as Js Js Jo Jo Io

Dai, e uma vez que

Ct = -——a2+a3 B; — ——31+ag+az A,

) 18
a; aa
a a ds
o bt T B, ,
a, a,

se conclui que:

T a(a:+a) g (a,+a.+a5)*  7Be ]
— A
|_ Ja I aa(az+as) Jo aa(az+as) Jo g

/ ata.+a; BTN I a, a, oy a,+a:-4s BB
+l( 212 ) Js a;(a.-as) Ip & ( a,+as ) Jo

N ( a1 2,2 ) 78C ] B, — a4a.+3a P

a; Jo a.+as Js

Designandc-se os coeficientes de A, e B,, respectivamente, por M
e N;, obtem-se:
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M Ay ) NinBy — e faiteds il

a;~as Js
Da 2 equacdo de (104) vem:
ay .41 - a1D1 :a,+az+a3 Ty C; - CB B + e C — n:iDl
Ja Jo as Je Jo Jo Jo
D’onde:

’: +( a,-+-a,-+a, )2 o _l_(a1+a2 )2 o _{_(al—}—az—l—m».) nee | A
J a; " Jc ag ID d3 Jo_
[ a a2, al-}—az-{—as) oty a.(a;+a,) o (al—}—az—{—as) 0B

—= ST s\ 4GB
a3 Je asz Jp 8 Jo

. (az_:aas )( al—{—z:-{—aa )*'J%J B,

Designando-se por R; o coeficiente de A; e por Q, o de B;, segue:

R, Ai ='Q1 B
Ficamos entdo com as duas equagdes:
1 2 ad
My A + Ny By = R T l (106)
a2-1—as JB l
Rl Ai _— Ql B|
D’onde:
A — a;a;-Fa, ai Py
a;+a, s ( M, -+ N, Rl)
. @ (107)
B, — a;—as+a, aj Pi
az—‘l—ag J (Nl —l— Ml%ﬁ)
B 1 R|
Quando for a, = a, = a, =— a, vem:
3
M, — 4y + s a
l J\ J'D 4 Ju
N =3 % 1 s 1 2
2 JB 2 .ID 2 .Io I (108)
. , 3
R AT S NRSC | ] ok
Js Je I Jo
i Iy 3 dd
Q= 6—— 42— 42>
‘ Jo o 2 U,



Se, além disso, Ja == Jg = Jc = Jo =], segue:

2 o 7 ad
M, = + - 3
‘ TR
N e S 1 &
] 2 Jo _
o a3 (108a)
Rh= 14— + 4
Jo
q 3 a:s
Q = 824 =
‘ 72 5
23. Viga transversal carregada (fig. 33).
~

Fig. 33

Na viga transversal de ordem X existen1 as seguintes relagbes entre
as flechas:

a a—+a N =
Ba — Bp = _tantas (oB— = Bo)
a,+as

- 5 a,+a—r3a 5 = s
3y By = el (Oc— OC_OD)

a3

(109)

O equilibrio condiciona também:

C.— (al'—{—ag__aa—rp) p._ (a1+az+a3) Ax—( az+2as ) B, ,
3

a az dz

i g



Dx_(al;}—a ) Ac +

3 a; asg

ja,y eagep
Bx—(——a"—’-a;—r) P, (110)

Fazendo-se" :1as mesmas consideragdes que no caso anterior, da 1.2
equagdo de (109), vem:

a A D _ it [ e B e Py 128 p +-r‘—B—CC1 a; Dy~
Ja T a,+4-a, .]B Jo 1 -J Jo_
Portanto, tendo-se em conta (110), segue:
M; 4, + Ni By = Tipi
onde
M, — & + al(a1+a2) 31 + (a1+az+as)2 TBC )
JA 1'13(3.24"33) JD as(az+as) JO
a]_—l—'ag—l—ag i d; Az oy
N =——(———-——) —
: a,--ay Je + as(aa+as) Jo
(an+az+as> 7 BB + < a:4a, )( a:+a.4-a, ) 7 BC
- ag_f—aa JQ Ay a2+a3 JU
T,=_( a’iﬁ;-’.:i‘.‘) % ( a +a +as ) BE |
ay az —l'as JO
i ( a;4-a.-a; > <a1+ao+aa—rp) 7'.1}0 +
a2, )
_'_< a;ta,-ta, ) ( a,--a. —rp) ?
a,-tag D
A 2.* equacgdo de (109) da:
a; A a; D, 211‘1'—32—|- a| e Cy niep 708 ‘QCC o Ci
— Py : — pi +— B + =
IA ID ay g IC Io Io I J'D I
Em virtude de (110), resulta:
R1A1+ QIBi=v1p1 »
onde
1742 2 % a1+32+a3 2 A al+an+ag l]cc
s e T e )
Sl e 2, b a; o
ag(ai+42:) o a:+as \ /42, +as\ g a;+a,+as\ cp
NI 5 (st (utuin) > _(uain
a,° o as a, Je a; Jia
=8 (az—!‘ a; ) (ax—z"az"l'aa) Ticc .
ay dg Io '

o=



V. — (a.4+a,) (a,+a.—re) o +( a;-}-a,-+a;s )( a4a,+a,—rp \ %
T Sl
as* Io asz ag /IC
_( a,+a,4a. )E+( a,-+a,+a, )( al+az+3}s—‘r[’)7]_00
a; Jo a ay Jio
Tém-se portanto as duas equagses:
M A + NiB = Tips } (111)
RiAl 4+ QB = Vips
D’onde:
A T.Q— ViN, Py
M Qi — RiN;
112
B - TiRi—V.M, o, (112)
L N\ R — QM
0 que resolve completamente o problema.
Quando for a, =— a, = a; = a, segue:
% A 7 a3
M= — + + — ’
: IA ID 4 Jo
o 3
Ny o Dl e U e, i Ta
2 s 2 b 2 I
T, — 2a—Tfe & 3 e B T(3a—rp) £
‘ 2a Io d 12 J,
. o 3
Ri= == + 9 2 4+ 42 4 4 2,
Ja Je Io Jo
: 3 af
@) =N G B = o e SREE
‘ C JD 2 Jo
vV, — 3(Ba—rp) i | 2(2a—rp) w 3 7]CP+4(3&—TP)£
a Jo a Io Ja Sl 35
e se, além disso, r1p — a, vem:
| I 1 al
T = — —/— 4+ —
2 ID 2 Ju
60.[ i 3 al
VA = 2 —
1 IC + ID + 2 Jo

Obtidos que foram os A, e B,
aos A, e By,

de (110) .

— gl

que, conhecidos, permitem determinar

por simples somagdo, chegamos

C. e D, por meio



B. GRELHAS LIVREMENTE APOIADAS EM DOIS BORDOS,
INCLUIDO O EFEITO DE TORGAO

Consideraremos neste trabalho apenas as grelhas simétricas, para ndo
nos extendermos demais. O estudo se aplica muito facilmente as grelhas
assimétricas, como bem se pode depreender do que, a seguir, exporemos.
Sendo, no corrente das estruturas de pontes, a resisténcia a tor¢do das vigas
transversais bem menor do que a das vigas longitudinais, s6 levaremos em
conta esta ultima.

O apoio das vigas longitudinais serd constituido de forma a permitir
a livre rotacdo no sentido longitudinal, mas de modo a impedir qualquer
rotacdo no sentido transversal.

1. DUAS VIGAS LONGITUDINAIS

10. Cargas sébre uma das vigas (fig. 34).

Po

TA a BI
[

B
g?] 4
— ——————— ——— — — AT
| oy
//
A -
' ~
4 | e
/// ~
- ~
4‘// //
B S
J4 _ =
X
Ax
zj( : 2
Fig. 34



A andlise de uma viga transversal de ordem x leva a seguinte rela-
cdo entre as flechas:

5, = 8, + 8, + 8, (113) .

Por outro lado, a ligagdo rigida dos ndés conduz também as igual-
dades:

qpr —_ gxl\

(114)
Soxn == = axn
Além disso, hd ainda a relacgdo:
ot = o + Br (115)

onde B é o angulo entre as tangentes & linha eldstica da viga trans-
versal, pelos pontos A e B, e ¢» o angulo entre a tangente 4 mesma
elistica em B e a primitiva linha AB.

O equilibrio da viga transversal leva a:

Zp = A..a — Za (116)

Desenvolvamos agora a carga P, segundo a jd conhecida soma tri-
gonométrica:

n—1 3
) inx
P, = = pisen ——
1=1 n
Admitamos para A, =B, , Z~ e Z& desenvolvimentos andlogos:
i=1 { =
I=X
A, = I A sen —
=1 n
n—1 H
. inx
ZoA = Y zZ,» sen — ,
=1 n
n—1 1
imx
Zr = I z;B sen ‘-'—n ’

i=1

sendo que A, , zi* e 7,8 sdo, por ora, desconhecidos,

Entao, vem:
n—1i ]~ n—1 ». 1
o inx ap A 1mX
by = 2 S P gep EE — ¥ f_:l— sen —
T n =1 EJ, n
3 ___n;,l ai Bi S 1IrX -l ooy A = inx
B = & —— = —&= 7 sen ——,
{=1 EJB n i=1 EJA n
i = fz a,
a3 n—1 s a2 n—1 e
V= o X A sen — — ———— X Z;Asen —
3EJ, 1=: n 2E]J, 1=1 n



Mas
n—1 n

. i
Sﬂx}‘_—ox“_—— b P A

‘:1 -GJt“

— ;
In X

2 LLE Ay —z4) sen

i=1 G Ji» n

de acdrdo com o que vimos no Problema 6, do capitulo III.

Com isto tem-se:

n-—1

G . an . iTL'X
0, = — ¥ —— (aA —z4) sen —=
. T L —Z14) =
Introduzindo-se &stes valores na equagdo (113), resulta:
A 2h: 8 2
a P @ A —l Ay @ A+ api 2 + a A — a o
E Ja EJa EJs GJeo GJm 3EJ, 2E ],
Dai vem:

alp;____( aj I a  a'p 4 a3>A1—|—(apl o a )zlz\

E Ja EN EJs G Jm 3E ], GJz= 2E ],
(117)
Em virtude de (114) e (115) segue:
0 A — 93 — :8.‘:"
Portanto:
p1Zit pi
] aAi—Zi‘\ — B2
G~ Gl ( ) B
Como
h—} = 2 i =1 H
Bor = S zA sen e Kl s A sen 1—“—”—_
EJ, =1 n 2E ], 1=1 1
tem-se;
pi1 ZiA Pl az» a:
= aA—zA) — el = A,
GJ e A Epniio
ou seja:
pi Pl a a pi as
ZA = - A
( I G EJO> ‘ ( Gle T 2EL, ) !
Portanto:
ap; as
SR _> A,
Z',"‘ e GJtn 2EJ0 . (118)
P i

pi
G Ja T G J» - EJ.

As duas® equagdes, (117) e (118) nos ddo os valores de A; e z;».
Com éstes, por simples somagfo, chegamos aos valores de A, e Z, que,

=tlopl




uma vez conhecidos, permitem a determinagdo de Z®, por intermédio
de (116). : el

A solu¢do déste problema reputamos de grande significagdo. Com ela
fica também resolvida a importante questdo da distribuicdo transversal de
cargas nas pontes constituidas de duas vigas longitudinais apenas. Uma
carga, atuando sobre uma das vigas longitudinais, ¢ também absorvida pela
outra, resultando dai grande economia, como veremos no exemplo que se-
gue. Contudo, ndo se tem, até hoje, tirado partido déste fato, fazendo-se
com que a viga, sob a acdo direta da carga, suporte sOzinha esta mesma
carga, o que ¢ um verdadeiro absurdo. A viga transversal deve possuir
uma armadura inferior, para absorver os momentos fletores positivos nos
seus engastes com as longitudinais. As normas preocupam-se apenas coim
os momentos fletores negativos que ai podem aparecer, esquecendo de dois
fatos importantes:

1. que nos apoios possa haver momentos fletores positivos e, en-
tdo0, necessidade de se prescrever uma armadura minima cor-
respondente;

2. que, em virtude disso, o momento fletor negativo, no apoio
oposto, pode ser maior do que se prescreve.

Com o método de calculo proposto por nds, a solugdo déste importante
problema se torna imediata e de uma simplicidade comprovada.

Mais adiante veremos como se pode incluir também a colaboracdo da
laje na distribuicdo transversal da carga.

Exemplo 5. Tomemos como exemplo uma grelha ensaiada no Instituto
de Pesquizas da Escola Técnica Superior de Karlsruhe, Alemanha (ver ca-
pitulo VI).

% 8 . B

. 7cm

A D AV

Socm | S0 cm L
.

=

4

F/:g‘. 35

Trata-se de um modelo de concreto armado com as caracteristicas
(fig. 35).

Ja =J8 = n=2
Jor = Je2 = ]¢ o = 0,1667 60
— 3
(I:E}L, — 3,004 = 36000 cm
J pr = — 0,5X60 =
° = 0,617 = — 30 cm

= p77g SN



Entdo, pela equagdo (118) vem:

2
— 16,7 X30X3,094 + 05X167 .

— 230X 3,094 + 16,7

F A ——

Aplicando-se agora a equacdo (117), resulta:

- 12
0,617 3600 P = <2><36000><0,617 16,7303 3,004

8 1
7 A
i -1-%—- A+ (—16,7)(30><3,094-— % 8,35 A,
Portanto:
= 2221200 5 o3g5p
57755,41

A carga que realmente toca a4 viga A serd entdo:
P—038 P = 0615 P .

Como se vé, apenas 61,5% da carga é suportada pela viga A, caben-
do a viga B os 38,5% restantes. :

Se nas férmulas acima fizemos J, == o0, encontraremos A, = 0,387 P.
Obtem-se, portanto, resultado bem aproximado, em se desprezando a defor-
magdo das vigas transversais. Isto é licito quando os comprimentos destas
forem bem inferiores aos comprimentos das vigas longitudinais.

Os resultados coincidem com os encontrados por Schéttgen {38]. Con-
tudo o método déste autor é valido para uma viga transversal apenas, e 0
nosso ¢ geral,

2. TRES VIGAS LONGITUDINAIS

21. Vigas de bordo carregadas simétricamente (fig. 36).
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Entre as flechas podemos escrever a relagéo:
Sy — 84 = 8p (119)
Do equilibrio resulta:
2A, = B«
ZA = Z£ == L,

Se admitirmos, a exemplo do caso anterior, os desenvolvimentos trigo-
nométricos conhecidos para P,, A. e Z,, teremos:

(120)

=51 e n—1 3 -
o= 5 IPL e ITX Ty ik oy UL
i=1t E Ja n i=t EJ, n
_ 3 n—1 i 2 n—1 ix
— A X A sen]—x———a—— N7 sen—)£ .
3E]J, i= 1 2EJ, =1 n
-1y i i n—1 o i imx
B -y e L2 sen > — ¥ g M AL oo LEX
i=t E Jg n i=1 E Jg n
A relacdo (119), passa a:
ai Pi __“_:_/_li__ a? = a* Zi:z.fi_A‘_.
Ja Ja 37Je 2], Js
Portanto:
% 2 «; a? o Pi a?
A, (__ + + ) = + z, (121)
J:\ JB 3.Iu JA 2.]0
Por outro lado, em virtude da ligagdo rigida nos nés, temos:
0.‘(A = — x*
Entdo:
a— § - 4 n— 1 - n—1 a 1 &
=N senif:—az EIAxsenl—ti{—}- 2 Szxsenﬂ-—X
1=1 G.It n 2EJ° i=1 n EJu i=1 n
Dai vem:
- a? A; .
i —
E I
2a —2 — J pi ez
G L
Levado éste valor na equagdo (121), segue:
@i Pi
A = S
& 2o a’ a*
JA — + - + = E‘ ]'2 (123)
T & 3o L e e

G T

—malr o) Yme



Desprezada a torgdo, a férmula passa a:

A — % Pi

Ta a® T
1241 = 2 ay — ——— p—
) I W & i

idéntica a expressdo (37) ja encontrada por nds.

Se, na férmula, fizermos J, = oo, vem:

Pi

A
i 3

isto ¢, a carga se reparte igualmente pelas trés vigas, como era de se es-
perar.

22. Vigas de bordo carregadas antimétricamente (fig. 37).
/

A
T_I =
%
4 3 o
,,_\ _T"__}i B
-~
JA \:__/”’/

F/'g‘. 37

As equagdes de elasticidade, no caso, sdo:

‘PXA .a - 6;\ = 8A . (124) ’
?x‘\ —_— anB — BXA —_— BXA (125) y

pB = — 08 (126) .
O equilibrio da viga trassversal determina: )

Zo o= 22 A, — 2Zn (127)
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Lancando-se mao dos desenvolvimentos trigonométricos, vem:

n—1t iw
Py = & pi sen
=1

n—1

Ay = X 4 senm—x,
i=1 n
n—1 1
Z;:—_: DI A2 sen]—ﬁ—x
i=1 n .
onde A, e z;» sdo ainda desconhecidos.
Com isto:
_ 2 n—1 i 32 n—1 im
BA:L X z;2 sen =X _ a 2 A senl——f,
2EJ, =1 Ne 3E]J], i=t n
i—1 4 py inx o=l gy Ay inx
ha = X ——1—— sen —F = sen ,
AT B, n i=t EJy n
n—1 Pi Z;A i‘ﬁx
b == — sen —— ,
=1 GJLA n
) n—1 p; Z;B itx =l irx
== sen = X 2a Ay —2z4) sen
5= ZGie T T Gigge BATERY
Entdo, das equagbes (124) c (126), segue:
2 3 A
_ap (22 A, — 228) — a A AL a Al____atpi__u
GJ® 2EJ, 3E], E Ja E Ja
Portanto:
o as 2 a%p; (23. Pi a? ) a; Py
=S - A 2h Z Nza= 2LEL (128)
(EJA+3EJo GJtB) l+ GJ:B 2EJo EJA

Da equagdo (125), vem:
0xA = BXB + BxA

Mas,
n—1 { 2 n—1 ',ﬁ o
ﬁxA=-a 3 ziAsen o' S B Alsenl—i,
EJO 1=1 n 2EJ° i=1 n
D’onde
pi Z1A Pi a a*
: — —— (2a A, —22z4) - ZA— —— - A
Gle — Gla o BT b e ],
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Portanto:

2a. PL _ az
K GJe=  2EJ
ZiA = 3 + 2{)1 4 . A1
G Jes G Jm EJ.

As duas equagdes, (128) e (129), resolvem o problema.

23. Viga central carregada (fig. 38).

(129)

l%
R 17 |
4 -4
Jéqn— l
9’34
% |
o — | T
. l g
-
= ) =
4:: Cx ’
F/g'. 38.
As equagdes, no caso, sdo:
§a 4+ 84 = 8 (130) ,
Pt = — 0, (131) q
B, = 2A; (132) .
Mas
X 2oy Ay iTX
0 - X 1 ]
o i=1 EJA :
. 3 n—1 2 n—1 X
8, = = Z Aysen—>_ 2 2 zysen — ,
3E]J, i=t n 2E ], i=1
- —1 H
5 il oy en LTX_ S Al Bi o InX
i=t EJs n = EJy )



Introduzindo-se éstes valores em (130) vem:

[+71 Ai + a® — a? = ai P1 o oy Bl
JA 3Jo 2.10 JB JB
Portanto:
oy 2 oy as ' a? a; Pi
L.+ + - -)A—~ 2, = 2P (133)
( JA IB 3 Ju i 2 JO ‘ JB
Em virtude de (131), resulta:
-1 f 20—l i —1 in
i mi‘—senﬂ_—:— 2 Z'A;senl—'ﬁ—l— 2 '12 Z; senl_—x
=t GJ, n 2E] i=t n EJ, i=t n
Portanto:
p1Z; a® a
—_— = — A Zy ,
Gl 285, T EL
ou seja:
Z, = a-E J . A;
22 — 2 — —>p
G
Levando-se &ste valor em (133), segue:
i Pi
o= o 29 a? at il (134)
JA [_ + + - E J 2
_a Je 3J 4a J, —4 — °
G L N

expressdo idéntica a (123).

Exemplo 6. Calculemos a grelha de concreto armado que, como a do
exemplo 5, foi ensaiada no lInstituto de Pesquizas da Escola Técnica Su-

perior de Kalsruhe (ver cap. VI).

7
e

A
%Z p .
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As caracteristicas desta grelha sdo:

Jh =1y =Jc =17. n =2

— 3
Jt*‘ == Jl" = Jtc == Jz a = 0,1_667><60
= 36000 cm?®

EJ,

o= 3,094
pr = — 0,560 = — 30-cm
EJ, = 0,617
EJ

Calculemos a grelha sujeita ao carregamento simétrico das vigas A e C
com as cargas P/2. Valendo-nos da férmula (123), encontramos:

A1 ==
36000 P/2

—3 e
16,7 16,7
| 336000 + —— X 1,621 — 4316,75X0,617 + 43,004 0,617 % 30

= 0,327 P/2

Passando-se ao carregamento antimétrico com P/2, da equagdo (129),
vem:
= 2 b
— 216,773,094 <30 — 0,5 16,7 4
1
— 33X 303,094 — 16,7

Introduzindo-se éste valor na equacfo (128) resulta:

= 10,976 A,

2 A =

3
. 2
(0,617 X 3600 -+ ”;—’7 4 2T6,7X 3,004 30) 4, -

<—2><16,7><3,094><30— %l) 10,976 A, — 0,617X36000 P2
Portanto:

A, = 0,556 P/2
Como A,=4,, pois n=2, o quinhdo de carga que toca a viga

A sera 0559P, o da viga B° 0,327P, e o quinhdo da viga C sera
0,115P .

Estes resultados conferem com os de Schottgem [38].
Exemplo 7. Para demonstrar ainda uma vez a simplicidade e rapidez

do nosso método, tomemos uma grelha calculada por Mahomed Hilal [29],
pagina 63 do seu livro (fig. 40).
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As caracteristicas desta grelha séo:

Jo =Js =Jc = 2], n=2, A=2a
E
Jt’\ = Jl" 5= JLC = Jl == Jo ) —G = 2,4
Entdo, pela expressido (134), resulta:
an= ol 0,1667 P 0,205 P

1

8

2 1 1
?+4X2y4><?><3>< 2.

2
30,1667 —
X F o

Portanto, os quinhdes que tocam as vigas Iongitudinais sdo: 0,295P
para as vigas Ae C, e P—2%0,295P = 0,410 P para a viga B.

Bstes resultados concordam com os encontrados por M. Hilal, que,

para a sua obtenc¢do, ocupou trés paginas e meia do seu livro, sem atingir
a precisdo que alcancamos.

3. QUATRO VIGAS LONGITUDINAIS

31. Vigas de bordo carregadas simétricamente (fig. 41).

As equagdes de elasticidade sdo as seguintes:

8y — 84 == 85 — 5 (135) ,
gt = — ;4 (136) ,
gl = — 8 (137) .
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T
5
)
> e
—
V)

= b
o gs
A . —
I 8
’p*A
ql— o
Ax Zf 2 Dz
p: P Y 1 D
Z{ )z
{Bk Cx
Frg. 41
O equilibrio da viga transversal determina:
A, = B, = C, = D, (138)
Mas
T S WL e LER N, S T o
8 EJ. 6EJ, 8 EJ, 8 EJ,
= 3 3 2
T — a Ax ., a Bx — “_f. fo\ | = a? an ’
6E]J, 24E ], 8EJ, 8E ],
pxt = _g‘ . A, — 2 =" i 2 ot 2 Z3,
8 EJ, 8E J, 2LME" S 2EJ,
3 “~ P
P = Sidid Ay B,— 2 A2 7
8 EIJ. 8E ], 2EJ. 2E ],
Da equacdo (135) resulta:
o Pi a; A, 9 a* ad 9 at 5 a* 3
100 N T R e B, = 78 4+ 25
Eln  J» 8 EL “T6EJ T8 EJL - B EL
®) B1 as a’ 2 a2

—— B[ Z.4
24 E ], 8E J, SIER]S

Como A, =B, , vem:

o a

%y i 5 a? a a~ ai Py
= Ay — Zir — 7P = 139
(EJ,\+ Elp T EJO) T En T ER T 2eg B
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De (136), segue:

A z 2
_ AR e R an =i e o Ol e z,8
GJLA 8 EJO SEJU 2 E © 2EJ0
Portanto: -
a2 pi 3 a a
A — —— & ZA — z;8 =20 140
EJ, ‘+(GLA 2 EJO) CT2Eg St
De (132), segue:
2 2
_Pl_zin=_5__ a A — 2 1 = A= 2 z®
G]tB 8 EJU SEJO 2EJ0 2EJO
Portanto:
a? a Pi
S P W a2 z7 == 0 141
2EJ, ' 2EJ +(GLB 2EJ0) : Qe

Com as trés equagdes, (139), (140) e (141) podemos determinar muito
facilmente A;, zA e z;». De posse déstes valores, determinamos
Ay, Z» e Z;» a saber:

sl itx
A, = = A, sen
i=1 n
n—1 { —
ll\x
ZA = I z;psen —— ,
=1 n
n—1 i
iTx
Z;F = % z;B sen
i=1 n

32. Vigas de bordo carregadas antimétricamente (fig. 42).

A anilise da viga transversal de ordem x nos conduz as relagbes
seguintes:

55 — 84 = 3 (88 — 88) , (142)

A =% L ga g, (143)

ol fr = e =t (14)
O equilibrio desta mesma viga transversal leva também & relagdo:

B, = 3A, — 2 Zp — 2 Zp (145) .
a a
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Por outro lado,

T 9 a° ad 9 a® 5 a?
By —= — A, — I Ay X Z3,
8 EJ, 6EJ, 8 EJ, &8 EJ,
- 33 a3 a? 2
8p — A — B, — DA Zz,
6 E J, 24E] 8E J 8E Jo
2 2
?Qz_g— '_a Ax'"_ 2 Bx__3- 2 ZxA“" 2 ZxB;
8 EJ, 8E J, 2 EJ, 2E ],
LS DL R P O
8 EJ, 8E J, 2'E4], 2E J.

Supondo P., A., B:, Z e Zx desenvolvidos segundo as somas
trigonométricas ja bem conhecidas por nés, e levando as expressdes destas
flechas na equacdo (142), vem:
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ap wA 9 @ 2 &5 o
ERTAERT P ol BT, vt e At s EL T
2 3 3
+ 5 a 2 —3 o B, _a Ai"l——a B -+
8 E.Io E.]B 2EJO S-EJO
9l ¢ A Bl Ak,
tsEn M Ts EL
Portanto, como
, = 34 — — z;p — — z;¥, vem.
a a
o o 1 a° 6 a; 2 at
L 19 '—i————)A—( 2 )ZA
(JA Js 21 s i als 3] L Jo 1
60[; 1 32 a; Pi
== e 2 ) 2,9 (146)
ajla 6 Jo i Ja
Da equagdo (143), resulta:
2 aBe 2 a3 8 ¥ B4y
3a E]J, 3a E]Ja 4 EJ. 9E ],
3 a 5 a* 3 a
e ZA — i“ _ —_— ZA
T E] Ct B TEL TS TEL 2 EJ,
- at . a o= — p1 ZiA
8E J, 2EJ, GJo
Portanto:
(_2_1___1_ a? ) Ai+(13 a . pi )zm
3a EJ, 3 EJ. 18 EJ, G Jer
1 a 2 ) Pi
- 7B == —— 147
T 18 EL ‘ 32 EJ4 (147)
Da equagdo (144), segue:
: 2
2 ap 2 ad 3 a Al_‘__l_ 4 1_{__3_ a4
3a EJa 33 EJs 4 EJ, 9 EJ, 4 EJ,
5 a 5 a? a? a a
=5 B S A — ZA Z.B ——
ThEL 2T sE)L VT 8EJL . 2EJL | 2EL
_ mEt
G

89 —



Portanto:

2 o 1 a? 5 a
. S0 u SWGEEN o\ W (RN S
<3a E Ja + 6 EJ. ) ‘ 18 EJ,
1 a pi 2 a; P;
el . ——ee p— ZB_: — i
T (18 E J, GJm ) ‘ 3a EJa

As trés equagles, (146), (147) e (148) nos fornecem A,,

dai, por simples somagdo, determinamos os valores de Ay,
e entdo o valor de B, por meio de (145).

33. Vigas internas carregadas simétricamente (fig. 43).

Pz

: lx

Zih -

|
|
A a e | 4 Je @
Jli; i i
i |
_ %! ]
a;l % |
— s
5 BB l
L % 5.
f =
Ax [~ a.2
Fig 43

Neste caso, as equagfes de elasticidade sio:
8a &+ 8a = 83 + ¥,
pxd == — G 3
Pl = — 6,3 .

O equilibrio da viga transversal leva a:

szBx:-Cx'T_-Dx

— 00 —

(149)

(150)
(151)



_ 9 Fe | Pt 1nX EREI- B =X
= s A;jsen —— — S Bisen —
8 EJo 1=2 n 6EJ, 1=1 n
g a* "7t imx 5 az =7t inx
- 5 zAsen —- — — S z¥sen ——
8 E]u 1=1 n 8 EJO =1 1
—_ -13 n—1 inx aS n':l X
dg = - S A;sen —= — s Bysen ——
6E Jo 1=1 n 24E ], 1=1 n
az "t inX FE. B3R itx
= S ziAsen —— — Y zpsen ——
SEJO t=1 n SEJO 1=1 n
9 ar 7} izx’ gB - 9=1 in
pxt == — ¥ A sen —— — 3 Bysen —
8 EJO 1=1 n 8EJ0 1=1 n
3 a "} imx a ! inx
— = 3 z,Asen —— — Y zousen ——
2 EJo 1=2 n 2EJ0 1= n
5 az n—1 iﬁX az n—1 iT:X
P8 = — 5 Ajsen —— — Y Bysen ___
g8 EJ, =2 n 8EJ,1=1 n
n—1% H 71 H
1T X a L InX
— = ¥ z;Asen —— — —— X Zi¥sen
2E Jo i=1 n 2E ], 1=1 n

Levando-se éstes valores na equacdo (149), e tendo-se em conta que
Al = 31 , Vem:

o A 9ad as

I e .41—_?— 71"_—5— =
Ja. « 8, 6J. 8 8J, 8 81J,
a; P a; Ay as as a? a?
— —_——— A — g = | Z\®
i Jg T 6 Jo Y24, g J, 8],
Portanto:
aj aj 5 a® a* a® ai Pi
T T i
( T a6 L Tt 27, Tl 2
Da equagdo (150), segue:
2 2
9 a Ai-—-—é——— A;———E——a—-- Z‘A————a-— iB_:__szm
8 EJ. 8E ], 2 EJ. 2E ], GJa
Portanto:
a? p1 3 a a
- A 2\ za———2z3=0 (153)
EJ, ‘+< GJ~ 2 EJ ) CT2E)
Da equagdo (151), resulta:
..é- a2 P — i_ | — __a ziA__. a . z.lB—_—_—_.. ﬂl_z_fi
8 E_Ia BEJO 2EJO 2EJ0 G.Itn
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Portanto:

22 a - a (154)
e L — .
2E ], 2E J, -+< GJo 2E J, )Z %

Entdo, com as equagdes (152), (153) e (154) determinam-se os va-
lores de A, z* e z;»; e da somagdo conhecida resultam os valores
de A;, Z& e Zp3,

Desprezados os z;4 e z», isto & desprezado o efeito de torcdo,
as trés equacles se reduzem a uma s6, a (152), idéntica a (54a), ja encon-
trada anteriormente.

34. Vigas internas carregadas antimétricamente (fig. 44).
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Na altura das vigas transversais de ordem x verificam-se as seguin-
tes relacBes:

5y - 84 = 3 (8g '+ 33) (155) ,
oxt = et — Bxr = — 0.r (156) »
o — af — B = — g, (157) 5
Das condi¢des de equilibrio desta mesma viga, segue:
2 2 -
B, = 3A: + Za 4+ Lo (158)
a a
Mas,
— 3 3 ] o
B D B A= A g 2ol ST RENT
8 EJO GEJU 8 EJO 8 EJO
as a:’. a'.’
§g ——u— A, — ———— Bx Z.A — 72,
® T BE], %EL T 8EJ, T SEl,
9 a* a? 3 a
(-‘ = et A‘— e Bx = = = = e Zx b
P 8 EJ, 8E]J ™ R N8 Jj, S 2EL
5 at a? a
,Bx“ S i A.\' = Bx _ Z\.\ qu .
8 EJ, 8EJ, +2EJ0 +2E]0

Admitidos para P, A, Za e Z» os desenvolvimentos trigono-

métricos de sempre, da equagdo (155), vem:

a; A 9 a’ a* 9 a* 5 a®
L = Ai I Bl e O A P P —
L Ts S T A T
L <a1pi . a_lB_x_'_ a’ AL_L B\"*’L Z|A+ a’ ZiB)
JB JB 6Jo 24]«: 8Jo 8]0
Como
B 3A1 + — ZA —|— —— 7Y o
segue:
o 9a1 6&1 2 a?
p e - Ai - N
RS i e b Vi
6 a; 3o pi
AN e 2P 159
+(a13+610)z B (159)

R



Da equagdo (156) resulta:

2 % B
= BA_:E._A gt =
Portanto:
3 o A 9 at at 9 at® 5 at
. A" B == Z;A 4 Z.B
2a( EJA_l 8 EJ, ' 6EJ S 8 EJ. b 8 EJ, )
9 e Z Z A
ol A+ = i 3 £y = 1N 70 = — o2
8 EJ, 8E]J. o8 BEWT ., 20E8] G J.a
Dai segue
2(11 5‘12 Pl 13 a
_— A (—-—-— e — ZA
(3;11-:1A 3EJ0) 't ore T B ) l
a
— — Z8 = O 160
SE]. i (160)
Finalmente, da equaglo (157) segue:
2 a; Ay 9 ad a3 ‘9 a? 5 at
= = = B, — _ 7.A =, Z,B
3a(EJA+R EJ, 6es TS EL YR EN )
—_— —5— g .41 + % == & Zl“\_ 4 Zinz— P: ZAB
Lq EJA SEJQ 2EJU 2EJO (ljtn
D’onde:
2, a* 5 a
t A el . .. |
(3aEJA+ 6EJO> P R ol
pi a
T ( Gl Ts‘E‘JI) g (161)

As trés equagdes (159), (160) e (161) permitem determinar A,, z;4
€ z;», que, conhecidos, ddo, por somacdo, os valores de A., ZA e Za

Exemplo 8. Apliquemos agora o nosso método de cédlculo a uma gre-
lha que, como as dos exemplos 5 ¢ 6, foi também ensaiada no Instituto de
Pesquiza da Escola Técnica Superior de Karlsruhe (ver cap. VI).

Trata-se de uma grelha de concreto armado (fig. 45) com as caracte-
risticas seguintes:
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Ja=Js=Jc =Jp=1J , mE= &y

Jra = J» = Jic = Jo =] , a, = 36000 cm® ,
E{I — 3,004 , o = — 30 cm ,
_Je o617
J
20 D
% % 76,7¢cm
/
/ 768 7err?
ZB 5/
/ %
% 76, 7c 72
) .
A i 72

6o cm | Socm =

F/? 45

Jp—

O carregamento consiste em uma fnica carga concentrada P, no
ponto de intersecgdo da viga transversal com a longitudinal A.

Decomposto o carregamento em dois, um simétrico com P/2, e outro
antimétrico com P/2, calculemos em primeiro lugar o antimétrico.

Valendo-nos das formulas (139), (140) e (141), vem:

3 =2
(36000+36000+ % < 16,7)(1,621) A, —1,621¢ 16,7 230

[

|

[o2]

7

1621 X 7 40 — 36000 P/2

™l

16,7

zp =20

16,7 A + (—30><3,094— % % 16,7) Ziai=

2
7 .
-IZ—J A — 162’ 7,4 L (—-—30)(3,094— 12’7) z3 =10

Portanto:

78 201,46 A, — 452,08 z,* — 226,04 z;* = 36000 P/ 2
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278,89 A, — 117,87 2,2 — 8,352z, —=10
139,44 A, — 835 z,» — 101,17 2,2 =0

D’onde:
A, = 04676 P/2 = A,

24 = 1,0660 P/2 = Z
zp = 0,5564 P/2 — Z.»

Vejamos agora o carregamento antimétrico. Lancamos mio das férmu-
las (146), (147) e (148).

(10)(36000 + 17 ) A — (9%%)90—--4- 33 % 16,7 1,621 ) o

- 2
—(6_><1%6%’-9_+3 % 16,7 1,621 ) 2,8 = 36000 P/2
; 3

<2><36000 167

% 1,621) A + G_; % 16,7 1,621 +

13X 16,7 3
+ 30><5,016) A+ %7— % 1,621 2,0 = %%2’079_ P/2
(23><><3?2’07° +_‘_Z’_72 % 1,621) A — 1% S 16,75¢ 1,621 70
+ (55—7 ><1621—|—30><5016> — %9— P2
Portanto: .

360226,04 A, — 13235,55 z,4 — 13009,51 z,» = 36000 P/ 2
1286,43 A, + 170,03 z,» + 1,50z, = 1437,13 P/2
1512,47 Al-— 7,52 z,0 + 151,98 z;» = 1437,13 P/2
D’onde : 3] S S
A, = 04636 P/2 = A,
ZA = 4,8098 P/2 — Z,a
'Z“ = 5,0847P/2 — Z;»

Reunidos os dois casos, o simétrico e o antimétrico, os qumhoes de
carga nas quatro vigas longitudinais sdo:
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o ! wfﬂﬁ P — 0,5344P ;
Viga B
0,1951+04676 p __ §3313p ;
2
Viga C
04676—0,1951 o _ 362p ;
2
Viga D :

0,4636—0,4676
2

P — 0,0020P .

|

Se, nas férmulas usadas acima, tivessemos feito J, == . isto é, con-
siderada a viga transversal indeformavel, os resultados seriam:

Viga A : 0,5168 P ;
Viga B : 0,3391 P ;
Viga C : 0,1610P ;
Viga D :  —00168P .

Como se V&, sdo valores bem préximos dos obtidos acima, e consegui-
dos com um ndimero de operagdes bem menor.

C. GRELHAS CONTINUAS

Em se tratando de vigas continuas com um ndimero qualquer de vaos;
com momentos de inércia constantes em cada viga; os comprimentos dos
vios sendo divididos em partes iguais pelas vigas transversais; o espaga-
mento entre estas sendo constante em toda a extensdo das vigas continuas,
entdo o calculo das grelhas continuas se fara de maneira simples, obede-
cidas as seguintes fases:

a) Retiram-se os apoios internos e calcula-se a grelha resultante li-
vremente apoiada em dois bordos, de acordo com o processo
analisado nos itens anteriores.

b) Calculam-se as flechas nos pontos de onde foram retirados os
apoios.

c) Aplica-se agora, néstes mesmos pontos, um sistema de cargas
que anulem, ai, as flechas calculadas.
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d) Por superposicdo, obtém-se as reagGes reciprocas entre as vigas
longitudinais e transversais.

Analisemos um caso particular para uma melhor compreensio do mé-
todo.

Exemplo 9. Seja a grelha da fig. 46.

b
A

Flo. 46
Temos ai:
Jan=Meh =1 Jop=_I8—"12:01 e 4 == A
Fase a)

Retirando-se os apoios internos, ficamos com uma grelha livremente
apoiada em dois bordos. Entdo, de actrdo com a férmula (40a), temos:

. aj Py
oy 3a '+ 2 ad
! 2
3
Mas,
pi=i Py sen ik =t Psen —
n n 2 ' 4
Portanto:
p: = 0,35356 P ,
P2 == 0;5 P ’
ps = 0,35356 P .
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Da tabela I tiramos:
o == 2,62990 A® ,
a; = 0,16667 A° |
a; = 0,03697 \° .
Levando-se éstes valores na expressdo de A;, encontramos:
A, = 0,10867P ,
A, = 0,07143 P ,
A, = 0,01681 P .

Logo, como
st iTx
A, = I A, sen ——
t=1 n

vern:
A, (0,108670,70711 -+ 0,07143 + 0,01681>0,70711) P

0,16016 P ,

I

A, = (0,10867—0,01681) P = 0,09186P ,
A; = (0,10867X0,70711 — 0,07143 -+ 0,0168130,70711) P
= 0,01730 .
Portanto:
' B, — 2A, — 0,32032P ,
B, = 2A, = 0,18372P ,
B: = 2A; = 0,03460P .
Fase b)
Viga A
8, = ; g’——A-i— sen BB
e 2

3t = —EIT (2,629903<0,10867 — 0,036970,01681) P ¢

3
— 028517 oM

Viga B
623 = "EI—J (2,62990><0,35356 — 0,03697 % 0,35356) P A*

K1 A'.'i
23028517 2 — 034640 22
EJ EJ
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Fase ¢)

F/L'g,‘ 47

‘Calculemos esta grelna sob a agdo de trés cargas atuando, respectiva-
mente, no ponto x==2 das vigas A, B e-C. Seja N a carga que

atua nas vigas A e C, e N a que age sObre a viga B .
Surge entdo a seguinte relagdo entre flechas:

e assim:
pl aipit imx o Tb oo Ay imx
2 ——— sen — — sen
=1 E] n i—1 E]J n +
& ir = in 1=l 24, A imx
+ 2% Apsen X _ Tz aPE o IBX e LA en
3E]Jo =1 n i=1 EJ n j=1 EJJ n
Portanto:
a pit OltAl__ + a A — ap® 2 A,
J J 3J. J J
Logo:
A — a, (p*—pi*) _._ ax(ptn—jplﬂ)
W frntiang =
a ] 2
@ — a + — at
BT, ‘T3
Mas,
Pi*’=i—lqsenllkzi_r\fsen—’—Tr e
n n 2 2
pit = 2ION ik o S
n n 2 2



Com isto temos:

5oy e 2
A= 2 : 3 4 ' (N—N) -
& + il as 2(! " aa
1 3 x+ 3
Entdo vem:
2,62 Ni N
- ,62990 (N—N) = 0,39888 (N—N)
2 2,62990 + 1,33333
Ag == 0
il 0,03697 (N—N)

— — 0,02627 (N—N)
2% 0,03697 4 1,33333

A flecha em x=2 na viga A sera:

82“ . _ﬁl_gﬁ_ sen _L R ; 43 i sen _i.
I=1 E]J] i=1 EJ
N’ 8 i 3 (A
— S a sen - sen — — S =diad sen ——
2E] =2 2 =1 E]J] 2

8 —_.__—
__NA 562000 4 0,03697) — —
2E]

A (2,6299X0,39888

4+ 0,036070,02627)

3 N__ 3
— 133344 1\;:)3 _ 104078 NN

— 238322 N

— 1,04978

A flecha em x=2 na viga B serid também:

N A (N—N)a?
B == — — 1,04978 ~————
32 1,33344 EJ 2 1,049 EJ

N a3 N a®
— 2,09956 ET —0,76612 ]

Igualadas estas flechas as flechas encontradas na fase b), vem:

N a2 N as P a2
322 % 1,04078 —— —
2,38 EJ 978 EJ 0,28517 EJ

N A3 N a2 P a2
2,09956 ——— — 0,76512 = 0,34640 ———
EJ E]J EJ

— 101 —



Dai resulta:
N = 0,38213 P
N = 0,59564 P
Portanto:
A, = 0,39888 (0,59564 — 0,38213) P
= 0,39888%0,21351 P = 0,08517 P
A, = — 0,02627X0,21351 = — 0,00561 P

Entdo as reagbes reciprocas entre as vigas, resuitantes da agdo das
cargas N e N, serdo:
8

—.

T

Ax = 3 A; sen —
! 4
3 F ey

A, = 3 A sen—% = 0,0851730,70711 P — 0,005610,70711 P
1

= 0,05626 P

b 3

A, = s A4, sen‘T11 = 0,08517P - 0,00561 P = 0,00078 P
1 :

A, = A, = 0,05626 P .

Portanto:

B, = 2A, == 0,11252P
B, = 2A, = 0,18156 P

Finalmente, por soma, obtém-se os esforcos nas vigas, representados
com os seus sentidos na figura abaixo,

0,104 P
A l A
0382pP 0,039 P
P | 0078 P
- | | =
LS aNT

T0, 208P T0, 592P

Frg. 48
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D. GRELHAS LIVREMENTE APOIADAS EM QUATRO BORDOS

Suponhamos duas familias de vigas paralelas que se cruzam segundo
um angulo qualquer, e cujas linhas de apoio s&o paralelas as direcBes des-
tas mesmas vigas. Admitamos também que o cruzamento entre as vigas
se dé de modo articulado, isto &, desprezados nos nés os momentos de torcdo.
Quanto as cargas, fagamos a hipétese de que elas atuem nos nés, o que, na
verdade, ndo € obrigatério.

Tomemos o caso de uma grelha ortogonal (fig. 49). O que dissermos,
entdo, vale também para a grelha esconsa.

U Y Y

7
22 |
7 -
tird |
F ]
| 2 |
=7 1
®-7
[“4

&\\‘j R N

N

N
NN

e |
g‘ ny R %
%‘; 2 WA R P

r

— H—
W/WWIWAW}WWWWW/W 7
Fig. 49

A cada né x,y corresponde uma carga Pyy, que admitimos atuan-
do indiferentemente, quer sdbre as vigas longitudinais y, quer sbbre as
transversais x. Mas, uma vez fixada uma convengdo, devemos respeita-la

durante todo o desenvolvimento.

Isto posto, desenvolvamos a carga Pu segundo a soma trigonomeé-
trica dupla abaixo:

n—1 m-—1 1 - X i 7
Po,= S = pysen = sen LZY | (162)
i=1 j=1 1 m



onde

4 e I 1 a5 iy
pij= ——— = = Pysen —— sen 72 (163)
nym x=o y=o n m
Este desenvolvimento ¢ sempre possivel, uma vez que P,, , P,, ,
P, e Puw, atuando nos apoios, ndo influem sdbre as flechas; podemos
adotar para os mesmos valores quaisquer, em particular valores nulos,

Imaginenios as cargas P,, atuando diretamente sdbre as vigas lon-
gitudinais y. Designemos por X,, as reacdes reciprocas entre as lon-
gitudinais e transversais.

Sendo 8, a flecha no n6 xy, podemos escrever as duas equagoes
de diferencas:

yx—2 — 4 Byx1 + 6 By — 4 Bypir F byyin = (164)
a8

= 6EJ [(Pyx—1 — Xyx—1) + 4 (Pyx — Xyx) + (Pyx+1 — Xyx+1) ]
1

(165)

By—2 — 4 Bxy—1 + 6 Bxy — 4 Syyiq + Oxy+2 ==

b3
= GEJ [Xx.y—1 ‘+‘ 4 Xx,y + Xx,y-H)

Desenvolvamos também as reacdes reciprocas X,, e &, segundo
as somas trigonométricas duplas:

inx i
Xxy == 3 S x;ysen —= sen Iy (166)
m=1 j=1 n m ’
n—1 m-—1 1 ~ X .‘
By = 3 3 Ajsen 15X gen JTY . (167)
¥y j ;
=1 j=1 n m

sendo x;; € A;; ainda desconhecidos.

Introduzindo-se &stes valores nas equacdes de diferencas acima, da
equacdo (164) resulta:

n—1 m—1{ i 7 [ i _. i
% ..\: Al]. sén ————--] T (X 2) — 4 sen “*——-———] L ('x 1) —+— 6 sen Ei
=1 j=1 = n: n n
—gsentm XA B (x42) ‘ sen ™% —
n n . n
2% b—1m—1 T j,,.(x__l) inx
= 2 X sen ————=— —
6E]J i=t j=t - [ n 1 n i

-~ 8en

im(x+1) —l T ]LX

n n

3 1 et = . . - e LT 3
— a " 531 m)_' z” |\se” ]_Zr. (x__l.) _+_ 4 senl.z_)i _}_ sen u)_ sen 1._1__..}{

6E J, =1 j=t n n n | m
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Portanto:

—— ! ” ] . . . . .
imx 2iw =X iw iTx =
S X Ay 2sen—— cos — — 8 sen cos — + 6sen— senl—yz
=1 j=1 n n n 1 n m
a® n_lm-d k inx in imx j
= - X X Py 2sen —— cos — -+ 4sen —— | sen Iy
6 E J,i=t 1=t n n n m
g2 n=l ot ' inx iw inx j 7
- 5 X Yy |2sen — cos — -+ 4sen —— sen L°Y
6EJ. i=t =1 n n n m

E assim, segue:

n—1 m—1 B =1 ir B
oy Z'Aij cos,2 —4cos——t+3

inx T
sen —— sen ]—l
im1 =1 n n n

m

a3 n— 1 m—l

inx jzy
= — — X1 os—— 2) sen —— sen —=
6E], =1 = 1(p” xus) <L + ) n n

Esta igualdade, tendo lugar para todo valor inteiro de x, de 0 a n,
e para todo valor inteiro de 'y, de 0 a m, resulta:

2ri in
A (cos ‘T 4cos L' + 3) = — (puy ——x,,)(cos—— + 2)
n n EJ
Portanto:
Cos i iw
S N W )
Ly = = .___ 5 Py — %y (168)
12E ], (l—cosl—1> :
n
Da equagdo (165) obtem-se também:
JES
Ay = 2 2T % (169)
L 12EJ2 (I—COS _jj.)g H
m

Por meio das equacdes, (168) e (169), determinam-se 0s valores de
xij © Ay, que, uma vez conhecidos, permitem o calculo de Xgj €
8y , gracas a (166) e (167).
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A solugdo fica bastante simplificada, em se tabelando os valores de

in
2 4+ cos —
n
imy2 '
(1 — CO0§ ~—)
n
desde i==1 at¢é n-—1, para os valores mais correntes de n. A ta-
bela servird tanto para i como para j, o que reduz sobremodo o tra-

balho de calculo.

Supuzemos implicitamente, acima, que os momentos de inércia fossem
constantes e iguais para todas as vigas de uma mesma familia, podendo
contudo variar de uma familia para a outra.

Quando isto ndo aconteca, lancamos mio do mesmo processo usado
no célculo das grelhas apoiadas em dois bordos, admitindo apenas que as
vigas de bordo sejam indeformaveis. Esta solugio ¢ também bastante
simples.
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V — COLABORACAO DA LAJE

Na maioria dos casos as vigas das grelhas sdo ligadas por uma laje,
como acontece nos tabuleiros de pontes, pisos e coberturas, constituindo
assim um importante elemento de distribuicao de cargas. A determinagao
analitica desta distribuicdo ¢, contudo, bastante delicada, o que leva os
autores ao desprezo da laje no cdlculo das grelhas, sendo a sua colabo-
racdo levada em conta apenas pela participagdo no computo dos momentos
de inércia da viga. Além disso, a sua fungao resumir-se-ia unicamente em
repartir a carga pelas vigas limitrofes.

Mostraremos a seguir que ¢ possivel resolver o problema das grelhas,
quando se deva incluir também o efeito da laje. Para tanto, admitamos
que a laje distribua a carga apenas transversalmente, isto ¢, consideremo-la
dividida em faixas, como se fosse um conjunto continuo de vigas trans-
versais. Trata-se de uma hipotese muito razoavel, uma vez que, COmO Se
sabe, nas lajes com relacdo de lados de 1:1,3, ou inferior, a distribui-
cio de carga se faz quasi que exclusivamente segundo a direcdo do lado
menor.

O método nido difere em esséncia do ja apresentado; apenas passamos
do descontinuo para o continuo, com apoio na solucdo que demos aos pro-
blemas 2, 3, 4 e 7 do capitulo L

1& 1/"";




Com o inttiito de expor tio somente a marcha do_processo a seguir,
abordemos, como exemplo, o caso de grelhas simétricas com trés vigas lon-
gitudinais, ligadas entre si por vigas transversais e por uma laje.

Os demais casos resolvem-se sem dificuldades, mercé do que até aqui
expusemos.

Seja entdo a gretha da fig. 50, sujeita a uma carga distribuida p; .
atuando simultaneamente nas vigas de bordo A e C.

Consideremos uma faixa genérica £ de laje de largura unitaria. As
flechas que ai aparecem, quando da atuagdo da carga, estdo ligadas pela
relagdo:

§a — 85 = 8p (170)

Entre os angulos surge também a relacdo:

9& = &= Dt . (171)

Desenvolvendo a carga p: em série de Fourier, vem:

Pe = S p; sen --"l’é—, (172)
onde
nae ] .

p = %fpe sen 17;5 dé (173) .

Admitamos também para a reagdio q¢ e os momentos de torcdo wg
por unidade de comprimento, desenvolvimentos analogos:

@ = S g sen 'Té— , (174)
1=21
% in§

wg = X Q sen A (175)
i=1

onde g, e Q; sdo ainda desconhecidos.

Entdo, de acordo com a solugio do problema 2 do cap. IIl resulta:

o I* € P irk 1* ®, in

8y = - — &Py — > —_g'—sen—‘g;
##EJ, i=2 ] mt E Jo 1=1 4

- a® « i a? @ i

Bp = — $ gisen TE % oysen 78 ,
3EJ, =1 ] 2EJ, 1= ]

&y = ———2 L ¥ =L sen Lot

. = EJg i=2 i



Levados éstes valores em (170), vem:

I+ p 1 i a’ a’ 21
- . B L g e e (e
Lal PO wJa 31 2Jo = Jy
(176)
Apoiados também na solugdo do problema 7 do capitulo I, vem:
= 2 Q ¢
fg — — = ! —+ i sen ——
1=1 1% 7 GJt\ 1

a2

= —————— ; gy sen Lé— - d4 ; Q; sen
2E Jo =1 1 E Jo i=1
Levados éstes valores em (171), resulta:
12 Q; — a: g — a Q,
272G Jia 2E ], EJ.
Portanto:
a’ (177)
Q — = 3 Y gi *
2a + 2 ] —E— J.
]2 71'2 G JgA
Introduzindo-se &ste valor na expressdo (170) obtem-se:
_ (178)
o o ', p
i 21 _I_-L_¥_|4_+_ﬁ4__b_ 28— - itet. Ja 2
3 ) 412 Eom ]2
IB IB 4a Jo + T~
itgz G Ja

resolvendo entdo o problema.

Exemplo 10. Seja a grelha da fig. 51.

De acordo com as dimensdes dadas na figura, achamos:
Jo = Jo == 003851 m¢, Jg = 0,04612 m*,
Jo,.. = 0,000666 m*/m (laje),
Jo,v == 0,02858 m*/m (viga transversal),

Jor = Jic = 0,01643 m* .
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420 o+t
/WA /_’
25 g% | G
72,0 |
G,0om |
n
P A
20 —t

% ////////////////////I//////I ;

L23e
\| age| |470

Fig. 51

Duas cargas concentradas P atuam no meio das vigas longitudi-
nais A e C.

Pela acdo destas cargas, a laje e a viga transversal central vdo exercer
esforcos sobre as longitudinais, a saber: reagBes e momentos de torcdo
distribuidos ao longo das vigas. Em virtude da simetria, a viga longitu-
dinal central nfo estd sujeita a momentos de torgio.

Apliquemos a férmula (178). Comecemos por determinar todos os ter-
mos do denominador:

2 Ja 23<0,03851

= = 1,67 ,
Js 0,04612
1t 4 3 8
i*w % Ja a — i 97,41 % 10,03851 _
3 Jof | Rk 3 0,000667 20736
= 0,723 i' ,
(2 )4 it % 97,41
12 0,000667 43144 0,000667 _, 0,000667
12/ 42 X a5 <
0,03851 i* X 9,86965 0,03851 0,01643
. it % 0,07516
0,1385 4 21925
12
Portanto:
g == ) Pi
S s o 16
1,6741-40,723 it — —" ><0,07§1025
0,1385 + —2—=

H223

iz
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Entéao:

g1, Lh—r— 0,325 p1 8
g1 = = 0,145 p,
g3, L = =— 0,049 p,

Como se vé, a convergéncia ¢ boa, o que nos permite parar no terceiro
termo.

Por outro lado,

P= 2 sen T
I 2
Portanto:
p. = 0,167P
p: =0
ps = — 0,167P

Isto feito, temos:

irx

Qs = = g, 1 sen ;
i=1 l
d'onde, para £ == 1,2....... 5875 m , vem:
q:, . = 0,0082P,
g:, . = 0,0189P,

q;, . = 0,0325P,
g = 0,0469P,
qs, . = 0,0581 P,
Qs g5, — 0,0623 P .
Vejamos agora os valores de g; para outro valor do momento de

inércia  J,: o momento de inércia da viga transversal por metro linear,
ou seja J,,v = 0,02858 m*/m.

Neste caso, a convergéncia ji nio é tdo boa, e assim calculamos ate
o sétimo termo.

giv = 0,372 p, gsv = 0,103 p;
gy = 0,262 p, g.v = 0,040 p:

Os valores de gov , g v etc, nio interessam, uma vez que P, Pe
e todos os valores pares de p sdo nulos.
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Com isto achamos:

qG,V =

= 48

g, vsen ‘2L = 0,372X0,167P —+

4 0,2683¢0,167 P + 0,103%0,167 P - 0,040,167 P
' — 0,1297 P

A fig. 52 mostra claramente a distribuicdo das reagbes ao longo das
vigas, para um carregamento externo de P =10,0t.
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E uma curva continua até 5,875m do apoio, onde sofre uma descon-
tinuidade de 0,62t/m para 1,30t/m, nasvigas A e C, ede 1,24t/m
para 2,60t/m, naviga B.

Diagrama dos Momentos Flectores
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O degrau que aparece no meio das vigas é motivado pela variagdo
brusca de momento de inércia neste ponto. Ha como que uma concentra-
¢do de carga na altura da viga transversal. A figura da também os valores
das reacfes distribuidas quando no calculo acima se despreza o efeito de
tor¢cdo, usando-se entdo para g a foérmula simplificada (178) para
JtA =0.

E interessante notar que as duas curvas, a de tor¢do incluida e a de
tor¢do excluida, se cruzam na altura dos quartos dos vdos, sendo que as
ordenadas da primeira, na zona central da viga, sdo maiores que as da
segunda, o contrario se dando na zona dos apoios. Contudo, a area da
primeira & superior 4 da segunda, demonstrando claramente que a torgao
é um fator que auxilia a distribuicdo da carga.

Em prosseguimento, cuidamos de determinar os diagramas dos mo-
mentos fletores para os diferentes casos de:

a) participagdo da laje e viga transversal na distribuigdo de carga,
incluido o efeito de torgdo;

b) participagdo da laje e viga transversal na distribuicdo de carga,
excluido o efeito de torgdo; -

¢) participagio apenas da viga transversal, a laje colaborando uni-
camente nos momentos de inércia das vigas;

d) nenhuma participagdo da laje e viga transversal na distribui¢do
de carga, isto ¢, valores obtidos sem efeito de grelha.

Os resultados estdo reunidos na fig. 33.

No exemplo acima, verificamos que os momentos fletores encontrados,
quando se considera a laje apenas no cdmputo dos momentos de inércia das
vigas, sdo bem satisfatorios, ficando bastante préximos dos valores cor-
retos.

Também as fdrgas cortantes foram determinadas para os diferentes ca-
sos mencionados acima. A fig. 54 apresenta os diagramas encontrados.

Dai se conclui que a laje é um poderoso fator de distribuigdo de carga.
Convem, portanto, seja ela considerada. O processo que expusemos & bas-
tante simples, e permite calcular a grelha levando-se em conta todos ele-
mentos, lajes e vigas transversais, incluido ou excluido déste cdlculo o efeito
de torgdo.
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VI — O METODO -DOS MODELOS

1. CONSIDERACOES GERAIS

O método dos modelos na solucdo de problemas estiticos toma dia
a dia maior incremento, Pela interpretacdo fiel do comportamento real das
estruturas, o modelo fornece elementos seguros para a determinagio dos
esforcos que surgem quando da aplicacdo das cargas. Nas estruturas com
elevado grau de indeterminagdo, constitui o tinico método eficiente, uma
vez que o método analitico ¢ demasiadamente trabalhoso e nfo traduz, mes-
mo guando exequivel, o quadro efetivo dos esforcos.

As grelhas tém sido objéto de vdrias pesquizas em modelos, ¢ hoje
o emprégo déste método mecano-estitico ja esta bastante generalizado.

O que se infere das intmeras publicacdes pertinentes ao assunto ¢ a
preocupagdo que os experimentadores tém de fazer concordar o modelo com
0 calculo, e ndo o calculo com o modelo, como seria de se desejar. Por jul-
garem dificil a inclusdc da tor¢do e a colaboragdo da laje na distribuigio
transversal da carga, lancam mao de numerosos expedientes para elaborar
modelos que condigam com as hipdteses restritivas do calculo. Chegam
mesmo a criar dispositivos de ligagdo livre de torgdo, como sejam os de
Grassl [24] e Meier [39].

E bem verdade que, em muitas estruturas, sobretudo nas metdlicas, a
torgdo nas vigas é realmente desprezivel; mas cumpre que o proprio modelo
acuse o fato, e ndo que éle seja obrigado a interpretar um resultado decor-
rente de varias hip6teses simplistas. Nas estruturas de madeira, aquéle
efeito j& ¢ mais sensivel, e nas de concreto armado ¢é de tal monta que o
seu desprezo pode conduzir a resultados bem diferentes do real, como bem
mostra o cdlculo feito por nds e confirmado pelos ensaios.

Em geral se imagina que, nas grelhas largas, a tor¢do tenha influéncia

maior, quando é exatamente o contririo que se da: a simples inspe¢io dos
exemplos calculados por nés mostra o quanto esta assercdo é falsa.

Os resultados obtidos com modelos articulados sdo, portanto, aproxi-
mados, exigindo certa prudéncia na sua utilizagdo; entretanto, é o tipo de
modelo mais corrente, de confec¢do comoda, permitindo determinar, de modo
simples, os esforcos que aparecem pela agdo das cargas.

Sem nos extendermos muito, diremos apenas que, no caso dos modelos
articulados, os momentos de inércia das diferentes barras que o compdem
devem se relacionar como os das vigas correspondentes da estrutura real.
Tem-se, pois, com isto, muita liberdade na escolha das barras, n3o se tor-
nando necessdrio conservar a forma da secgdo das vigas. Sdo usadas, de
preferéncia, barras de ago estiradas, de seccdo circular ou retangular.
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Como o valor absoluto das flechas tem muita importincia na exatiddo -
das medidas, o tamanho e esbelteza das barras devem ser convenientemente
escolhidos. Com barras de ago de alta resisténcia (6000 a 12000 kg/cm?)

h 1 1
[39], de esbelteza KR entre 150 e %6 , se obtém facilmente, dentro

ainda do dominio elastico, flechas suficientemente grandes.

O comprimento do modelo de grelha varia, em geral, de 100 a 200 cm.

As barras transversais sio sobrecolocadas ou suspensas nas longitudinais,
formando uma réde semelhante 4 da estrutura. A ligacdo mais simples das
barras entre si é a do laco com arame de

— ‘A :
; ] 1 a 1,2mm de diametro (fig. 52).
—]

O seu unico inconveniente é ndo asse-
gurar a constancia dos espacamentos entre
as vigas.

Diversos sdo os tipos de ligacdo apre-

/:,-g: 55 sentados, cuja descricdo nos abstemos de
: fazer.

Quando o namero de grelhas for grande, hd conveniéncia em se cons-
truir um quadro 4 maneira da fig. 56, onde seja possivel variar o compri-
mento dos vdos. Nos apoios deve haver dispositivos que impegam o levan-
tamento das barras, e o meio mais simples consiste na aplicacdo de pesos
nas ex.remidades das mesmas.

As medidas de flechas sdo feitas, quer com o nivel quer com defleto-
metros bem sensiveis.

2. METODOS

Os modelos articulados se prestam ao emprégo de qualquer dos métodos
abaixo:

a) Obtengdo das superficies de influéncia e subsequente aplicagdo
das férmulas de Ostenfeld [18];
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b) Obtencdo das superficies de influéncia para as reagdes nos nos
e célculo subsequente das superficies de influéncia para momen-
tos fletores e fdrgas cortantes;

c} Geragdo direta das superficies de influéncia segundo o processo
de Beggs.

No primeiro, basta fazer a medida das flechas em todos os nés para
as diferentes posicdes d'uma carga concentrada P sébre a grelha. As
flechas divididas por P sdo as ordenadas de influéncia. Os valores obti-
dos no modelo M serdo multiplicados por

(e G)w

para a obtencdo dos valores correspondentes na estrutura.

Obtidas estas flechas &;; em i, provocadas pela carga em j,
a determinag¢do dos momentos fletores e forcas cortantes se fard, levan-
do-se aquéles valores nas expressdes:

Ml:! == Mkjo = Mk!\ auj —— Ml:l: 81)5 —_ e b— Mlm Snj »
ij — ijo - Qku Suj — Qk)) Shj T e e = le 8nj

Os valores de My ¢ Q. foram tabelados por Ostenfeld, para os
casos mais correntes; quando ndo sejam tidos a mio, serd necessdrio cal-
culd-los, o que ¢ um trabalho bastante penoso.

O segundo método se baseia no conhecido teorema:

“As ordenadas de influéncia de uma grandeza hiperestitica X, de
um sistema n-—vézes estaticamente indeterminado, sdo proporcionais as
flechas devidas a X==1, que aparecem no sistema (n— 1) — vézes
estaticamente indeterminado, resultante da supressdo de X.”

Entdo, quando se quizer as ordenadas de influéncia de uma determi-
nada reacdo de no, por exemplo né a, liberta-se &ste n6 e imprime-se
ai um deslocamento arbitrario 8. (fig. 57), e a seguir medem-se as fle-
chas 3§, nos demais nds. As ordenadas de influéncia serdo dadas pela
relacao:

Sra
X;L[‘ =2 -]
s
W' T e I —
f "l -'ii":j /y /
e _':'_: T |..|x\-!4._?ﬂ!,7":'- |'I'i'|||“|l|-"'I"|Ia'|{:'l‘"'_-'7"'1""——

! ra
1l :

F/"f:57
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De posse das superficies de influéncia das reagdes nos nés, as super-
ficies de influéncia para momentos fletores e para forcas cortantes sdo
determinadas sem dificuldade.

A exatidio das medidas pode ser controlada com o teorema de
Maxwell.

O terceiro método consiste, por sua vez, na determinacio direta da
superficie de influéncia para momentos fletores e forcas cortantes n'uma
determinada seccdo x. No caso dos momentos fletores, introduz-se no mo-
delo uma barra provida de articulagdo, e imprime-se ai uma rotagdo ¢;
as ordenadas de influéncia nos diferentes pontos resultam da relagdo das
flechas nestes mesmos pontos pelo 4ngulo ¢. No caso da forca cortante,
faz-se um corte na seccio em aprego, e imprime-se entre as duas faces
assim reparadas um deslocamento reciproco arbitrario §&; medem-se as
flechas nos diversos n6s e a divisdo destas por & da as ordenadas de
influéncia.

3. ENSAIOS

Com o inttito de confrontar os resultados analiticos, obtidos pelo nosso
método, com os obtidos experimentalmente, apresentamos, a seguir, os ele-
mentos colhidos em diversos ensaios, alguns feitos por nbs, e outros reali-
zados em Institutos de Pesquizas estrangeiros. Trata-se de ensaios em mo-
delos de ago, madeira e concreto armado.

a) Modelos de ago

Utilizamo-nos dos ensaios feitos na Escola Técnica Superior de Stutt-
gart, pelo Eng.c Kaufmann, sob a orientacio do Prof. O. Graf [26]. Foi
elaborada uma série de modelos, com as barras ligadas entre si por lacos
de arame fino. Este laco foi apertado apenas o suficiente para evitar a
separagdo entre as barras, criando-se, assim, modelos articulados. Aplica-
das as cargas, as flechas nos diferentes nés foram lidas com um nivel
Zeiss 11, em escalas a cavaleiro.

No quadro abaixo confrontamos, lado a lado, os valores de flechas
lidos e os obtidos com o nosso método. A concordancia é excelente. No-
ta-se também que o experimentador procurou obter modelos cujas caracte-
risticas se enquadrassem em exemplos ja tabelados por Ostenfeld, para evi-
tar o calculo que ¢é bastante laborioso. S¢ isto ja basta para que ndo se
recomende o método de Ostenfeld.

Muitas vézes os modelos ndo puderam se cingir aos valores tabelados,
resultando com isto diferencas maiores entre os valores lidos e os calcula-
dos. O experimentador atribui esta divergéncia tdo somente & imperfeicdo
dos modelos e imprecisdo de leituras. Nés, por outro lado, ja achamos
diferencas bem menores, porque introduzimos nos calculos os elementos
préprios dos modelos, sem qualquer aproximagdo. E assim fizemos sem a
menor dificuldade, calculando em poucas horas todas as grelhas ensaiadas
constantes do quadro.

— 119 —



: 40

720 e

F/g‘ 58

mocelo @

&, -

b

W

s43

A
%
Fig. 61

£, :86

2

mooero

[ —

— 120 —

F/(';r: J3s

gy = foo

K

)
moaelo b
A =40
G eq
Fig 60

-‘80

g
4

modet

|



00L0°0 —

Sk0g‘0 80€0

€900 — 216E0 160 892€0 gzeo A4
6GL0°0— | 0900 — .Namd 0GE‘0 Sr0E0 womﬁm 89Z€°0 Gze'0 } ﬂ@oﬂl mt%o.ol d _Emmho.._l .@mm.ol | ) mﬁﬁ% 7 $20°0 — __ 199000 —
00¥1°0 €71°0 . .med 982°0 690 MO AT 81L7°0 LI¥0 A 69210 | L210 q vinol 0 7160 | q 17,00 8L00 | | Ze100
Se.oi- 0S1°0 - .IEwNw- G8z'0 v69%°0 ..@.@ﬂmo 8ILYV'0 G9%‘0 9 .&Nm.ml 8280 e 988¢'[ LBE'1 | & me.o 7 @:xol _ 14 %._HwWoH
618€0 zLE'O zI6e'0 06€0 Gv0€'0 800 892¢'0 9z¢'0 D e wo B Wl B W _
06050 G6¥0 | z16E0 06€0 Gr0g0 ; 900 8920 9z€'0 p N 312006 = d B €68C1 — m. wod wv__ﬁoam = d wod | 3
@Noﬁo.wl 680°0 — il 19150 6150 GOEY0 1£5'0 €29r°0 8LY0 3 1921°0 | LZ1'0 5 €€160 ¥16°0 _ d €VLO0 GLO'0 _ €€100
65020 g0zZ‘0 L90V‘0 01%0 LETI0 2ec9l 9r1L0 1120 q : Nlmm@.o LEYO q 1L190 DE.O| 1 q 09€€0 79€°0 "f 06820
Nhoqo. 1660 1916°0 ¥16°0 GOEY0 1€7'0 mm@v._o GLY0 3 1921°0 8210 13 €€160 ¥16°0 s €vL0'0 8L0°0 i €€10°0
wo wo uo wo wo uo u wo w3 Cwy wo wo i wo
SEPENIR) | Sepipaw soju0d |sepeino[e)| Sepipsw Sepejin[e) | SepPIpsW solU0d |[Sepe[no[e))| SEPIPIW SoJu0d _mmvﬂsu_mu Sepipaw _ Sojuod |sepejmie)| sepipaly | sojuod |[[sepe[nojed! sepipow | sojuod |[sepe[noiel
p -M_o 2 9 B wd Y |-\u Im.u 9 uwd /g q wd i g wd q wa q wd - 3 A
3 00001 = d 31 00071 83 0001 = d M o¥6‘'s1 = d 31 2006 = d | 3y €681 = d 3 9v0°¢ = d 3
Wwd 1010 = WO 0010 = WD 88700 = °f 6200 = [ 69%00°0 = ;
JUd 6700 = SUD 88HO0 — JWd 88%0°0 = [ 88700 — [ 88%0'0 =
JW2/3% 000801 = /3 000L21C = JW3/39 000821 = d /3% 0000€1T == 3 /34 000¥F1T = 2WI/
€9 3y €9 '3y z9 3y 19 '3y 09 "3y
Y p & e °

OTINITYD OT3Ad d OIVSNA OTdd SVAILIO SVHOITA SVA STRIOTVA



|
|
_ sepipowt g 2p BIPPW (x)
_ _ _
’ Z10¥'0 00%‘0 V/s
MO A Ge8e0 | 18€0 n/i sepipaut ¥ 3p ¥ (4)
i i “ __ = rk
€0 } Ge90‘0 — | ¥90°0 — d zLGT'0—  9sT0— | d . 0LE0°0 | ¥20'0 — “ > _%oohol_ €000 — ) G080 08€0 d/o ¥S8H0 | 18%°0 q
| — | | =
P0 2 69210 LZ1°0 q 7¥140 vigo | 4 | 17L0°0 7 gL0'0 | a4 | 2€I0o 8100 q ¥£9€‘0 G9g'0 b/u Y260 G6+0 3
I ; - : o = i : ——
] = _ 1 < [4 7 { ‘ _
0 3 zLZs0 8780 e 988¢ | 181 | ® | ELLYO i 6L¥°0 e | 980€0 60€°0 e G61E0 81€0 /4 ¥Z6¥0 ¥6%0 }
— —— = — _.|I| e _. y| = — . _
€0 » e we B e | R __ B W Z80£0 60€'0 Wt ¥G8%'0 1870 e}
R | _ — =
€0 p 842006 = d wod M £68C1 = d wod __ 34 9v0‘G = d wod __ 31890'c ==d wod 9822'0 1220 8/3 | <8650 8€G'0 p
T T - [ 1 i N ) ~
%0 5 1921°0 LZ10 2 €€140 7160 | 2 | evLo'o GL00 o 7_ €€100 7100 d | 1£220 0220 Yy/a 17650 8860 3
11'0 q __ 78€9°0 LEY0 q | 1L190 9190 q 7 09€€°0 ¥9€°0 q | 06820 8820 q | 6811°0 1210 2/q 17660 8860 q
= | h - h a ” I e | |
Lr0 e i_ 19210 8210 | e £€140 ¥16°0 e £7L0'0 8L00 3 €100 cro0 |, ® | oLl 6110 p/e | G8ES0 8€£G°0 ®
| . _ -
o wd wy | wa wd wo wo wo wo o (Hwd wo (Hwd
MPIW sojuod _mmUm_:u_mU wm_u_ﬁmz 7 mo#:O& _meN_E_mU w_w—u:uuz sojuod mm—um—zu:wo wmﬁ:uoz _ mowcon_ mmUﬁ:uMNU_ SepIpaWw sojuod wmtm_:ommU SEPIPaW scjuod mmﬁm_:o_—m“u_ mmﬁ_UoE mowco& SEeYI9ld
| b & | leh g -
1 we q wo _ q wo qQ we q wd d a2 ,0d‘ > 9 q uwd
) = 3y 2006 = d _ 31 e68C1 = d 3% 950's — d 31 g90'c — d I wo 84 ¢40T = d 3 g0’ — d sedie)
| |
| , - | Ju Gz10°0 = °f sed[}
_ sep
7 sud 88v0'0 — °f 6¥20°0 = °f 69%00°0 = °f yud 697000 — °f JUD L2600°0 = °[ __ SWO 16200 — °f o[naged
i Jwd 88%0'0 — [ 8870'0 — [ 88700 — 'f i Jud 88Y0'0 — f i sWd L8Y0°'0 = f L0 88¥0°0 — ' Ew d
I /34 000821c = d :0/31 0000€1C = d /84 000vblz — § | Jwd/By oooLele = d | Two/3y o00gliz — d 2wd/83 000801 = d SaI01EA
. |l —
|
] : . ¥ eAold
z9 '3y 19 "3y 09 31 09 "3y j 6G 31y gG 813 op odio))
: _
85 _ £ 20} 1y T q v O.mw_mﬁw_mwa
| |
o1NI1vo

OT3d 3 OIVSNA OT3ad SVAILIOSVHITTd SVA STHOTVA




/s Q

‘: ; R ; o i
5 E : 3‘
: I , : C oy
‘. ; : e 16 le 1} ls
;, 2 £ —i.— + 4: 100 i i \::"
| : ; b
5 : ! :
i Y, : ! £ c g
: : A=go |
:| ! | & g0
1r t/! [+ ‘= '—_,IL' g
o 398, F{g‘. 63

le (' 79 ﬂl/
modeo ¢,

Fig’.‘ 62

b) Modelos de madeira

Os resultados conseguidos com modelos de madeira ji ndo sdo tdc
satisfatorios, o que ¢é bastante compreensivel: trata-se de material mais
heterogéneo, com médulo de elasticidade variavel de barra para barra, dei-
xando sempre certa deformacdo residual ao ser descarregado. Ao apresen-
tar os resultados dos ensaios em confronto com os obtidos do calculo ana-
litico, visamos tdo somente demonstrar que a madeira ndo serve como ma-
terial para modelos, a nfo ser que se queira apenas uma ordem de gran-
deza dos esforgos provenientes da distribuicdo transversal de carga.

A fig. 64 contém os quinhdes da carga P, distribuidos pelas quatro
vigas de uma grelha ensaiada por Gaber no Instituto de Pesquizas da Es-
cola Técnica Superior de Karlsruhe [38]. Trata-se de um modelo de faia
com os seguintes valores do modulo de elasticidade: E = 148000 kg/cm®
e G=8000kg/cm?*. .

Compunha-se de quatro vigas longitudinais, ligadas ao meio por uma
transversal, de dimensdes constantes da figura.

As duas vigas transversais nos apoios foram vasadas de modo a apre-
sentar pequena resisténcia A torg¢do e grande resisténcia a flexao, como se
vé na fig. 65. A carga atuava na altura da viga transversal.

Conclui-se do quadro dos valores apresentados na figura que a torgao
auxilia sensivelmente a distribui¢do da carga.

No Laboratério de Estitica Experimental da Escola Politécnica de
Siao Paulo, procedemos ao ensaio de uma miniatura de grelha, feita com
pau marfim (fig. 65).
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Trata-se de uma grelha com quatro vigas longitudinais e trés trans-
versais, com as dimensdes constantes da figura.

O modulo de elasticidade longitudinal encontrado para a madeira da
miniatura foi 162000 kg/cm*. O carregamento consistiu em cargas con-
centradas por nos, e as leituras das flechas foram feitas por defletémetros
Zeiss com precisdo de 1/100 mm, colocados num estrado sob a grelha
(fig. 65a).

Conclui-se dos dados fornecidos que a discrepdncia maior entre o
calculo e o ensaio se dd nos pontos mais distantes do ponto de aplicacdo
da carga. ‘

Nao pudemos ensaiar o modelo rigido por ndo dispormos de elementos
para a determina¢do do moédulo de elasticidade transversal G, indispen-
sdvel a interpretacdo analitica dos resultados.

Fig. 63n — Detalhe do ensaio da grelha de madeira, realizade no Laboratorie
de Bistitica Lxperimental da Escola Politécnica de S, Paulo.

c) Modelos de concreto

Na Escola Técnica Superior de Karlsruhe foram executados e ensaia-
dos modelos de concreto armado com quatro, trés e duas vigas longitudinais,
respectivamente, e com uma viga transversal apenas. O ensaio acusou os
seguintes valores para os médulos de elasticidade:

E
G

|

290000 kg/cm?
115000 kg/cm?

]
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As dimensdes das vigas longitudinais e transversal sdo dadas na fig. 66.

Duas vigas transversais metdlicas de extremidade constituiram os apoios
das vigas longitudinais (fig. 67). Elas tém a vantagem de apresentar pe-
quena resisténcia a tor¢do, criando condigbes de apoio que permitem a

execucdo do célculo. i
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Fig.66

Nas figuras 68, 69 e 70 estdo reunidos, nos diferentes quadros, os
valores dos quinhdes de carga relativos a cada viga longitudinal, quando
da solicitagdo das grelhas por carga concentrada na altura da viga trans-
versal media.

A concorddncia entre o cnsaio e o calculo feito por nés ¢ otima.
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Fig. 67

“EMIN
Y
DA\

cs534

o730\ - F / g‘- 68
P=lem] — Quinhdes de carga
Ponlos Z =2 3 4
Ensaio | 0,541 | 6,328 0,740 |-0,009
Calculo
c/torgan| @ 534 | 0,337 0,136 |-g 002
Calculo

s/ torgao | 0,720 | 0,379 | 0,081 |-0,180
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7 galc, 5/ dorgao

F/y. 69

P=leml  Quinkdes de carga
Porntos b4 2 3
Ensaio | 0,562 | 0,328 | 0,110
Calculo p ii
o/ torein| 0559 | @327 | 9115 |
Calculo

| s/ toreao| © 837 a, 326 "0,163

/]
/
// /c‘a'k. S/ forgad

F. /;gz 70

- Palemi~Quirkoes db carga

Ponteos z 2
Ensaio | 0,628 | 0,372 |
Caiculo

c/torgdol 0,615 | 0,385
Calculo

s/torgan| 1,000 | 0,000




Os trés modelos de grelhas ensaiados tinham as mesmas dimensdes de
vigas e mesmo espacamento entre elas. Tanto o ensaio quanto 0 nosso
calculo atestam que, com o aumento da largura da grelha, diminui o efeito
de torgdo, em flagrante contradi¢do com o que afirmam outros autores.

Da nossa parte, fizemos também algumas miniaturas de grelhas de con-
creto armado e solicitamos o seu ensaio ao Instituto de Pesquizas Tecno-
logicas de Sdo Paulo.

Alguns resultados foram bastante satisfatérios; outros j4 ndo o foram,
em virtude das precdrias condi¢es de apoio, criadas pela prépria imperfei-
¢do dos modelos.

A fig. 71 representa a miniatura n.° 4 do certificado oficial n.c 91309
daquéle Instituto, constituida por trés vigas longitudinais, fixadas, nas suas
extremidades a duas vigas de ago, e uma viga transversal no centro do véo.
O quadro apresentado na fig. 72 reune os resultados do ensaio, em con-
fronto com os obtidos pelo nosso método de calculo. Como se vé, a con-

2 .

cordancia é muito boa.

O mesmo se pode dizer da miniatura n° 6, em que os resultados dos
ensaios constam do mesmo certificado do I.P.T. Trata-se de grelha com
duas vigas longitudinais ligadas ao meio por uma transversal de dimensdes
¢ espacamento entre vigas idénticos aos da miniatura n.© 4. Na figura 73,
reunimos os resultados dos ensaios com os do cdlculo.
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Fign 73

Os valores dos ensaios, apresentados acima, sdo meédia de cinco valo-
res obtidos com diversas cargas.

Foram ensaiadas também miniaturas de grelha com laje de 3 cm de
espessura, para comparar com as correspondentes sem laje. A interpreta-
¢do analitica dos resultados ndo foi, entretanto, possivel, uma vez que o
nimero de corpos de prova cilindricos ndo féra suficiente para obter o
valor do mddulo de elasticidade do concreto das grelhas, a ser adotado no
calculo. Contudo é interessante fornecer os valores das flechas colhidos
nos dois casos, a saber: com laje e sem laje. A figura 74 apresenta os
dois graficos de flechas relativos 4 miniatura n.° 3, provida de laje, e &
miniatura n.° 4, sem a laje, para uma carga concentrada P =150kg,
respectivamente, em 1, 2 e 3.

Verifica-se, assim, a grande influéncia da laje na distribuicdo da carga.
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Fig. 75 — Detalbe do ensaio de grelha de concreto armado, reulizado no 1.P.T.
Certificado Oficial n.* 91309.
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VII — O METODO FOTOELASTICO

a) Observagdes fundamentais

A fotoelasticidade constitui modernamente um método experimental de
grande importdncia na determinacdo das tensGes no interior de um corpo,
quando submetido a esforos externos. Mediante a observacdo da aniso-
tropia 6tica que aparece em certos materiais transparentes pela aplicagdo
de cargas, ela permite interpretar o estado de tensdes correspondente. Seu
campo de agdo, a principio limitado aos problemas elasticos planos, se ex-
tende também hoje aos problemas de trés dimensdes.

Nas grelhas, a fotoelasticidade j& tem sido empregada e com bastante
éxito. Muito embora apareca uma pequena torgdo, constatou-se que nas
barras hd um estado de tensdo quasi plano, quando se lida com pequenas

deformagdes. Isto possibilita o estudo fotoeldstico de um modelo transpa-
rente de grelha.

%

é___ poloricgdor Z c|lnalzodor

.
7

Lspell:o L espelho

v/iga observocda
F/y: 76
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Surgem, no entanto, sérias dificuldades quanto a observagdo de cada
viga em separado. Um expediente de que se poderia lancar mdo, seria a
utilizagdo de dois espelhos a 45°, como indica a fig. 76.

Este artificio nio s6 tem uma desvantagem pela sua dificil montagem,
como também outra, de ordem 6tica, pois ha uma polarizacdo parcial pelas
duas reflexdes, o que torna o método muito impreciso.

Por sugestdo do Prof. Foppl, diretor do Laboratério de Fotoelasticidade
da Escola Técnica Superior de Munich, Torroja e Villena [35], conseguiram
realizar o ensaio, substituindo a grelha corrente, onde todas as vigas estdo
situadas no mesmo plano, por outra, na qual um sistema de vigas se dis-
pde de férma escalonada e horizontal, enquanto o outro fica inclinado em
relacdo ao primeiro (fig. 77). Bste arti-
ficio se baseia no fato, posteriormente
constatado, de que a distribui¢do dos mo-
mentos fletores ndo fica alterada com es-
ta substituicdo. Deve-se, contudo, fazer
com que o dngulo entre os dois sistemas
de vigas seja o menor possivel.

No modelo, as vigas terdo sempre
sec¢do retangular,”de momento de inércia
proporcional ao da estrutura real. A es-
cala linear j de reducio pode ser arbi-
traria; se houver materiais diferentes,
cumpre que a relacdio ES/E’S’ entre as
vigas seja a mesma no modelo e na es-
trutura.

diragdo ok,

cbsRryrogoa

A escala de redugio das foércas k
¢ também arbitraria, mas de fé6rma a pro-
duzir flechas pequenas no modelo.

Sendo o, a tensdo obtida no mo-

re
- P -
- -~ -
- 2 -
- - al
- -
- - -
- - -
- - e
- - .
o - >
. . -

delo, a tensdo real que aparece na estru- Fig.77
tura serd entdo:
k
o = B

A disposicdo escalonada das vigas obriga a confecgdo de dois mode-
los: um para observagdo das vigas longitudinais, e outro das transversais.

Quanto & natureza das liga¢Oes entre longarinas e transversinas, os
modelos podem ser também de dois tipos: o rigido e o articulado. O -mo-
delo rigido tem a vantagem de traduzir as condi¢es reais, pois na maior
parte das vézes a ligaclo das vigas na estrutura é de fato rigida; contudo,
aparece sempre alguma incerteza nos resultados, desde que possam surgir,
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pela inclinagdo de um sistema de vigas, rotagbes por torgdo que perturbam
o estudo fotoelastico.

O modeio articulado, se bem esteja isento da tor¢do, terd a sua inter-
pretagio um tanto sacrificada, quando a ligagdo entre as vigas for defei-
tuosa. Torroja e Villena, apds intimeros ensaios, inclinaram-se para o tipo
de ligacdo da fig. 78, que consiste em um pequeno ponteiro de ago engas-

/ arome de ogo

e

pont‘e rro de oo P

grreccoe e
oo em observagco oésenryogdo

F/&f.’ S

tado na viga ndo observada, apoiando-se numa concavidade semi-esférica,
de 2mm de didmetro, feita na viga observada; um arame atravessa duas
ranhuras nas vigas ndo observadas, e, por uma pequena pressdo, efetua a
ligagdo, sem produzir, contudo, efeitos fotoelasticos.

Bles procederam ao exame das vigas longitudinais, apoiando-as em
suportes laterais escalonados, como indica a fig. 79.

Quanto As cargas a serem aplicadas, sdo usados de preferéncia pesos,
pois garantem a constincia das cargas previstas.

Para as vigas transversais, adotaram a disposigdo da fig. 80. Os apoios
das vigas longitudinais, inclinadas no caso, consistiam em chapas de Ple-
xiglas, talhadas de modo a permitir um apoio perfeito.

— 135 —



| i
A SIS I

Swiga observoaa

aQwregado de

ovservagoo

F/;?‘, 79

Vigas em observagao

N o T

Direcdo de o
e

: Aodio e /o!ﬂz:z}/a.f

—— 4pdio e /ole.z.:yias

Fig 80

— 136 —



b) Determinagio dos momentos fletores

Admitidas as hipéteses de Bernoulli e de Navier, a tensdo numa fibra
4 distdncia y da linha neutra, de uma sec¢do sujeita a um momento
fletor M, & dada por:
M

J

o ==

===y

Sendo y’ a ordenada da fibra extrema, resulta entio:

M—_3° ,

']

y
onde o ¢ a tensdo no bordo, tangente a superficie. Salvo na zona dos
apoios e nas regides de aplicagdo das cargas, ao longo de uma fibra extre-
ma, uma das tensdes principais € nula, e a outra vale entdo o dobro da
tensdo maxima de cizalhamento que ai aparece.

7 = 2 raw

A fotoelasticidade, pelo feixe de isocromaticas, determina imediata-
mente o valor da tensio maxima de cizalhamento na fibra extrema, pela
simples multiplicagdo da ordem de franja pela sua constante.

Quando se trata de flex3o pura, a tensdo méaxima de cizalhamento se
anula na linha neutra e se distribui linearmente ao longo da altura. Para
se obter com melhor precisio a ordem de franja da fibra extrema, ¢ acon-
selhdvel proceder como segue:

Mede-se a distdncia entre duas isocromdticas de mesma ordem (fig.
81), situadas de um lado e do outro da linha neutra, tomando-se n o maior
possivel, e calcula-se a ordem de franja das fibras extremas pela expressdo:

e

Q

A

e |N

Fig 81
Isto evita a influéncia perturbadora das tensdes residuais de bordo.
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Se houver também fdrga cortante Q, além do momento fletor M,
a linha média j4 ndo é rigorosamente a isocromética de ordem zero, uma
vez que a tensio mdxima de cizalhamento ai ndo é nula, mas sim

SO

2 eh
¢ parabdlica nas visinhancas da linha

Tmax ——

¢ a sua distribuicdo ao longo de h

neutra (fig. 82).
Nao podemos, portanto, usar o método anterior. Como na maioria das

grelhas, o comprimento da viga é muito maior que sua altura, a variagio
da tensdo de cizalhamento pode ser considerada linear em toda a altura,

(4
Fig 82
salvo numa pequena zona préxima da linha neutra, uma vez que as for¢as

cortantes sdo pequenas em face dos momentos fletores (fig. 82). O seu
desprezo tem pequena influéncia nos resultados.

_74_.
q
2 Q
2 ye)
P e
e
7 e
z
E; e’ |67
L e
7L

F/g: 83

— 138 —



Pode-se, contudo, contornar a dificuldade, se se medirem de um lado
e de outro da linha neutra as distancias a e a’ entre as isocromaticas
de ordem 1 ¢ os bordos, as distancias b e b’ entre estas mesmas

isocromaticas e a de ordem n qualquer (fig. 83).
A ordem de franja das fibras extremas sera dada, entdo, por:

+

T gl i—-(n—J)

_ &
b

_]

Achada esta ordem de franja, basta multiplici-la pela constante de
franja C para se obter a tensio de cizalhamento.

O momente fletor na secgdo serd, portanto:

2JCH_

Y

Os processos que mencionamos nio valem para secgbes muito proxi-
mas dos apoios, como também ndo se aplicam aquelas sujeitas a pequenos
momentos fletores; ai as tensbes de cizalhamento maximas nao atingem,
em nenhum ponto da sec¢do, o valor da constante de franja C, e entdo
s6 aparecem nelas isocromaticas de ordem zero. :

Torroja e Villena ensaiaram modelos feitos com chapas-de 1cm de
espessura de uma resina artificial (Decorit), perfeitamente transparente e
incolor. Para obter maior rigidez, bem como constante fotoelastica mais
elevada, recoseram o material fotoeldstico durante sete horas a 110°C, em
cimaras de pressdo com 2 atm, procedendo lentamente ao resfriamento por
espaco de 8 horas, a fim de evitar 0 aparecimento de tensbes internas.

O método fotoelastico permite a determina¢do bastante precisa dos es-
forcos na grelha, com a vantagem de computar a colaboragdo da torgao.

Nio pudemos apresentar ensaio fotoeldstico feito por nos, porque nao
dispomos até o momento de elementos para a eliminacdo de tensbes para-
sitas que perturbam por completo a interpretagdo dos resultados.

M =
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