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FUNCAO DERIVAVEL NAO WOHOTOHA EH RERHUH INTERVALO DA RETA

R1CARDO UEDA KARPISCHEK
ORIENTADORAS: VERA HELENA G. DE SOUZA

IRACEMA MARTIN BUND

Este e um resumo informal do artigo '"Everywhere dif-
ferentiable, nowhere monotone, function" de Y. Katznelson e K.
Stromberg [1], que apresenta demonstragoes simples para as afirma-
coes aqui feitas.

Mostraremos que existe uma fungao H: R - R derivavel
que, para todo intervalo I <€ R, nao 6 monotona em I, o que equiva-
le, com a hipotese de H ser derivavel, a existirem a, b ¢ I tais
que H'(a) > O e H'(b) < O.

Admitamos por um instante O seguinte

TEOREMA: Sejam {aj., 1 =1,2,...1, (B4, 4 ' 1;2%0s0) S0D=
conjuntos enumeraveis e disjuntos de R. Entao existe F: R — R deri

vavel tal que F'(a)) =1e€ F'(sy) <1 qualquer que seja 1 ¢ N.

Uma conseqliencia imediata e a seguinte. Tomemos
{ag; 1 =1,2...1, (845 1 = 1,2,e0s1 < R enumeraveis, disjuntos e
densos em R. Sejam F,G: R — R derivaveis tais que F'(ay) = 1,
F'(s,) <1, G'(ay) < 1, G'(s,) = 1 para todo i. Seja H = F-G. Clara
mente H e derivavel. Alem disso, para todo i1 tem-se H'(°1) % 0 e
H'(el) < 0, Seja I « Rum {ntervalo. Entao existem J,k ¢ N tais que

a, ¢l e s « I, logo H ndo e monotona em I.
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- ~ a.
Daremos agora indicagoes da demonstragao do teorema acim

a
Podemos construir f; R — R que admita primitiva e que satisfag

flay) =1 e £(8;) < 1 para todo 1,do seguinte modo.

Paran = 1,2,3,

.+. ponha
: > 0 e
= s v A
£.(x) 1f1cn.1 0(xn'1(x a;))  onde °h,1* *n,1
B(x) = (14]x])71/2,
x
Coloquemos ainda Fn(x) = I rn(t)dt.
>0 - f, en-
Pode-se provar que se a serie L fn converge para 1,
- n=1
tao I F converge para F, com F derivavel e F' = f.
n=1

preee
n ¢onvirja para f, com f(a,)=1e f(s,)<1 ¥ 1, teremos

Consequentemente, se formos capazes de exibir fl.f

-
tais que $1 £t
n=1

provado o teorema. Isso pode ser feito por um processo indutivo que,

para cada N, nos garanta

N

I fag) o - Yn, 1<gen; (11)

(1) fn(x) < 1 = 1/n+1- xc R

N
I
=1

n

(111) rN(aJ) < (Yran2V), 1<J<N.

segue-Se€

Admitindo que (f )satisfaga (1), (11), (iii),
N

que L fn converge (0 < g fn(x) <1 V¥ N, V x) para uma f que ad
nz1

n=1
mite primitiva F com

]
F(x) = I f (t)dt).
n=1 )0 "

Alem disso, para todo 1, valem as relagoes



N
F'(oi) = f(ol) = lim I fn(oi) = 1
N n=1

N-1 w
' = -
F'(s;) = f(ey) = 1 f.(8) + I £.084)
n=1 m=N
<1 - 1/N + I L o< 1-1/N—1/2N=1-1/2N<1,
n=N 2N2
onde N € escolhido maior do que 1. D
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