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ANEIS DE GREEN DE REPRESENTAGOES INTEIRAS

Alfredo Jones

1. Representacoes

Uma representacao de um grupo finito G e um homomorfismo,
T:G > m (R), de G em um grupo de matrizes » por n sobre um
anel R, ou o que & o mesmo, um modulo M sobre o anel de grupo

RG, livre sobre R, M = R".

As representacoes classicas sao aquelas em que R = €, 0

corpo dos numeros complexos.

As representacoes modulares sao aquelas em que R = k, um
corpo de caracteristica p # 0 que divide a ordem do grupo G.
Suporemos sempre que k & suficientemente grande, por exemplo k

algebricamente fechado.

Nas representacoes inteiras R & o anel dos inteiros de um
corpo de nimeros algébricos. Por exemplo R =7 . Tambem R pode
Ser um localizado de um anel de inteiros algebricos. Por exemplo
R pode ser o anel dos inteiros p-adicos. Tambem aqui 5o e
1'nteressante o caso em que p divide a ordem do grupo.

Exemplos de representagSes inteiras se obtem considerando
Um corpo de numeros algébricos K, normal sobre @ e tomando
G = g9al(k,9). Entao G opera sobre o anel R dos inteiros algebricos
de K. Escolhendo uma base de R sobre 7 se tem uma representagao

do : . y o4 ,
grupo de Galois, 7:G ~ Mn( Z), onde n = dim,R.

]

Duas representacoes classicas sao equivalentes se e so se
S@Us caracteres coincidem, onde o carater da representagao 7 e
@ fungdo x:0¢ > ¢ definida por x(a) = Tr 7T(a) para todo a€G.

Para as representacoes modulares os caracteres que
i g
Nteressam sio os caracteres de Brauer. O carater de Brauer de
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uma representacao modular 7: G M (k) e uma funcao ¢ definida ‘
nos elementos a € G cuja ordem m nao e divisivel pela carac-
teristica p de k, e com valores complexos. Se a = 1 entao
r(a)" = I, e o trago de T(a) & soma de raizes da unidade de &
de ordem primo com p. Estas raizes podem entdo levantar-se a
raizes da unidade da mesma ordem em C, e assim tr T(a) € K

levanta-se a ¢ (a) € .

Mas duas representagoes modulares com o mesmo carater de
Brauer podem nao ser equivalentes, de fato os caracteres de
Brauer coincidem se e so se as representacoes tem os mesmos
fatores de composicao.

Para as representagoes inteiras os caracteres nao sao udteis-
0s aneis de Green das representagoes inteiras em certa forma
tomam o Tugar dos caracteres.

2. Anéis de Green

Definiremos o anel de Green das representacoes de G sobre
R supondo inicialmente que pode ser ou & - ¢, ou R =k, corpo
de caracteristica p# 0, ou R o anel dos inteiros p-adicos,
onde p divide a ordem de . Na definigao indicaremos com [i]
a classe de isomorfismo do modulo .

0 anel de Green de RG & 0 quociente do grupo abeliano
Tivre gerado pelos elementos 1], pelo subgrupo gerado por todos
os elementos da forma [M] - [z] - (W], onde M = N@® L. 0 produto
e definido por [M][n] = ®n]. (¢ opera sobre M® N na forma
a(m @ n) = am @ an). o B

Este € um anel comutativo com identidade R, que denotaremos
a(RG).

Como nos tres casos considerados vale a unicidade da
decomposicao em indecomponiveis, as classes de isomorfismo dos
modulos indecomponiveis formam uma base de a(KG) sobre Z.
Pode-se obter uma algebra sobre ¢ estendendo o anel de
coeficientes e considerando A(RG) = ¢ ® a(RG),

Z
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0 anel de Grothendieck, G, (RG), das representagoes de
G sobre R & o quociente de a(RG) pelo ideal gerado pelos
elementos da forma [M]~[Z]-[¥] para cada sequéencia exata
0L +>M>N>0. Considera-se também a algebra de Grothendieck
1(R0) - €@, ().

Consideremos primeiro o caso das representagoes classicas.
Para cada a € ¢ define-se um carater da algebra 4(¢G), isto
€ um homomorfismo de algebras, y_ :A(eG) > ¢, tomando
Wy ([M]) = Xyla), onde X € o carater da representagao de G
determinada por M. Esses s sao caracteres que separam

elementos diferentes, pois se M # M' entao X # XM" de modo

Que existe a € ¢ tal que [M] Xy (a) # Xyt [M 7).
Isto implica que 4(¢G) nao tem elementos n11potentes (e

Semisimp1es), pois se [M|-[M'] # 0 em A(¢G), entdo existe
Vo tal que y_([M]-[¥']) # 0. Ao mesmo tempo mostra-se assim

que  A(eq) é 1somorfa com a algebra dos caracteres de G. De
modo que para as representacoes classicas o anel de Green coincide

com o anel dos caracteres de .

Consideremos agora o anel de Grothendieck no caso modular.
Pela definicao de Go(kG) a imagem em G,(kG) de um kG-modulo
esta determinada pelos fatores de composicao de M. Daqui resulta
que dois kG-modulos tem a mesma imagem em G (kG) se e sO se
Coincidem os caracteres de Brauer correspondentes. Assim, como
N0 caso da algebra A(¢G), os caracteres de Brauer de ¢
determinam caracteres da algebra A*(kG) = ¢ ® Go(kG), que
Separam elementos diferentes. Com isto mostra-se que A*(kG) &
Semisimples para todo grupo finito G. E assim tambem prova-se
que a algebra 4*(kG) & isomorfa com a algebra dos caracteres
de Brayer de G. Logo nao temos nada novo ao estudar G (kG).

Sobram entao os anéis de Green das representacoes
Modulares e os anéis de Green e de Grothendieck das representacoes
inteiras . 0s primeiros trabalhos sobre os aneis de Green das
"epresentagGes inteiras e modulares foram dedicados ao problema
de semisimplicidade. Mas A(RG) quase nunca e semisimples.
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No trabalho em que introduziu estes anéis ([5]), Green provou que
se C & um grupo ciclico, A(kC) € semisimples. Depois mostrou-se
que se p e impar A (kG) e semisimples se e s6 se o p-Sylow

de G @& ciclico. Para p = 2, A(kG) também & semisimples em
alguns casos em que o subgrupo de Sylow & abeliano elementar. Se
R & o anel dos inteiros p-adicos, entao A(RG) & semisimples S0
se 0 p-Sylow de G & ciclico de ordem p.

Ha muitos recursos para estudar a estrutura aditiva do anel
de Grothendieck das representacoes inteiras, e em alguns casos
(¢ ciclico ou p-elementar abeliano) se conhece a estrutura de
anel Go(RG) (ver [4] vol. II). Sabe-se muito menos do anel de
Green das representacoes inteiras.

3. Produtos tensoriais

A dificuldade no estudo dos anéis de Green vem de que em
geral ndo ha como determinar ¥ ® ¥ dados M e ¥, isto & nao ha
como decompor M ® N em soma direta de indecomponVeis. Este € 0
principal motivo para estudar os anéis de Green, estes sao
estudados para entender os produtos tensoriais, que de fato sao
mais Uteis que os anéis de Green.

Ha alguns resultados basicos que ajudam a determinar
produtos tensoriais, tanto de representagoes modulares como de
representagoes inteiras

a. 0 Tema de Schanuel

Vejamos como se aplica em um exemplo. Seja Cp 0 grupo
ciclico de ordem p e R o anel dos inteiros p-adicos. 0s modulos

* - R{X
indecomponiveis sobre RC_  sio R, RC = e, e B = —L—l,
p (A (¢,)

onde ¢ & o polindmio ciclotomico de ordem p, e onde o
gerador de Cp opera por multiplicagao por X,

o - 2
Entao R € a identidade do ane] A(ch) o (RCP) = pRCp
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(soma direta de p copias de RCp) e Rl-RCp = (p-J)J%b. Estas
formulas resultam de que produto por projetivo & sempre projetivo,
e de que se G €& um p-grupo todo projetivo sobre RG & livre.

2
Para calcular Ri observamos que

R, = (X-])ch e

Assim se tem uma seqiiéncia exata:

0 » R + RC + R ~» 0.
1 p

Fazendo o produto com Rl se tem outra sequencia exata., (Pois o
Produto tensorial por um médulo livre sobre £ preserva a

exatidao).

I 0 - Ri’ > (p-])RCp # fy o 0

Por tir R = ¢ RC e RO ¢ _RC = R Togo e
ou 0 1ado, /1 : 1 g
exata:

11 0 xip »RCP+R->O

Como ch e projetivo, o Tema de Schanuel permite deduzir
de I e II:

R? + RC_ = R + (p-1)RC_,
1t ECy fprllae,

Togo R': = R + (p-2)RCp.
b. 0 operador de Heller

Para cada modulo M define-se @M como o nicleo de uma
Cobertura projetiva de M. Usando o lema de Schanuel prova-se
que:

() @ n @ projetivo = M @ aN@® projetivo = (M @ N) @ projetivo.
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: e
. e o : Tyeis sobr
Por exemplo, 0SS seguintes sao modulos indecomponive

B o
p° R[X R[]
B, ¥ v B, =y T (P-nRC
2 2 2 ¢7 pZ
p (x? 1) 2
e

RC, = RC ,/(XP-1)rC ,
p p
Assim se tem a sequencia exata

0 — Ry — RC — RC_ — 0
2 p
p
. R)) = B
donde Q(ch) = Rz' Mostra-se tambem facilmente que f 2

Daqui:

2
RZ-RCP = Q(ch) = n(pch) = pR,.

Aplicando outra vez g:

c. 0 teorema de Frobenius

@ - weu,)",

i ¢ ® v,
onde H & ym subgrupo de G, ¥ & um RH-modulo, N~ = KRG

- - RH
M e um RG-modulo, e u € a restrigio de M a H.
ce temv
Por exemplo, considerando o subgrupo ¢ 2 de €,
p
Cpa R[]
R = =
2 R3 (1) i’
(64 p3
2 P3 . ’ 7
R, = R = 5 .
87 Ty TalE (RS ) ¥ s (8, pR,)
p
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d. 0 seguinte teorema foi provado por Benson, e logo por Auslander
e Carlson por outros métodos (ver [1]).

0 modulo trivial # & somando direto do produto de dois
indecomponiveis, M® N, se e so se N = M* = HomR(M,R) e a
funcao trago: Tr: Endp(¥) - R, & um epimorfismo que cinde.

Se M & um modulo absolutamente indecomponivel (indecomponivel
por extensoes do corpo de fracoes de R) entao M verifica esta
Ultima condicao se e so se p nao divide dim M. (Todos os
indecomponiveis que mencionaresmos aqui sao absolutamente
indecomponiveis).

Em um sentido a implicagao €& trivial, pois M@M* = Endy(M)
como modulo sobre RG. Ademais, se p nao divide m = dim.M,
entdo Tr I =m & inversivel em R, 1logo Tr:Endpd > R & um
epimorfismo, e se ¢ : R - EndRM g dada por ¢(a) = m'la,

entao ¢ cinde Tr.

No outro sentido a demonstracao usa as sequéncias de
Auslander Reiten.

Aplicando a, b, ¢ e certo trabalho artesanal com
representacoes inteiras, pode-se calcular o produto de dois
indecomponiveis quaisquer sobre rc ,, sendo R O anel dos
inteiros p-adicos ([7]). 4

No nimero de indecomponiveis e 4p+1. Ademais de R, ch,
Ry» RC e R, h3 uma extensdo E de R, por R, p-1 extensoes
p
T e R, por R, p-2 extensoes 7, de R, por R@® RH, p-1]
extensoes x;, de R, por R®R,, ep-] extensoes Y. de R
POr RH. Por exemplo, se 7 < j e T+j > p (com uma ordenagao

Conveniente)

p-g-1
: AP o
+ kil Zj—i+2k + 2(j+i-p+1)(R, + R p)'

T.7, = P-E

-1
k Tj-i+zk—1

1

+ (p°-2i-3)RC .
p
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Com a lista de todos os produtos, e bastante trabalho, e
possivel determinar a estrutura da algebra 4 = R ® a(RC 5 ¥
(Neste caso se estende o anel de coeficientes a R para que todo
primo diferente de p seja inversivel, Nao e conveniente estender
demais para que o radical seja diferente do radical de Jacobson,
que & o que interessa para "conhecer" o anel).

Se p # 2 entao ([8]):
1. 0 radical de Jacobson de 4 &

- _ m T YA,
J(4) = pA + RCLA + ByA + (Y, =X )A + (2 4, )4 + (T - R+2 o)

2. N = (x,-X,)4 @& o ideal dos elementos nilpotentes, e v? = 0.

3. AJJ(A) = GF(p)®.

4, Se L = pAd + RC’pA + R, A 4 (YI'XO)Av entio A/L & soma direta

de seis anéis uniseriais, quatro dos quais tem comprimento de

-1 N . -
Loewy 2;—, e os outros dois comprimento EZ2,
2

No caso p =2, A & um anel local.

Com este resultado, e com técnicas usuais da teoria de
representacoes, deve ser possivel obter informacoes analogas sobre
a(RG) para grupos G com subgrupo de Sylow ¢_ou ¢ ,. Estes
sao os Unicos grupos para os quais a(RG) tem uma base finita.

0 exemplo de a(RC 2), assim como outros exemplos
p

conhecidos de aneis de Green de representacoes modulares, sugerem
algumas perguntas e conjecturas a respeito dos elementos niHthﬂes
do anel de Green. Os exemplos conhecidos de elementos nilpotentes
sao da forma M-oM. No caso em que R & o anel dos inteiros
p-adicos, M da forma M = 9Xx, onde X & de torcao sobre R, €

é
ademais KM & livre sobre KG. Com que generalidade valem estas
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afirmagoes ?. Em todos os produtos calculados em [f] 0s

indecomponiveis que aparecem com multiplicidade > 1, como somandos

diretos de um produto de indecomponiveis sao sempre relativamente

projetivos, com relacao ao subgrupo Cp de ¢ ,.

(1]
(2]
[3]
(4]
(5]
6]

(8]

(9]
0o]
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