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1 Introducao

Tomando a fungao f(z) = |z| nos reais, é facil provar que f é continua em todo ponto
de IR, mas tem derivada em um ponto a se, e s6 se, a # 0.

Com algumas combinagées algébricas, ¢ facil construir funcoes continuas que nao tém
derivada em um nimero finito ou enumerdvel de pontos: porém. em 1872, K.Weierstrass
assombrou o0 mundo matematico da época fornecendo um exemplo de uma fungao continua

em todo ponto, mas que nao possuia derivada em nenhum. De fato. a fungao

00

flz) = Z 21—"cos(3"z)

n=0
tem tal propriedade.

Note que Weierstrass estabeleceu a existéncia de tais funcoes, porém nao é facil vi-
sualizar ou imaginar qual é o “aspecto” do grafico da f, nem ter uma “nogao intuitiva”
do porqué ela tem tal comportamento. O nosso objetivo é. entao, construir uma fungao
J:10,1] = IR continua e nio derivavel em nenhum ponto. de maneira que o leitor possa

obter uma idéia intuitiva de seu grafico.

2 Construcgao

Sejam X = {0,1]* o quadrado unitario fechado em IR? munido da meétrica euclidiana

usual < d(z,y) = [ T2 (=i — yi)? ];_ ) ew;: X = X (i =1.2,3) aplicagoes dadas por:

w@y)=(5.%)  wly=(%,4) ; ney)=(4,32)
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Figura 1

Podemos mostrar que, para i = 1,2,3 , existe uma constante real k ,0 <k <1, tal

que Yz,y € X tem-se d(wi(z),wi(y)) < kd(z.y)
Assim sendo, wy, wy, w3 sao contragoes no espaco métrico (X,d). Lembrando o

classico teorema de Banach sobre pontos fizos de contragoes:

“Sendo (X, d) um espaco métrico completo . toda contracio [ : X — X
possui um unico ponto fixo em X ”

temos que w; (: = 1,2,3) tem ponto fixo no quadrado fechado [0,1]* (pois X é fechado e
limitado de IR? | portanto compacto e, sendo espago métrico compacto, é completo).

Por simples inspegao note que

® w; contrai X para w;(X) com ponto fixo (0,0) ;
® w; contrai X para wy(X) com ponto fixo (3:3);
® w3 contrai X para ws(X) com ponto fixo (1, 1),

Definiremos Dy = {(z,z) € X} a diagonal de X e wH(X) = w(X)U w2(X) U wy(X).

Aplicando as contragoes em cada uma das trés regices (retingulos) de w!(X) obtem-se
w?(X) (com 32 retangulos) e, indutivamente, para cada n € IN* teremos w"™(X) composto
por 3" retangulos.

Também obtemos indutivamente
Dn = w(Dn—l) = wl(Dn—l) U wg(D,,_]) U w;;(D"_l)

Como D, é o grifico de uma funcio continua no intervalo [0,1] em sj mesmo, va-
mos chamd-la de f,. Pode-se mostrar que f, tem exatamente 3" — | pontos de nio-
derivabilidade (“bicos”). Além disso, Para quaisquer m, n naturajs y M 2 n | todos os
pontos da f, que niao tém derivada também estario presentes na f,, ,_pcrrnan(gccndo
pontos de nao-derivabilidade nas proximas iteragoes (veja figura a seguir).
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. Construimos, assim, uma sequéncia {/,} de fungoes f, : [0,1] — [0,1] continuas e

com um nimero de pontos de nao-derivabilidade que vai progressivamente aumentando

(limpoo (3" = 1) = o0).

e
J
|

XeD, w'(X)eD. w(X)eD.

Figura 2
Note que, Ym > n vem:

1. D,, € w*(X) (a diagonal de indice m sempre esta contida em uma regiao de indice
- menor) pois D,, C w™(X) C w*(X);

2. w™(X) € a reuniao de 3" retangulos de alturas de, no maximo, (%)" Entao:
- 2 n
sup{ |fm(t) = ful(®)]: t€ 0,1} < (%)
Portantc dado ¢ > 0 , 3n* € IN tal que, para m,n > n" teremos

m(t) = fa)] < €5 VEeE[0,])

(bastando tomar n* tal que ($)*" < ¢ ;

. - log e
Le, n° > log)-loga)

Este tltimo resultado nos permite afirmar que {f,} ¢ uma sequéncia de Cauchy
na métrica uniforme (d(f,g) = sup,ex |f(z) — g(z)|) e portanto {f,} é uniformemente
convergente. Como o limite uniforme de uma sequéncia de fungoes continuas € continua,
entao

ra lim £, é continua no [0, 1]

e é, portanto, a fungao que procuramos. Para isto basta agora provar que tal f nao tem
derivada em nenhum ponto.
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3 A funcao f nio & derivavel em nenhum ponto

Seja T, o conjunto de todos og racionais de

[0, 1] escritos na forma terndria com, no
maximo, n digitos. Isto ¢, para cada n natural n

ao-nulo,
T.={reqQnp,. T=Zha i ae{01,2) tuqy .
Note inicialmente que, se z € T,, entio f
Definindo T = Unens T
n € IN* | temos:

() = fa(z) , Vne N .

» sejam {z,} e {yn} sequéncias em T tais que, para cada

ez, €T, e y,c Ty
= .1

® Yp-=ily = n

Entao:

1. Caso z, = z,,, ou Yn = Yn41 teremos (vide figura 3)

f(yn+l) - f(l'n+l) = £| [f(yn) il f(zn)]

Yn41 — Lnyq

= g f(yn)‘f(rn)
;]i(yn—'[n) = Un = 25

2. Caso 7, > Ty

€ Yn+1 < Yn teremos (vide figura 4)

f(yn+l) = f(_zn+1) = ‘%[f(yn) - f(l'n)]

Ynt1 = Tnyy ‘l, (yn T zn)

_ f(yn)-f(l'n)

yn—zn

f(y.)

f(y.)
T

:2} % -ka‘
2 [f(5) - 1)

f(x,) &

f(xe) L
x.‘ y“.ol yk Xk X.‘F‘I ykol
x'.'ol
D
3—1(}:‘- %) Figuras 3 e 4




3. Tanto no 19 quanto no 2% caso temos que:
1

i Lun)=f(za) | > | Vne IN® .

)
Un—ZTn

que pode ser provado por indugao, como se segue:

oen=1l;
¢ o o= = P | =1
J(n)=1(z1) i = 2 sexy;=0ey =z ouser, =35€eY :
=T 1 sex|=%ey1=%.
e n = k: suponhamos que tanto no 12 quanto no 2° caso tenhamos
‘ L(vk)=S(=k) " S q
Y=k i

e entao concluimos, para

en==Fk+1:
lgﬂ%):f_(ﬂl ‘ >2.1>1 (19 caso).
k =Lk i

Syrg1)—f(Tr41) l =

Vk41~Tk41
\ — Ly)=S(ze) \ >1 (29 caso).

Yk =Tk

Teorema 3.1 A funcao f nao é derivavel em nenhum ponto.

Dem.: Seja t € [0,1] .
e 19 Caso: t € T, para algum j € IN* (i.e, t = &, para algum peIN, 0<p < 3)
e portanto t € T} para k2> J .
Neste caso definimos a sequéncia {z,} eventualmente constante, com I, =t para
todon > j e a sequéncia {yn} com Ynp1 =t+ 35 (0 27) Supondo por absurdo

que f seja derivavel em t sabemos que:

f’(t) = lm f(yj+k)_f(xj+k) c R (1)

ko0 Yi4k — Lotk

Pelas observagoes precedentes teremos:

f(ser) = f(@ian) _ o SWie-1) = f@ivk-1) _ ok fys) — f(z5)
Yitk — Tj+k Yitk-1 — Litk=1 Yy —
e como L)1) o ( | entdo
Y5 =@y

I Suw) = J(zk)
im ——————— = ©
k—eo Yk — Tk

o que contradiz (1) e, portanto, f nao € derivavel em ¢ . o

9




* 29 Caso: t ¢ T; , para qualquer 7 € IN*.

Neste caso, construimos uma sequéncia {z,} crescente convergindo para t e {yn}

U€ Tnt1 > In € Yuyy <y, para infinitos
valores de n € IN* s Tn €15, y, € T,y e tais que y,

decrescente também convergindo para ¢ tal q

—r
—.L'n—a;.

Assim, supondo por absurdo que f seja derivavel em ¢

f,(t) = llm f(yﬂk) st f(‘r"k)
k—o00

Ynp — ITp,

€ IR |

onde ny indica os indices n € IN* tais que Intl > Tn € Ynyy <y, .

Pelas observacoes anteriores temos que:

f(y"k) - f(I“k) P f(y'\k—|) . f(znk_|)
y"l: - ‘r"k ynk‘l = -L‘nk_l

€ portanto teremos

7l . f(.'/n i n a il
f) = Jim S = Jlen) i M) = S )
nx Nk i U"k—l - T

Ty,
0 que permite concluir

lim f(yﬂk) 11 f(xm,) =
k=00 yn* - ‘L'nk

Assim sendo,
lim | {0m)= feay) I =
k=00 Yny ~Zn, == y

© que vem a contradizer o fato de que

=l -

Logo f nao ¢ derivivel em t,
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