
Funcionais lineares contínuos em espaços de Birnbaum-Orlicz

Uma função A: [0 ,«>0[ 0 ,«] é chamada função de Young se 

A(0)=0 e A for convexa. Neste trabalho excluimos os casos das 

funções triviais A1(u)=0 para todo u^O, e A2(u)=» para u>0. 

Definimos a função Ã(u) , conjudada da função A(u) por

Ã(u)=sup{uv-A(v):v^0}.

Observemos que Ã(u) também é uma função de Young.

Dizemos que uma função A(u) satisfaz a condição A2 para 

u^u^ , se existirem K>0 e u >0 tais queO 0

A(2u) s K A(u) , para u^uq .

Notemos que se A(u) satisfizer a condição A2 para u^O, 

teremos A(u)>0 para u>0.

No que segue , (X, M>y) denotara um espaço de medida com­

pleta .

Definimos o espaço de Birnbaum-Orlicz LA=LA(X, M, y) co­

mo o conjunto das classes de equivalência das funções y-mensura 

veis f:X-*<C tais que /x A(a|f|)dy 

de a relação de equivalência é dada por

f~g «=> y((x6X : f(x)^g(x)})=0.

para algum a>0 , on-< OO

Munido da norma

PÂ(f) = inf {k>0 : f A A x dy ^ 1) ,

é um espaço de Banach. 

Além disto, temos também que se

õ espaço L A
é um espaço de

medida que não contém ãtomos de medida infinita, ou se a função

(X, M, y)

A(u) é tal que A(u) > 0 para u>0 , então
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Na(£) = sup { 4lfsl dy : gG Lj- e p^(g)^l>

L. , e vale a seguinte desigualdade:
A

\ PA(f) * NA(£) 5 4 PACf)- 

Nosso objetivo ê estabelecer condições para que o espaço 

dual de L (X, M, y) seja isometricamente isomorfo a
A

L-j (X, M > y) •

Proposição 1. Seja g uma função de L^. A igualdade 

(i) Fg(f) = Jx fg dy , VfGL

e uma norma em

define um funcional linear contínuo em L e vale:A ’
llFgll ■ Nj (g)(ii)

TeorGyr,a “i.
Propos4çã-o -2. Seja (X, M, y) um espaço de medida q-f inj­

eta, seja A(u) uma função de Young que satisfaça a condição A2 

para u^O , e tal que A(u)>0 para u>0. Se \|j ê um funcional 

linear contínuo definido em L então existe g em L-j talA’

que
<<(£) = Jx fg dy , V£GLa>

Demonstração. Se i|;=0 , tomamos g = 0. Suponhamos, portan

de funções de LAExiste uma sequência (^n^nGNto,

k(fn)i> n* li (i- £PA(fn) * 1 , tal que 

Seja = íxGX : |£„ (x)| > J} ,

, para n = l, 2,.com • •

para m, n * 1.

Para cada n£l , existe an>0 tal que

íxA(“nifni) dy<"’

Verifiçamos então quepois f esta em V
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1V(E> 1 A(“n lfnl5
'X

dy < °°.M¥)
U E". m ,n m

medida a-finita , e todas as funções fn se anulam fora de 

E. Provaremos que se f esta em 

i|;(f)=0 , reduzindo o problema ao caso de espaço de medida <F-fi 

nita.

e um espaço de(E, Me, yE)0 espaçoSeja E =

e se anula em E, entãola

Seja ScX-E , com 0<y(S)<°°. Para cada n^l , definimos 

gn = fn sgn • Temos i|»(gnD = l'Kfn)l, pA(Sn)=pA(fn):?1 • e

lxA(I gnl ) dysl.

Por outro lado, demonstra-se que
A(u) = sup (u : A(u)=0} ,fcim 

u* 0 u

que por hipótese, é zero. Logo, dado e>0, existe uQ>0 tal 

que se 0<u<uQ então

sideremos a função h(x)=sgn \p (u£s) uÇg(x).

AÇu) < ,e, ürsy Seja 0<u<uQ fixado, e conu

'Hgn+h) = |'Hfn) 1 + 1 >Kh) l^o, eTemos <Kh) = |iKuÇg) | . Portanto,

verifica-se que pA(gn+h)^1+ue. Assim, temos:

k(u£s) | ='Kh)=ií'(gn+h)-iKgn)

= k(gn+h) |-|<|»(fn) I
pA(gn+h)~ H O-
(ue + i).
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Como podemos fazer isto para-todo n^l devemos, ter 

ue , e, dividindo por u, temos:k(uçs) Ml ip 11
kíCg) MMI £

É claro que se s é uma funLogo, iKÇs)=0 para 

ção simples, nula em E, também vale ip(s)-0. 

Para uma função f em

ScX-E.

qualquer, que se anula em E , 

sabemos, por (5,15) em [1] que existe uma sequência (sn)ngN 

de funções simples de L , que se anulam em E tais que
A

la

£Ím P* (f”Sr») =0 »n-4» r a n'
\p(f) = £im ip ( s ) -0. n->oo uie portanto,

Corolário 4. Sejam (X, M, p) e A(u) como no teorema 3.

considere o funcional definido na proPara cada g em FgA
posição 1. A aplicação T dada por

T (g) = F
ê uma transformação linear de L— sobre

g
que preseva a nor

ma.

Corolário 5. Se (X, M, y) ê um espaço de medida arbitra 

rio, A(u) e Ã(u) são funções de Young que satisfazem a condi^

ê reflexivo.

Demonstra-se também o seguinte resultado.

çao A2 para u^O, então la

Teorema 6. Seja (X, M, p) um espaço de medida não pura- 

meíite atômico e seja A(u) uma função de Young tal que A(u)«» 

para todo u. Se y(x)

Ã(u)>0 para u>0. Então, se 

Ã satisfazem a condição A2 para u^u

, suponhamos também que A(u)>0 e

ê reflexivo, as funções A e 

onde u =0 se p(x)=®.

=oo

la
O* O
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