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1. Introdugao

1.1. Objetivo

Obter um estudo qualitativo do problema de projetar uma rede de computadores,
sob aspectos de custo e retardo em comunicagoes, buscando um algoritmo eficiente para a

solugao de um problema tipicamente combinatério.

1.2. O problema de designagao de capacidades

O problema motivador é o de designagao de capacidades (C.A.) que consiste em,
definidas a topologia de uma rede e o roteamento das mensagens por ela, minimizar o custo
total da instalacio dos canais, considerando como variaveis as capacidades dos canais, sob
restrigao do valor maximo de retardo desejado dentro de um conjunto de capacidades
disponiveis; ou analogamente, minimizar o retardo nas capacidades dos canais sujeito a
um custo maximo desejado, ou seja:

dados: topologia, fluxos F = (fi, f2y. . fm)

minimizar: D{C) (ou T(C))
: T(C) € Trax *» 7(D(C) < Drnax)
sujeito a: { ci > fi

G eC
onde

T(C) é a fungao custo,

* Bolsista de Iniciagao Cientifica do CNPq.
** Bolsista de [niciagdo Cientifica da Fapesp.
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D(C) é a funcao retardo,
~ € o numero médio de mensagens na rede,

C € o conjunto de capacidades disponiveis.

1.2.1. Consideragoes sobre o C.A.

1. Em geral, a fungao custo € concava:
D(C) = Zd; xc?, ae(0,1)
1=1

2. Em geral, a fungao retardo é convexa:

m

3. Apesar do conjunto de capacidades disponiveis ser discreto, pode ser 1til resolver

o problema continuo e usd-lo como heuristica para o discreto.
4. Pode-se resolver o problema continuo através de sucessivas linearizagoes, pois o

problema linearizado tem a seguinte formula fechada. para achar capacidade 6tima (c*):

ce'=fi+zi='_ i*d‘. ﬁ
v * Thax d;

2. Resolugao do C.A. - Um problema combinatério

2.1. Algoritmo
O algoritmo aqui estudado consiste em se combinar as capacidades disponiveis com
os canais da rede de forma viavel, preocupando-se com a combinagao que gera o menor
custo.
O algoritmo basico seria:
¢ Para cada canal atribua as capacidades disponiveis viaveis.
e Repita.
1. Combine todos os canais gerando todos os pares (1,7), onde i ¢é alguma

capacidade do primeiro canal e j do segundo;
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2. elimine aquelas combinagoes que nio conduzem a solugdo otima (como?);

3. se nao foram geradas todas as combinagdes, va para 1.

¢ Escolha a que gera o menor custo.

Evidentemente um algoritmo de busca exaustiva nao consideraria o passo 2 acima.
Estamos interessados em combinar canais de maneira eficiente, ou seja, a methor

politica computacionalmente falando e em como eliminar os eficientes nos passos 1 e 2 do

algonitmo.

2.2. Deflnigoes

Tabela é um conjunto de capacidades viaveis atribuidas a um conjunto de canais, com

seus respectivos custos e retardo total.

O Merge de duas tabelas T\ e Ty, denotando T; ®T,, é o processo de se combinar

todos os elementos de T) com todos os elementos de T, formando uma nova tabela T,

l1.e.:
T ={ei+ fj/ec €Ty, fj € T2}

O processo de merge de duas tabelas geram conjuntos da forma:

T = {ei + fj/ei ETI: fi €Th}, comos e's fixos.

A este conjunto sera dado o nome de Sub-Tabela.

A formagao de T = Ty, @ Ty consiste entao em se agrupar e ordenar todas as sub-

tabelas geradas no processo de merge. ’

Dadas duas sub-tabelas 3, e 39, o processo de agrupar e ordenar s; e 37 sera

denominado sortmerge e denotado como 3, U s5.

3. Combinagao de canais

Dadas duas tabelas associadas a dois conjuntos de canais. estudemos agora a com-

plexidade de fazer o merge e os sortmerge’s do processo.
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3.1. Sortmerge

Uma estratégia de executar o sortmerge de m sub-tabelas é o assim chamado Divide
& Conquer, i.e.:

dadas m sub-tabeias enumere-as 1,2,3,..., m e junte-as da forma:

(...((tl Utg)U(f;Ut4))U...U(tm_] U tm))...)

Lema 1. Dadas m sub-tabelas de tamanho n, a melhor politica de fazer o sortmerge

com elas é utilizando a estratégia D&C.
-3.2. Merge.!

Lema 2. Seja T = {t\,t2,...,tm} comyunto de tabelas, se |t,| > Itz > ... > [tn] > 2,

entdo a melhor politica para merged-las é:
(. @)BL)TL)D ... Dtm)

Lema 3. Sejam T, ¢ T, tabelas formadas como no lema acima: seja
it 2t 2 ... 2 1p| 22€ Ty,
[tpar] 2> [tpwa] 2 -~|fl_:| 22€T,
se [tp] < Htpgr| e [T @ tpopal > T3 B |
omde T, =(...((t1 DPt2)Bt3)BDt) B ... D tp—2),

'2. = (’”(((tp+2 @tp+3)@tp+4)$t4)®---etk}

entao
(TY ®tpsr) B(T; Btp))l < Ty & T

onde [t @ q| € o nuimero de comparagdes no merge de t com q.

! Considerando o custo de ¢, @tz como [t;| # |t2]log,(min{t;,t2}).
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Lema 4. Sejam T\ e T, tabelas formadas como no lema acima; seja
6] >t > . 2t 2 2€ T,
[tpra] 2 [tpg2l 2 ... 2 {te| 2 2 € Ty,
se |tp] > |tP+l|
entdo
Ty ®top) 1) < Ty & Tl
onde |t @ q| € o nimero de comparagoes no merge de t com q ¢

Ty = (. ((tpg2 P tps3) Blosa) B L) D ... D te)

Teorema 1. O custo computacional de se fazer 0o merge de m tabelas € minimo se ¢

somente se o processo seguir a disciplina sequencial. i.e., fazer o cada passo o merge das

duas maiores tabelas.

Dem.: Segue direto dos lemas 2, 3, 4.

4. Consideragoes Finais

4.1. Eliminagao de Ineficientes

4.1.1. Triviais

¢ Se o retardo de um elemento de uma tabela for maior que o retardo maximo, este

elemento é eliminado.

¢ Uma designagao ¢ = (Gy,....Cx) é ineficiente se existe ¢’ =(c},...,c;) tal que
lT(d)' i T(z)
D(c') D(c).

¢ Designagoes ineficientes sao eliminadas.

4.1.2. Relaxagao Continua
O problema C.A. com o conjunto de restrigdes disponiveis continuo pode ser usado
como heuristica para o problema discreto. A solugao do continuo relaxado é usada como
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limite superior na resolugao do discreto, assim qualquer eiemento gerado que ultrapasse os

limites do continuo sera eliminado.

4.2. Programagao Dinamica

O C.A. pode ser visto como o problema de se encontrar o caminho mais curto em
um grafo com peso nas arestas. O algoritmo, entdo, pode ser visto sob o enfoque de pro-
gramagao dinamica, onde o no inicial representa nenhuma capacidade atriburda a nenhum
canal e o no final todas as capacidades designadas a todos os canais de maneira eficiente.

e o peso é o custo real de se atribuir determinada capacidade a determinado canal.
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