AN COMPOSIGAO DE VARIANCIAS EM DEPOSITOS MINERAIS
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INTRODUGZO

Como se sabe as reservas s3o avaliadas em blocos tecnoldgicos
ou de cubagem, cujos resultados s3o ent3oc acumulados para se obter
a reserva total do depdsito. A acumulagio de teores e reservas dos
blocos para todo o depédsito ¢ direta, contudo o mesmo nZoc acontece
para a variadncia dos blocos parciais para o depdsito ou parte
dele. Tanto o teor médioc ou as reservas total ou parcial s3o de
facil obtengio, mas n3o se tem idéia da variidncia de estimagio
desses valores no depdsito ou parte do mesmo, embora se conhega
tais valores nos blocos tecnoldgicos ou de cubagem individuais.
Este trabalho apresenta uma proposta para obten¢gio da variancia
associada a estimagdo do teor médico de parte ou de todo o
depdsito. Para 1isso apresenta-se uma revisio da metodologia

corrente sob o© ponto de vista critico, antes de expor a
metodologia proposta.

REVISAO DA METODOLOGI A CORRENTE

Segundo Journel & Hui jbregts (1978, pag. 3200, sob a hipédtese
de estacionaridade de parte do depédsito ou de todo, o teorema da
combinagfo das estimativas de krigagem mostra que a krigagem
direta da média global d& o mesmo resultado da combinagio das
estimativas locails de krigagem. Ainda conforme os mesmos autores,
em mineragfioc, a média global seria muito raramente estimada
diretamente pelas seguintes raz@es:

ad) n3o & possivel assumir a estacionaridade ou deriva simples de
forma conhecida sobre todo o depdsito;

b) mesmo se a estacionaridade pudesse ser verificada no depdsito,
a resolugdo das equagBes de krigagem seria impossivel pelas
dimensSes dos mesmos devido a existéncia de muitos dados. Além
disso, a construgdo do sistema de krigagem implicaria no
conhecimento da fungdoc estrutural CCh) ou pChd sobre todo o
depdsito, quando a confiabilidade do variograma ¢ de até a metade
das dimens@es do depdsito.

Assim, segundo Journel & Hul jbregts (1878, pag. 321D, para
estimar © valor da média global, ¢ geralmente aconselhavel
combinar as estimativas dos volumes componentes do depdsito, por
meio da combina¢do das estimativas de krigagem.

O teorema da combinag¢io das estimativas de krigagem (Journel
& Hui jbregts, 1978, pag. 3213 ¢ vilido somente quando © mesmo
conjunto de amostras for usado na avaliagio dos blocos parciais, o
que implicaria no uso de todas as amostras disponiveis no depdsito
D, que inviabilizaria novamente a resolugdo dos sistema de
equagdes de krigagem.

* Gedlogo, formado em 1976 pelo Instituto de Geociéncias-USP; Mes-
tre em Geologia Geral e de Aplicagio em 1886 pelo IG-USP e Doutor
em Recursos Minerais em 1981 pelo I6-USP. Professor Assistente
Doutor do Dep. Geologia Econdmica-IG USP.
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A média global do depdésito pode ser obtida como média
ponderada das estimativas locais pelos seus respectivos volumes:
N
zx_ = 1 s v .z* c1>
D D j=p + Vi

onde: Z*D ¢ a estimativa da média global;

D é o volume total do depdsito e igual a soma dos N

volumes V.
?

Vi ¢ o volume do i-ésimo bloco do depédsito;

Z*Vi ¢ o teor médio do i-ésimo bloco do depdsito.

Ainda de acordo com Journel & Hui jbregts (1878) as varidncias
de krigagem n3oc podem ser combinadas como podem as estimativas de

krigagem. A varidncia de estimativa, conforme estes autores, pode
ser escrita como: :

N
2 _ 2] _ 1 B 2
= —’E{[ZD Z*D] } - E{[ 3 iizlvi.czvi vaia] } =
o que da:
N N N
aSD = La—[ = v‘f.aivi + £ TV.VE czvi—ztiaczv.—va.a}]cm
D i=1 i=1j=1 J J J

O problema estd no calculo das covaridncias dos erros
EX[Z .-Z% _1[Z .-Z% .1> que, teoricamente, segundo Journel &
vi vi v A

Hui jbregts (1978, pag. 324>, & possivel somente se a fungdo
semi-variograma yCh) for conhecida para todas as disténcias h
dentro do depdsito, além do cllculo das covarifncias dos erros ser
muito complicado. Segundo Kim & Baafi (19840 a covarilncia do erro
entre dois erros de estimagdo, deve ser considerada porque os
mesmos pontos de dados s%o muitas vezes usados para estimar cada
unidade do bloco e, por isso, os erros de estimagdo s3o
estatisticamente dependentes. Kim & Baafi 19840 também
reafirmaram a impossibilidade do c&lculco da covaridncia do erro,
por ser proibitivo em termos de tempo de computag3o, quando o
numero de dados € grande.

Dada a impossibilidade de resclug3o direta da equagdo (3>, os
autores de trabalhos consultados optaram pela resoclugdo aproximada
da mesma.

Assim, Journel & Hui jbregts (1978, pag. 413> optaram pela

solugdo pratica expressando o erro de estimagdo global [ZD—Z*DJ

como a soma dos n (n £ NJ erros elementares independentes:

n
ZD = Z*D = kzlkkczk—Zr) 4>
a varidncia de estimagdoc global torna-se:
2 ' 2 2.2
°ep = E([ZD-Z*D] > = Z Kk E([Zk-Z*k]} B8

k=1
O problema agora consiste na distingd3oc dos n sucessivos
estidgios de estimagdo, os erros dos quais s3o aproximadamente
independentes.

Una outra aproximagio, proposta por Kim & Baafi 0(1884),
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baseia-se no agrupamento de blocos préximos dentro de um polfigono
para definigdo de um Unico conjunto de pontos de dados que seria
utilizado na estimagdo dos blocos individuais. Se o mesmo conjunto
de pontos de dados & utilizado na estimagZo dos blocos préximos,
entZTo o teorema da combinagio das estimativas de krigagem ¢ valido
e a estimativa da média global e da variincia associada ¢é direta.
Entretanto, a estimativa obtida refere-se a uma pequena parte do
depésito que poderia ser estimada a partir de um conjunto de
pontos de dados comum a todos os blocos que o compdem. Portanto, a
aproximagio de Kim & Baafi (1884) n3o se aplica a estimagZo da
variincia global do depésito.

Outra proposta foi apresentada por Valente & Miola (1988)
que, ao promoverem a simplifica¢fo da equagioc de varilncia de
estimativa global, chegaram a variincia do depésito como média dos
multiplicadores de Lagrange encontrados nos blocos. Veja que sobre
os multiplicadores de Lagrange ndo se tem nenhum controle, podendo
ora ser negativeo ora positivo, dependendo do conjunto de pontos de
dados utilizado e de sua configuragifoc espacial.

Pela revisZo apresentada, observa-se que o problema de
cdlculo da covarifincia dos erros nZo foi resolvido, mesmo a custa
de simplificagBes e aproximagSes. A dificuldade esti justamente na
impossibilidade de obtengzo da fung3io semi -variancia ou
covariincia sobre todo o depédsito e, por isso, se o célculo da
variancia global depender deste fator sé serid possivel desprezando
—se a covariincia dos erros, o que daria um resultado aproximado,

visto que este termo n3ioc € desprezivel, como foi observado por Kim
& Baafi (1984).

METODOLOGI A PROPOSTA

A wvari&ncia global do depésito n3Ao pode ser obtida
diretamente pela resoclugio da equagio (3D, pelos motivos expostos
no ftem anterior, dentre os quais o principal é a falta de
informagdo da fungio covariincia para distincias superiores a
metade da extensdo do depdsito. Assim, qualquer proposta de
solugio para céllculo da variincia global n3o pode depender da.
fungio covariincia e, nesse sentido, a solugio apresentada
baseia-se no cllculo da variincia de interpolagioc que, segundo
Yamamoto (18391), pode ser aplicada para cilculo da variancia de
interpolagfoc associada a krigagem de bloco. Em outras palavras, a
vari&ncia de interpolag¢io do bloco pode ser composta diretamente a
partir das varilncias parciais dos sub-blocos ou entio aplicando
-se os ponderadores médios do bloco, pelo teorema da combinagzo
das estimativas de krigagem, na equa¢gizo da varilncia de
interpolagZo. A variincia de inteérpolagZo de um bloco tecnoldégico
estimado por n amostras de furos vizinhos e nd sub-blocos, pode
ser obtida pela composigio das nd variincias parciais dentro dos
sub-blocos com a variancia entre os sub-blocos, que é€ a variancia
correspondente aos teores dos sub-blocos em relagioco ao teor do
'bloco; esta parcela € menor que a variidncia das amostras, pois os
sub-blocos sZo de volumes maiores que as amostras. Esta relagifo ¢
conhecida na literatura como relagio de aditividade de variancias
CRendu, 1878, pAg. 45; Journel & Huijbregts, 1978, pag. 67;
Isdacks & Srivastava, 1888, pag. 479).

d > nd > _
1$bi / nd + ii:iCTbi—TB) / nd 6D

ca =
B

Mo
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onde: nd € o numerco de sub-blocos utilizado para estimar o
bloco;

z ; : ¢ g - y
abi & a vari&ncia de interpolagdoc associada aoc teor do

i-ésimo sub-bloco;

Tbi ¢ o teor do i-ésimo sub-bloco;

TB € o teor do bloco.

ou aplicando-se os ponderadores médios do bloco (teorema da
combinag3o das estimativas de krigagemd:
2 _ 2 2
e, = L g o 7>
i i B

B i=1

onde: Ti é& o teor da i-ésima amostra de furo vizinho.

As equagdes (B) e (7)) s3o equivalentes, ou seja, resultam no
mesme valor da varidncia de interpolagdo do bloce como foi
demonstrado por Yamamoto (1891),

Tendo em vista que n3o &€ possivel a utilizagio de um Unico
conjunto de amostras de furos vizinhos para avaliagdo de todos os
blocos, fica descartada a aplicag3o da equag3do (7)) para calculo da
varidncia global do depdésito. Assim, a metodologia proposta esta
baseada no uso da equagdc (B) para, a partir da composig3do das
vari&ncias parciais dos blocos, determinagic da variéncia global
do depdésito. Para isso a equagdo (6) & reescrita em novos termos e
de acordo com a relagdc de aditividade de varifncias citada:

> nb > nb >

e = 'Z €p; / nb + .2 CT‘Bi - TD)~ c8d:

i=1 i=1

onde: ng ¢ o nimerc de blocos do depdsito;

€gp; ¢ a varifncia do i-ésimo bloce obtide pelas

equagdes (6) ou (7]
TBi ¢ o teor médio do i-ésimo bloco;

TD é o teor médioc do depésito,

que pode ser obtido como:
1 nb
T. = —— % vi'TBi : a2

P Dig

onde: Vi & o volume do i-ésimo bloco,

o volume do depdsito, portanto, & igual a:
nb
D = Vi C10D

i=1

O primeiro termo da equag8o (8) & a variancia dentro dos
blocos, ou seja, a variancia devida aos blocos propriamente dito,
©® o segundo termo & a varidncia entre os sub-blocos, devida a
diferenga de teores entre os blocos e o teor médio do depdsito,
que corresponde a parcela da varidncia pelo aumento de suporte,
mantendo-se a relagao volume-varidncia constante.
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Para demonstrar a validade da equagZo (8) no calculo da
variincia global do depédsito, utiliza-se de um depébsito
hipotético, formado por quatro blocos, cada um dos quais estimado
por quatro sub-blocos, nos quais foram realizadas medidas de uma
variivel aleatédria X. Este depdsito e as medidas feitas nos
sub-blocos estid esquematicamente representado no desenho da Figura
1.

Calculando-se a média e a variincia para cada sub-bloco,
obtém-se os valores representados na Figura 2.

I ‘ i II
02 34 64 | 50 B89 21 | 28 565 83 | g2 21 48

g4 23 00 48 75 02 07 33 60 74 01 26

31 60 00 44 80 08 53 77 02 00 25 61

53 82 08 38 66 94 28 Bl 76 10 43 72

g6 31 B8 66 93 17 c6 67 g3 68 16 67

85 14 40 42 68 @93 54 092 26 g2 87 30

64 46 76 gl 3B 88 53 82 55 75 07 37

28 86 36 18 B6 88 87 16 44 64 31 60

Iv l II1

Figura 1: Desenho mostrandoc um depédsito hipotético com quatro
blocos, estimados a partir de quatro sub-blocos, nos quais foram
medidos seis valores de uma variivel aleatédria X.

I i II
51,167 49,167 44,500 43,667
iz228, 806 894, 806 610,917 86, 889
38,167 55, 000 47,833 33,500
828,472 814,333 - 6385, 806 . 604, 250
54,000 63, 333 59, 667 61,833
844,333 733,556 751,556 8839, 806
56, 000 62,833 56,167 45, 667
441,333 800, 472 565,139 531,222

v i III

Figura 2: Médias e varifncias calculadas nos sub-blocos.
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Para esclarecimento a média foi calculada como:
n
E[X] =X = X, /n 11>
: i
i=1
@ a varifncia como:
Var{X] = E[CX-XDZ1 = ECXZ) - X° 2>
Compondo-se os valores da médias e varifncias, estas conforme
a equagac (6), dos sub-blocos para os respectivos blocos, obtém-se
os valores representados esquematicamente na Figura 3.
Compondo-se novamente agora as médias e varilncias dos blocos
Cconforme dados da Figura 3) para o depdsito, usando respectiva-
mente as equagles (92 e (8), obtém-se os seguintes resultados:

I I I1

48.625 42.375

941.604+34.212 = 975.816 |724.466+28.685 = 753.151

53.042 : 55.834

704.,924+16.865 = 721.789 68'4-,4-314'38,54-0 = 722.971

v i I

Figura 3: Média e varidncia dos blocos obtidos a partir da
composigio desses valores nos respectivos sub-blocos. A variéncia
do bloco & representada como soma das varilncias dentro dos
sub-blocos e entre os sub-blocos.

-
]

D C48,625+42,375+59,042+55,834)/4 = 51,46Q

sg = {F975,816+753,151+781,789+722,7913/@ +:
2 2
(48,625-51,46Q) 7 + (42,375-51,46Q) ~ +
2 2
(89,042-51,469) ~ + (38,840-51, 469D -]/Z} =
eg = 793,432 + 41,798 = 835,230




1BRAM —T

A prova definitiva da validade da proposta de composig3do de
médias e vari&ncias parciais para o depdésito est& no célculo
dessas estatisticas, usando respectivamente as equagdes (110 e
(12>, para todas as 938 amostras da varidvel aleatdria X, que
resul taram nos seguintes valores: ]

X = 51,469
Var[X] = 835,228

A menos das diferengas por arredondamento, os valores obtidos
foram exatamente iguais, © que prova a validade da equagdo (82
para composig3d3o de varilncias. Como foi visto a wvariéncia do
depésito, determinada como a varidncia de dispers3dc total, foi
exatamente igual considerando-se amostras, sub-blocos ou blocos. E
preciso esclarecer que a varidncia total do depdsito foi calculada
como soma de duas varidncias: a variéncia dentro dos blocos e a
varidncia entre blocos. Esta dltima parcela da variancia
corresponde a variancia devido ao aumento de suporte (volume do
blocod, portanto ela deveria ser menor, mantendo-se a relagio
velume—varifncia constante. Para mostrar que esta relagdo foi
mantida, considere os dados da Figura 1, ou seja, as,K amostras ou
valores da varidvel aleatdéria X; os dados de teores dos sub-
blocos da Figura 2, representando tecres de sub-blocos obtidos
pelo agrupamento de seis amostras (volumes maicres gque as
amostras) e os dados de teor dos blocos da Figura 3, representando
tecres dos blocos obtidos pelo agrupamento de quatro sub-blocos
Cvolumes maiores que os sub-blocos). Calculando-se a média e
varincia para cada um desses conjuntos de dados obtém-se os
resultados mostrados na Tabela 1.

Tabela 1: Média e varidncia de dispers3o determinadas para

amostras, sub-blocos (pelo agrupamento de amostras) e blocos
(pelo agrupamento de sub-blocos).

CONJUNTO Ne¢ DADOS MEDI A VARI ANCI A
AMOSTRAS TS 51,469 835, 230
SUB-BLOCOS 16 51,468 71 ; 270
BLOCOS 4 51,469 41,798

Nesta tabela pode-se observar que a relagdoc volume-variancia
foi mantida, pois com © aumento do suporte houve diminuig3oc da
variancia. O efeito pratico do aumentoc do volume de amostras em
sub-blocos e blocos estd na diminuigiFo da variéncia, mantendo-se a
média constante, conforme enuncia o Teorema do Limite Central.

A equagdo (8 ¢ valida somente se os blocos forem de mesmo
suporte, caso contrario ela deve levar em consideragdo estas
diferengas, comoc se apresenta na equagfo (13D

nb nb

2 _ 2 2
ep = izleBi.vi / D+ i§1CTéi TPV, /D €13
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CONSIDERAGTES FINAIS

Foi apresentado o método para célculo da variancia global do
depésito, a partir das variincias parciais dos blocos dgque o
compde. Esta metodologia € valida para composigio de varifncias de
interpolagio, nioc sendo vAlida para composig¢io de varilncias de
estimagio ou de krigagem, devido a impossibilidade de calculo da
covarilncia dos erros. A variancia de interpolagio faz uso direto
dos ponderadores da krigagem ordiniaria que, s3o determinados
levando em considera¢fo a infermagiio estrutural da fung3io
semi-varidncia ou covariancia. Finalmente, fol mostrada que a
variincia global do depdsito & sempre resultante da soma de duas
parcelas de variincias: a primeira chamada dentro dos blocos e a
segunda entre os blocos. Esta segunda parcela corresponde a
dispers¥o de teores em relagfio ao teor médio do depédsito, se
forem considerados os blocos como unidade de calculo.
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