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o objetivo desta nota 6 0 de generalizar um resultado sabre formas 
lineares que se encontra em {2} • No que segue, todo anel 6 supo~ 

to comutativo e com elemento unidade. 

1. PRELIHINARES. 

Sejam A um anel e M um A-m6dulo. Designaremos por M* 0 dual de M 
e, se. A for un anel de integridade, por t(M) 0 sub-A-m6dulo de to~ 
~ao de M. E conhecido que t(M) 6 0 nucleo da aplica~ao natural 
M --+ M 8A K, onde K 6 0 corpo de fra~aes de A. 

Seja A --+ K um homomorfismo de an~is de A num corpo K que tran~~_ 
forma elemento unidade em elemento unidade. Entaa K pode .ser DLmido, 

de uma mane ira evidente. de uma estrutura de A-m6dulo. Para todo 
A-m5dulo M, 0 K-pasto de M 6 definido como sendo a dimensao do K­
espa~o vectorial M 8 A K e notaremos rK(M) = [M 8 A K : K] • Se A 
for um anel de integridade en K 0 corpo de fra~oes de A, falaremos 
simplesmente do pasto de M e indicaremos com reM) = [M 8 A K : K] • 

LEMA 1. Bejam A um aneZ e 0 --+ 

oia ezata de A-moduZos. Temos 

M' --+ M --+ M" --+ 0 uma seqlta!!; 

ri.(M) .~ rK(M') + rK(M") e se 

Com efeito, 6 suficiente ver que se tem a sequ&ncia exata de K-es­
pa~os vectoriais 

••••• --+ Tor~(M" ,K) --+ M' 8 A K --+ M 8 A K --+ M" 8 A K --+ 0 

, 
COROLARIO. Be A tap um aneZ de integridade e 0 --+ M' --+ M --+ 

~W' --+ 0 uma sequenoia ezata de A-moduZos. entao r(M) = reM') + 

+ r(M"). 

Isto resulta do fato de que K, corpo de fra~oes de A, ·6 um A-m6dulo 
plano. 

Observemos finalmente que se A 6 um anel de integridade e 11 ~ 0 um 
ideal de A, entao r(l1) = 1; Com efeito, 6 claro que r(l1) < 1. SU­
pondo que r(l1) = 0, deduzirlamos que 11 8A K = 0, onde K 6 0 corpo 

(1) Trabalho realizado com aux{lio de FAPESP 
66/038. 
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de fra~oes de A, e como 4 esta contido em a 8A K, seguiria que 4=0. 

2. MODULOS DE POSTO n. 

TEOREMA. Sejam A um aneZ de integpidade, M um A-modulo e n ~ 1 um 

inteipo. As seguintes condigoes sao equivalentes: 

i) e~iste uma famllia livpe (xi)l~j~n de elementos de M tal que 
Ann(M{xl, ••• ,xn)A) ~ 0; 

ii) e~iste uma familia (fi)lsisn de fopmas linares sabre M e uma 

familia (xi)l'iSn de elementos de M tais que 

f l (x 1 ) = ••. = fn(x n) ~ 0 , fi(x j ) = 0 se i ~ j e 

fi(xi)y = I;.lfj(Y)Xj papa todo Y E M e papa i = 1, ••• ,n 

Hi) reM) = n; 

iv) e~iste uma familia (fi)l~i~n de fopmas linapes sobpe 
a duas distintas, tais que: t(M) = ~~. lKer (f.) e 

1- l' 

M, duas 
papa todo 

j, 1 ~ j ~ n , (\ ..... Ker (f .) ~ t (M) 
~rJ ~ 

(i) => (ii). Como Ann (M/(xl , ••. ,xn)A) ~ 0, existe urn e1emento aEA, 
a ~ 0 tal que aM C (xl"" ,xn)A. Logo, para todo Y E M, se tern 

ay = I~_l fi (y)xi onde fi (y) E A para todo i e como a familia (xi1.a~ 

~ livre, fi ~ uma ap1ica~ao linear de M em A para todo i.Com efeito, 

(a - fi(xi))x i - Ijpifj(xi)Xj = 0 imp1ica que fi(x i ) a ~ 0 para 

todo i e fj (xi) = 0 para i ~ j. Temos assim fi(xi)y 

para todo Y em M. 

De outro 1ado, tomando Yl e Y2 em M, se tern I~=lfi(Yl - y2)xi 

+ l~=lfi(Y2)xi' logo fi(Yl + Y2) = fi(Yl) + f i (y2) para todo i. A 

na10gamente, se c E A eyE M, deduzimos que fi(cy) = c.fi(y) para 
todo i. 

(ii) (i) In . 0 onde estao em A. Resu1ta, da => Seja j"lajxj os a. 
J 

igua1dade precedente, que 0 fi (I;=l ajx j ) = aifi(x i ) e como 

fi(x i ) ~ 0 e A ~ urn ane1 de integridade, entao a. .= 0 para todo i. 
~ 
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r~ If .(y)x. para todo y £ M, m6dulo (x1, ••• ,xn)A, deduziriamos 
J- J J 

f .(x.) £ Ann(M/(x 1, ••• ,x )A) de onde, f.(x.) = 0 para todo i. 1 1 n 1 1 

(i) => (iii). Como A e urn anel de integridade e a familia (x) 1 . i S1Sn 
e livre, a sequencia exata de A-m6dulos 0 --+ (x1, ..• ,xn)A --+ M -+ 

-+ M/(x1, ••• ,xn)A --+ 0 nos da r(M)=r((x1, ••• ,xn)A)+r(M/(x1, •.. ,Xn)A)= 

n+ r(M/(x1, •.. ,xn)A). AHim dis so como Ann(M/(x1, ••• ,xn)A) ,; 0 , 

entao (M/(x 1, •.• ,xn)A) @A K = t(M/(x 1, •• ·,xn)A) @A K = O. Logo, 
reM) = n. 

(iii) => (i). Se reM) = n, e claro que 0 K-espa~o vectorial M ®A K 
tern sempre urna base do tipo (x. @ 1)1' e isto implica que a fami-1 S1Sn 
lia (xi)lSisn e livre. De o~tro lado, para todo y £ M, Y ~ 0, pod~ 

mos escrever y @ 1 = l~ l(a./b.)(x. @ 1) onde os a./b. estio em K. 
1= 1 1 1 1 1 

Pondo b = TT~=lbi e c i = aiTTi,;jb j , a relafao precedente e equiva -

lente a relal;io (by - ~n i-I cix i ) 8 o. Isto implica (cf. {1}, 

cap Z, prop. 4) que by - l~=lcixi nio e livre em M, logo que existe 

urn elemento c e: A , c ~ 0 tal que Logo , 

cb £ Ann(M/(x1, ... ,xn)A) e cb ,; 0, uma vez que A e urn anel de inte­
gridade. 

(iv) --> (iii). Com efeito, para todo j, 1 ~ j ~ n, existe urn ele­
mento x~ £ (l ..... Ker(f.) - t(M) tal que x! i Ker(f.). As hip6teses 

J 1rJ 1 J J 
feitas implicam que a familia (x!)I' e livre. Pondo x. 

/'. J SJSn 1 
= fl(xi) ..•.. fi(xi) •.••. fn(x~)xi para todo i, segue-se que a fami 

lia (x i )lsisn e livre, que fj (xi) = 0 se i ~ j e que fl (Xl) = f2 (X2) .•. 

= fn(x n) ,; O. Seja f: M -E9~=lfi(M) a aplica<5ao A-linear definida 

por f(x) (fi(x))lSisn para todo X em M e J = Im(f). A sequincia 

exata de A-m6dulos 0 --+ t(M) --+ M --+ J --+ 0 nos da reM) = r(J). 

Consideremos a familia (ei)ISi~n de elementos de J definida por ej = 

(f i (x j ))lsisn' Mostremos que a familia (ei)ISisn e livre maximal. 

Com efeito, a rela~ao 0 = l~=lciei = (cifi (xi))I~isn' onde os ci es­

tao em A, implica que cifi(xi ) = 0, logo que ci = 0 para todo i. De 

outro lado, se y e: J existe un elemento x e: M tal que y=(fi (x))l~i~n 
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lacao nio trivial cy + L~ 1f.(x)e. = 0 entre os e 1• e y. Isto nos 
lO 1- 1 1 

mostra que,a familia (e i )1sisn 6 livre maximal, logo que r(J) - n. 

(ii) - (iv). Trivial. 

OBSERVAGOES. 

(1) Sejam A l'm anel de integridade, M um A-m6dulo e n ~ 1 um intei 
roo Se uma qualquer das condi~oes equivalentes do teorema precede~ 
te for verificada, entao M nao pode ser um m6dulo de tor~ao. Com ~ 
feito, se M = t(M), entao reM) = 0, 0 que e absurdo, uma vez que 
r (M) n ~ 1. 

(2) No caso n • 1, f1 - f, em (iv) ~ (iii) se tem a sequencia ~ 
ta de A-m6dulos 0 --+ t(~) --+ M --+ f(M) --+ 0 e portanto, as con­
di~oes t(M) ~ M e f ~ 0 sao equivalentes. 

3. A x-CONDI~AO 

1. Em seguida, vamos mostrar como 0 tebrema acima se relaciona com 
a no~ao de x-condi~ao introduzida em {2}. Sejam A um anel de inte­
gridade, M um A-m6dulo e f uma forma linear s8bre M. Se existir um 
x em M tal que f(x) ~ 0 e f(x)y = f(y)x para todo y £ M, diremos 
que a forma linear f obedece a x-oondivao. 

EXEMPLOS. 

1) Se f e uma forma linear inj ectiva sabre M, entio. f obedece a x­
condi~ao, com x £ M - {OJ , x qualquer. Reclprocamente a x-condi~o 
mio implica que f seja injectiva, mas somente que Ker(.,,) = O:f(x)A. 
Vemos assin que se O:f(x)A = 0 as duas nOGoes coincidem. 

2) Daremos aqul um exemplo d~ forma linear que obedece a x-condi~o 
mas que/nio IS injectiva. Para isto, sejam A = Z 0 anel dos inteiros 
racionllis, M = Z lC Z/ (2) (produto direto) e f a !orma linear sabre 
M definida por f(m,n) = 2m para todo (m,n) £ M. E claro que f e u­
ma linear s~bre M e se consideramos 0 elemento x = (l,D) £ M,f(x)~O. 

De outro lado, para todo y = (m,n) E M se tem f(x)y = 2(m,n) = 
= (2m,D) e f(y)x = 2m(1,D) = (2m,D). Assim f obedece a (l,D)-cond! 
~ao. 0 nucleo de f e 0 sub-A-m6dulo de M formado pelos pare~'(O,D) 
e (0,1); 

3) Consideremos 0 anel A = Z, 0 A-m6dulo M = Z lC Z (produto dire­
to) e a forma linear f stlbr,:e M definida por f(m,n) = m + n, para to­
do (m,n) E M. Suponhamo.s que exista um x (p,q) E M tal que x obe­
del;a a x-condi<sao, Ipara todo y = (m,n) E M se deve ter (p+q) (m,n)= 
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- (m+n)(p,q), isto e np - mq. Ora, uma tal rela~ao e impossivel 
para todo (m,n) E M, exeeto se p - q - 0, 0 que daria x - 0 e por­
tanto f(x) - o. 

Z. Indiquemos com M*(x) 0 sub-A-modulo de M* das formas lineares 
que obedeeem a x-eondi~ao. E logieo que podemos exeluir sempre 0 

easo x-O, uma vez que tvl* (0) - iii Obtem-se assim: 

U M*(x)cM* XEM logo < U MM*(X) c M* XE 

onde indieamos com <S> , se S e urn sub-eonjunto de M, 0 sub-A-mo­
dulo de M gerado por S. Veremos, no N° 4, que em geral: 

< UXEMM* (x) > ¥ M* 

isto e, nao e possivel "aproximar" toda forma linear por formas Ii 
neares que obedeeem a x-eondi~oes, x em M. 

3. Do teorema preeedente, resulta uma earaeteriza~ao dos modulos 
munidos de uma forma linear que satisfaz a uma x-eondi~ao . 

.-
COROLARIO. Sejam A um aneL de integridade e M um A-moduLo. As con 

diqoes seguintes sao equivaLentes: 

(1) existe um eLemento x em M taL que Ann({x}) - 0 e Ann(M/Ax) ~ O. 

(2) existe uma forma Linear f sobre M que obedece a x-condiqao. 

(:5) r (M) - 1. 

(4) M nao e um moduLo de torqao e existe uma forma Linear f sobre 

M taZ que Ker(f) - t(M). 

4. CONTRA - EXEMPLO A FORMULA < U MM* (x) ) XE M* . 

Suponhamos que a formula aeima seja verdadeira . Toda forma linear 

f E M* se esereve f = Iifi (soma finita), onde fi E M*(xil para t~ 
to i. Logo fi(xi)y = fi(ylx i para todo y E M. Isto nos mostra que 
f. (x.)y - f. (y)x. E Ker(f.) = t(M) (pelo eorol1i.rio) isto e, existe 

J ~ J ~ ~ 

urn elemento e E A, e ~ 0 tal que f. (ex.)y = f.(y) (ex.) para todo y. 
J ~ J ~ 

Logo f. E M*(ex.) e portanto f E M*(ex.). Mas, 0 exemplo 3) do N°3 
J ~ ~ 

nos mostra que, em geral, isto nao e posslvel. 

NOT.A: La traduccion de "-p~sto" es "rango". 
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