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SOBRE 0 POSTO DE UM MODULO (1)

Jorge Aragona e Artibano Micali

0 objetivo desta nota & o de generalizar um resultado sobre formas
lineares que se encontra em {2} . No que segue, todo anel & supos
to comutativo e com elemento unidade.

1. PRELIMINARES.

Sejam A um anel e M um A-mddulo. Designaremos por M* o dual de M
e, se A for un anel de integridade, por t(M) o sub-A-médulo de tor
gio de M. E conhecido que t(M) & o nficleo da aplicagdo natural

M — M@, K, onde K & o corpo de fragdes de A.

Seja A — K um homomorfismo de anéis de A num corpo K que trans-_
forma elemento unidade em elemento unidade.Ent3o K pode ser mmido,
de uma maneira evidente, de uma estrutura de A-médulo. Para todo
A-mbédulo M, o K-pdsto de M & definido como sendo a dimensdo do K-
espago vectorial M ®, K e notaremos rK(M) = [M e, K: K] . Se A
for um anel de integridade en K o corpo de fragcoes de A, falaremos
simplesmente do pdsto de M e indicaremos com r(M) = [M 8, K : K]
LEMA 1. Sejam A um anel e 0 — M' — M — M" — 0 uma sequ2n
eta exata de A-modulos. Temos Ty (M) < rK(M') + T (M) e se

A
Torl(M",K) = 0, entdo rK(M) = rK(M') + rK(M").

Com efeito, & suficiente ver que se tem a sequdncia exata de K-es-
pagos vectoriais

veves — Torp (M",K) —> M' @, K —> M®e, K— M"®, K— 0

COROLARIO. Se A for um anel de integridade e 0 — M' — M —
-+ M' — 0 uma sequéncia exata de A-mddulos, entao r(M) = r(M') +
+ MM,

Isto resulta do fato de que K, corpo de fragoes de A, & um A-mddulo
plano.

Observemos finalmente que se A é um anel de integridade e a # 0 um
ideal de A, entao r(a) = 1. Com efeito, & claro que r(a) 1. Su-
pondo que r(a) = 0, deduziriamos que a ®, K = 0, onde K € o corpo

A

(1) Trabalho realizado com auxilio de FAPESP Proc. Matematica
66/038.
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de fragdes de A, e como a estd contido em @ OA K, seguiria que a=0.
2. MODULOS DE POSTO n.

TEOREMA. Sejam A um anel de integridade, M um A-médulo e n > 1 um
inteiro. As seguintes condigoes sao equivalentes:

z) existe uma familia livre (x, )1<J<n de elementos de M tal que
Ann(MAkl,...,x JA) # 0;
it1) existe uma familia (fi)lsisn de formas linares sdbre M e uma

familia (xi)lsiSn de elementos de M tais que

fi(xl) = ... = fn(xn) #0, fi(xj) =0sei#je

£,(x)y = Z;.'slfj(y)xj para todo y ¢e M e para i = 1,...,n ;
iii) T(M) =
iv) existe uma familia (f, )1< de formas linares sobre M, duas

a duas distintas, tais que: t(M) = [ﬂ\n_lker (f ) e, para todo
o te g en, [\ Ker(£) # t00)

(i) = (ii). Como Ann(MA?l,...,xn)A) # 0, existe um elemento acA,

a # 0 tal que aM < (x »+++»X JA. Logo, para todo y ¢ M, se tem
1 g
ay = Z:_l i (y)x; onde f.(y) ¢ A para todo i e como a familia ) gien

é livre, fi € uma aplicagdo linear de M em A para todo i.Com efeito,
(@ - £, (x))x; - Lo4sf,

todo i e fj(xi) = 0 para i # j. Temos assim f (x )y = 2

£.(x; )x = 0 implica que f (x;) = a # 0 para

j=1 J(y)x

para todo y em M.

De outro lado, tomando Y, €y, em M, se tem 2_1 1(y1 - yz)xi =
= = = yn
- fi (xi)()’l + Yz) = fi (xi))'l + fi (xi)yz Zl=1 l(yl)x +

+ X1-l 1 (rp)xy, logo £.(y; + y,) = £,(y;) + £,(y,) para todo i. A
nalogamente, se c ¢ A e y ¢ M, deduzimos que fi(cy) = c.fi(y) para

todo i.

(ii) => (i) Seja X?=iajxj = 0 onde os a, estdo em A. Resulta, da
igualdade precedente, que 0 = fi(zg_lajxj) = aifi(xi) e como
fi(xi) # 0 e A € um anel de integridade, entao a; = 0 para todo 1i.

Supondo que Ann(M/(xl,...,xn)A) = 0 e reduzindo a relagio fi(xi)y=
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3-1 J(y)x para todo y ¢ M, médulo (xl,...,x )JA, deduziriamos

fi(xi) € Ann(M/(xl,...,xn)A) de onde, fi(xi) = 0 para todo i.
(i) = (iii). Como A & um anel de integridade é a familia (x)

lgig¢n
& livre, a sequencia exata de A-mbédulos 0 — (xl,...,xn)A — M —

— M/(xl,...,xn)A — 0 nos di r(M)=r((xl,...,xn)A)+r(M/(xl,...,xn)A)=
n + r(M/(xl,...,xn)A). Além disso como Ann(M/(xl,...,xn)A) #0 ,

entao (M/(xl,...,xn)A) 8, kK= t(M/(xl*""xn)A) e, K=0. Logo,
rM) =

(iii) = (i). Se r(M) = n, & claro que o K-espago vectorial M @A K

tem sempre uma base do tipo (xi e 1) e isto implica que a fami-

l<i<n

lia (xi) € livre. De outro lado, para todo y ¢ M, y # 0, pode

l<ign
mos escrever y @ 1 = Zgal(ai/bi)(xi @ 1) onde os ai/bi estdo em K.

Pondo b = JTT®_.b. ec, = a_ T

. b., a relagao precedente & equiva -
i=1"1 i i i’ $3 P a

i#j 3

lente a relagao (by - )7

i-lcixi) ® 1 = 0. Isto implica (cf. {1},

n

cap 2, prop. 4) que by - i=1

C Xy nao & livre em M, logo que existe

"N

1=1c X. ) = 0. Logo ,

um elemento ¢ ¢ A , ¢ # 0 tal que c(by -
cb ¢ Ann(M/(xl,...,xn)A) e cb # 0, uma vez que A & um anel de inte-

gridade.

(iv) = (iii). Com efeito, para todo j, 1 < j < n, existe um ele-
mento x5 € /ﬂ\l#JKer(f ) - t(M) tal que x; ¢ Ker(fJ) As hipbteses
feitas 1mp11cam que a familia (x! )1<J<n é livre. Pondo X, =

= fl(xi) ..... f (x ) I fn(xn)xi para todo i, segue-se que a fami -
lia (xi)lsiSn é livre, que fj(xi) =0sei# je que fl(xl) = fz(xz)...
= £ (x,) # 0. Seja f: M ——*énglfi(M) a aplicagéo A-linear definida
por £(x) = (f;(x)); ; , Para todox emMe J = Im(f). A sequéncia

exata de A-mddulos 0 — t(M) —» M —» J — 0 nos d4d r(M) = r(J).
Consideremos a familia (e.),_. de elementos de J definida por e, =
i’lgign J
(fi(xj))lsisn' Mostremos que a familia (e.)1<i<n € livre maximal
Com efeito, a relagao 0 = 22=1 ;€= (e £, (x)), ;. » onde os c. es-
tao em A, implica que Cifi(xi) = 0, logo que c; = 0 para todo i. De
outro lado, se y € J existe un elemento x € M tal que y=(fi(x))1<i<n

Se tomarmos c = -fl(xl) = -f (x,) = ..u.. = -fn(xn) # 0, temos a re
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lagao ndo trivial cy + Z:_lfi(x)ei = 0 entre os e, e y. Isto nos

mostra que a familia (ei)lsisn & livre maximal, logo que r(J) = n.

(ii) = (iv). Trivial.

OBSERVAGOES.

(1) Sejam A vm anel de integridade, M um A-m6édulo e n > 1 um intei
ro. Se uma qualquer das condigdes equivalentes do teorema preceden
te foér verificada, entdo M ndo pode ser um mddulo de torgcdo. Com e
feito, se M = t(M), entdo r(M) = 0, o que & absurdo, uma vez que
rM) = n> 1.

(2) Nocason =1, f1 = f, em (iv) => (iii) se tem a sequéncia exa
ta de A-mbédulos 0 — t(M) — M —> f(M) —> 0 e portanto, as con-
digdes t(M) # M e £ # 0 sdo equivalentes.

3. A x-CONDIGAO

1. Em seguida, vamos mostrar como o tebrema acima se relaciona com
a nogao de x-condigdo introduzida em {2}. Sejam A um anel de inte-
gridade, M um A-mbédulo e f uma forma linear sdbre M. Se existir um
x em M tal que £(x) # 0 e £f(x)y = £(y)x para todo y ¢ M, diremos

~

que a forma linear f obedece a x-condigao.

EXEMPLOS.

1) Se f & uma forma linear injectiva s®bre M, entdo f obedece 3 x-
condigdo, com x ¢ M - {0} , x qualquer. Reciprocamente a x-condigdo
ndo implica que f seja injectiva, mas somente que Ker(y) = 0:f(x)A.
Vemos assin que se 0:f(x)A = 0 as duas nogdes coincidem.

2) Daremos aqui um exemplo de forma linear que obedece a x-condigio
mas que ndo & injectiva. Para isto, sejam A = Z o anel dos inteiros
racionais, M = Z x Z/(2) (produto direto) e f a forma linear sdbre

M definida por f(m,n) = 2m para todo (m,n) e M. ﬁ claro que f & u-

ma linear sdbre M e se consideramos o elemento x = (1,0) e M,f(x)#0.
De outro lado, para todo y = (m,n) ¢ M se tem f(x)y = 2(m,n) =

= (2m,0) e £(y)x = 2m(1,0) = (2m,0). Assim f obedece a (1,0)-condi
¢ao. O nicleo de f é o sub-A-médulo de M formado pelos pareS'(O,ﬁ)

e (0,1).

3) Consideremos o anel A = Z, o A-mddulo M = Z x Z (produto dire-
to) e a forma linear f sdbre M definida por f(m,n) = m + n, para to-
do (m,n) € M. Suponhamos que exista um x = (p,q) € M tal que x obe-
dega 2 x-condigéo. ‘Para todo y = (m,n) € M se deve ter (p+q)(m,n)=
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= (m+n) (p,q), isto & np = mq. Ora, uma tal relagdo & impossivel
para todo (m,n) € M, exceto se p = q = 0, o que daria x = 0 e por-
tanto f(x) = 0.

2. Indiquemos com M*(x) o sub-A-médulo de M* das formas lineares
que obedecem a x-condigdo. E 1l8gico que podemos excluir sempre o
caso x=0, uma vez que M*(0) =g . Obtem-se assim:

)

xeMM*(x) c M* , logo < k)

* *
xeMM (x)> < M

onde indicamos com <S> , se S & um sub-conjunto de M, o sub-A-mé-
dulo de M gerado por S. Veremos, no N° 4, que em geral:

< Ux EMM* (x) > % M*

isto &, nZFo & possivel "aproximar" toda forma linear por formas 1i
neares que obedecem a x-condigdes, x em M.

3. Do teorema precedente, resulta uma caracterizagéo dos médulos
munidos de uma forma linear que satisfaz a uma x-condigéo.

COROLARIO. Sejam A um anel de integridade e M um A-mddulo. As eon
digoes seguintes sao equivalentes:

(1) existe um elemento X em M tal que Ann({x}) = 0 e Ann(M/Ax) # O.
(2) exziste uma forma linear f sdbre M que obedece & X-condigao.
(3) M) =1,

(4) M nao & um modulo de torgao e existe uma forma linear f sdbre
M tal que Ker(f) = t(M).

4. CONTRA-EXEMPLO A FORMULA <L-x)EMM*(X)> = M*

Suponhamos que a férmula acima seja verdadeira . Toda forma linear
f € M* se escreve f = zifi (soma finita), onde fi € M*(xi) para to
to i. Logo fi(xi)y

fi(y)xi para todo y ¢ M, Isto nos mostra que
fj(xi)y - fj(y)xi € Ker(fi) = t(M) (pelo corolirio) isto &, existe
un elemento c € A, ¢ # 0 tal que fj(cxi)y = fj(y)(cxi) para todo y.
Logo fj € M*(cxi) e portanto f ¢ M*(cxi). Mas, o exemplo 3) do N°3
nos mostra que, em geral, isto nao & possivel.

NOTA: La traduccidn de "pdsto" es "rango".
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