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1. O PROBLEMA

Um grafo orientado consiste de um conjunto finito \Y%

de vértices, um conjunto finito a de arestas, e fungoes
p e n de a em V. Um subconjunto X de V & positi-
Vo se nio existe o em a tal que na € X e pae V-X .

Um conjunto negativo & definido pela dualidade entre p e

n . Os conjuntos ¢ e V sao ditos triviais.
Uma fonte & um vértice v tal que {v} & um conjunto

positivo. Um sorvedouro & definido dualmente. O grafo & bi-

partido orientado se cada um de seus vértices € uma fonte
ou um sorvedouro. © <

) Para todo.sﬁbconjunto t de a e todo conjunto posi-
tivo X , seja tX o conjunto {0 et : pa € X, ne € V-X}.

Se X & negativo, defina X dualmente. Os conjuntos da

forma aX sao chamados cortes orientados. Uma transversal

(de cortes orientados) & um subconjunto t de a tal que

tX = ¢ para todo conjunto positivo ou negativo nao-trivial
X .

Uma transversal t é limitada por uma funcao inteira
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positiva u sobre V se |t{v}| < u(v) para cada v

em V.

Problema: Encontrar condigdes necessirias e suficien-
tes para que, num grafo bipartido orientado, um con-
junto r de arestas inclua uma transversal limitada

por u L]

Uﬁa solugao do Problema foi proposta pelo autor é por
Younger [FY2]. O presente trabalho 43 uma descrigdo mais
simples daquela solugao. A simplificag3o & baseada numa
- variante de uma relagao supermodular demonstrada por Frank,
Sebo e Tardos [FST].

Espera-se que a solugao do Problema seja Gtil para o
estudo da seguinte conjetura [W,EG]: Em todo grafo orien-
tado, uma colegao maxima de transversais duas a duas dis-
juntas tem a mesma cardinalidade gque um conjunto minimo da
forma ax_ onde X & um conjunto positivo ou negativo nao-
trivial. A identidade j& foi demonstrada [S,FYl] para gra-

fos-dotados. de conexao fonte-sorvedouro.

2. SOLUGAO DO PROBLEMA

Um apinhamento de conjuntos & uma colegao de conjuntos

disjuntos dois a dois. Uma particdo de um conjunto X &
um apinhamento P de subconjuntos n3o-nulos de X tal que

UP = X . Uma particao positiva consiste de .conjuntos posi-

tivos; uma partic3o negativa & definida dualmente.




Uma decomposicdo de um conjunto positivo X & uma co-

legdo Y de conjuntos negativos n3o-triviais que admite
uma partigao {Vl, R Vm] tal que

para cada 1 ., Vi é um apinhamento e

a colegao {V-UY ., .oy V-UVm] & uma partigao de X .
Uma decomposigao de um conjunto negativo é definida dual-~
mente. Exemplos: Para X negativo nao-trivial, qualquer
particdo positiva de V-X & uma decomposigao de X .
Para qualguer partigao negativa. S de X , a colegao
(V-5 :.S ¢ S} .& uma decomposigao de X .

A seguinte propriedade segue imediatamente da defini-
gao: Para: toda decomposigcao Y de um conjunto positivo X,
(1) aY n aY¥' =@ para elementos distintos Y,Y' de VY e
(2) Ufay : Y e V} = X.

Um terno positivo consiste de um conjunto positivo X,

uma decomposigao Y de X , e um subconjunto H de V .
Um terno ﬁegativq é definido dualmente. Um subconjunto r
de a @ viavel se, para todo terno (positivo ou negativo)
X,Y;H , a inclusdo rX rH implica a desigualdade

|y] < ui , onde ul =

Teorema: Para todo grafo bipartido orientado (V,a,p,n)
e gqualquer fungao inteira positiva u sobre V , um
subconjunto r de a inclui uma transversal limitada

por u se e s se I e viavel.

Prova do "sb se": Suponha que r inclui uma transver=

sal t limitada por u . Seja X,Y,H um terno positivo



ou negativo tal que rX'c rH . Como tY n tY' = ¢ para
elementos distintos Y,¥' de V . tem-se |Y| s [tx]| ;
mas |tX| s [tH| , pois tX c tH ; e [tH| s wH pois t

€ limitada. Portanto, r & viavel. //

Reducdo do "se" aos Lemas da Simetria e Supermodulari-

dade: Suponha'que r & viavel. Seja t um subconjunto
vidvel minimal de «r . Vamos mostrar que t & uma trans-
versal limitada por u .

Seja X um conjunto positivo n3do-trivial qualqguer e
H um subconjunto de V tal que tX S tH . Como X tem
uma decomposi¢ao nao-nula (especificamente; {v-X}) e t
e viével; temos 1 < uH . Assim, H = ¢ . Portanto, tX =
@ . O raciocinio dual mostra gue tX Z ) para todo con-
junto negativo nao-trivial X . Assim, t & uma trans-
versal. Resta mostrar que t & limitada.

Uma barreira de uma aresta a & um terno X,Y,H tal
que tX c tHu{al e |V| > uH . Em virtude da minimali-
dade de t , todo a em t tem uma parreira. Na verdade,
todo o« tem duas barreiras, uma positiva e uma negativa,
como passamos a indicar. Suponha que X,Y,H '€ uma barrei-
ra positiva de a . Pelo Lema da Simetria dado abaixo,
existe uma decomposigdo ¥ de V-X tal que V| = |v| .
Como r(V-X)= rX , o terno V-X,V,H & uma barreira ne-
- gativa de a .

Seja v um vértice qualquer, digamos um sorvedouro;
vamos mostrar que |t{v}| < u(v) . De acordo com o para-

grafo anterior, toda aresta de t{v} tem uma barreira



positiva. Em particular, existe um terno positivo X,Y,H

TR
tal que
tx € tH v t{v} e ly| =2 ul + |t{v} n tx] (1)' i
Escolha X,Y,H de tal modo que t{v}ntX seja maximal .
Entao
t{v}l ¢ tX _ ' (2)
como mostraremos no proximo paragrafo. Ademais,
V] s wi + u(v) - (3)
pela condigZo de viabilidade aplicada ao terno X,Y,Hu{v}.
De (2),(1) e (3).seque que - |t{v}]| = |[t{v} ntX| < ulv) .
Subonha que,'ao contriario do que se afirma em (2),
t{v} - tX contém uma aresta o' . Esta aresta tem uma bar-.
reira positiva. Em particular, existe um terno positivo
X',V',H' tal que t{vliantx' = {a'} , tX' ctH'ut{v} e
ly'| = wH' + |[t{v}ntx']. sSeja hn~ o conjunto (HnX')u
(H' nX) u (HnH') e H, o.conjunto (H-X') v (H'=-X) v
(HnH') . Note que XnX' e XuX' sao conjuntos posi-
tivos, t(XnX') ¢ tHnlJt{V} e
SE(XuX') g tH out{v . _ (4)
Ademais, t(XnX') ctH ) (S)
pois t{v}ntx' = {a'} e a' ¢ tX . Pelo Lema da Suéer-
modularidade dado abaixo, existem decomposigoes Vn e yu
de XnX' e XuX' respectivamente tais que
IVn[ + |VU| > |v] + |v'] . S
Como t & vidvel, (5) implica IVnI s uH_ . Logo, 2

vl o= vl lvr] - 1y,

- uH + uH' - uH_+ |t{v} n tx| + |t{v}ntx']|



2 uH + uH' - uH_ + [t{v}nt(xe')[

: wH o+ [t{vint(xux')| . (6)
Por (4) e (6), o terno Xux‘,VU,Hu tem as mesmas propri-
edades que X,Y,H . Ademais, t{v}n tx é subconjunto pro-
prio de t{vlat(Xux') o que contradiz a maximalidade de

X,Y,H . a contradigao prova (2). //

Lema da Simetria: Para toda decomposicdao Y de um

conjunto positivo X , existe uma decomposigao V de

V-X tal'que [V] = |y] .

Lema da Supermodularidade: Para decompésigaes Y e

Y' Qe conjuntos positivos X e X! respectivamente,
existem decomposigdes y, e Y, de XnX' e xuyx'

respectivamente tais que ]an + [VUI 2 Y| + |y .

O segundo lema & uma variante de um resultado de Frank,
Sebo e Tardos [FST]. A Prova que daremos do primeiro lema
e eéssencialmente uma versao da prova do Teorema de

McWhirter e Younger [McWy].

3. SIMETRIA

Seja X um conjunto positivo, A uma particdo positi-
vVade X e B uma partigdo negativa de V- X - Um con-

junto positivo p esta espremido entre A e B se, para

todko C em AuB » Ou CnD=¢ ou C-D = g .



Uma gobértura de uma colegao D de conjuntos positi-
vos ¢ um conjunto 't de arestas tal-que tb = ¢ para to- ™
do elemento ndo-trivial D de D . : e
Um apinhamento P & ggié fino que outro p' se todo
elemento de P estad incluido num elemento de P' . Todo
conjunto positivo X tem uma partigao positiva que é

mais fina gue gqualquer outra partigao positiva de X .

Prova do Lema da Simetria: Seja A a particao positiva

' mais fina de X ; B a partigcao negativa mais fina de

v-X; D a colegao dos conjuntos positivos espremidos en-
tre A e B ; e t uma cobertura minima de D .
Vamos mostrar que |Y| s |tX| . Como aY n ay' = @ pa-

ra elementos distintos Y,Y' de Y e ay c aX para todo
Y em YV , a desigualdade |Y]| s [tx| @& consequencia da
jnclusdo {V-Y : Y ¢ ¥} ¢ P , que passamos a verificar.
para todo Y em Y e todo B em B, BnY e B-Y sao
conjuntos negativoé. Como B nao admite refinamento, um
dos conjuntos BnY e B-Y deve ser nulo. Um raciocinio
andlogo mostra gque AnY = g ou A-Y =0 para todo A
em A . Portanto, para todo ¥ em Y , V-Y esta espre-
mido entre A e B . .

Nos trés paragrafos seguintes vémos mostrar que existe
uma decomposigao Y de V-X tal que |¥| = |tx| . Com
isto, estari concluida a prova do Lema. .

Sejam A e B elementos de A e B respectivamente.

Como t & uma cobertura de D , existe uma sequéncia



(al, ces » ak) de arestas tal que

pa, € A,

na, =no, , Pe, =Paj , ... , NOG_,=N0y _, , P, =Py

nak- € B e

Oy reees Opj4p 707 O € t .
Seja tf. o conjunto (t - {al,...,azi+l,...,ak}) u {az,..
"’a2i;';"ak-l} . Como |t'| < |t|] e t & minimo, D
tem um elemento nao-trivial 'Z tal que t'Z = ¢ . Para
um tal Z tem-se A-2Z =¢ , BnZ=¢ e |tz| =1.

Seja A um elemento qualquer de A .. Para cada B em
B., seja Zp o elemento maximal da colecao {2 ¢ D :
"A-Z=¢g, BnZ=¢g, [tz =1} . Seja 1 a colegao
{ZB : B e B} . Uma verificagao de rotina mostra que 7 é
um apinhamento, que A-UZ =g , e que (V-X)gUZ =¢ .
Para cada A.em A ., seja ZA o mais fino dentre os

apinhamentos I que satisfazem as condigoes: Z ¢ D ,
A-UZ=¢g, (V-X)nlUZ =g, é [tz] = 1 para todo 2
em 2 . Seja ¥ a colegdo U{z, : A ¢ A} . Uma verifica-
¢ao de rotina mostra que {V--UZA : A e A} € uma parti-
cao de V-k . Portanto Y & uma decomposicdo de V-X .

Mas entio J _ |tz| = |txX| , donde |V| = |tx| . //
ZeY

4. SUPERMODULARIDADE

Lema 1: Sejam Y e Y' conjuntos negativos. Dadas
particoes negativas P e P' de Y e Y' , existem

partigoes negafivgs P, e P, de YnY' e YuY'



tais que IPn| + ]Pbl = |r| + |P'] .

Prova: Seja R 'a familia definida pela uniao disjunta
de P e P' (isto &, R tem duas cOpias de cada elemen-
tode PnP' ). .Um elemento R de R cruza outro ele-
mento, R' , se RaR'2 g , R £R' 'e RZR' .Se R
cruza R' , substitua R por RnR' e R' por- RuR' .
A familia assim obtida tem menos cruzamentos que R . Re=-
pita a operagao até obter uma familia .R* que nao tem
cruzamentos. Seja P a coiegéo dos elementos minimais

de R*, e seja Pu o complemento de Pn em R* . Veri-

n v
Ademais, [P 1+ [Pl = IR*] = IR] = |P| + [P]| . //

fica-se que P_ e P s3o partigcdes de XnX' e XuX'.

Lema da Supermodularidade: Sejam X e X' conjuntos

positivos. Para decomposigoes Y e Y' de X e X',
existem decomposigoes VY e Y ~de XnX' e XuX'
tais que |Vn| + |VU| = |y + |y'] .

Prova: Séjé {Vl, I £ Vm} a particao que caracteri-
za Y como decomposi¢ao de X . Seja {V!, ..., Vﬁ} a
particao correspondente de V' .

Seja @I a familia de apinhamentos definida pela uniao
disjunta de {Vl,...,Vm} e {Vi,...,VA} . Para cada P
em I , considere o conjunto positivo V-UP . Seja @ a
familia de todos estes conjuntos positivos.

Suponha que dois elementos, Q e Q' , de Q se cru-
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zam, e sejam P e P' os elementos correspondentes de I.
Pelo Lema 1, existeém particoes negativas Pn e PU tais
’ A
= = t s = ' =
que V-UP =QuQ', V UP, =QnQ' e IPnI + IPUI

[P| + |P'| . substitua P,P' por Pn ,PU e Q,Q' por

QuQ' , QnQ' . Repita esta operagdo até obter familias 1n*

* -~
e Q% tais que Q" ndo tem cruzamentos.

Seja 2, a colegao dos elementos minimais de Q* e

seja QU 0 complemento de Qn em Q* . Sejam Hn e HU

as subcolegbes correspondentes de I* . Defina v, e Y,

como UHn e UHU respectivamente. Verifica-se que

{v-UP : P e Hn} = 9, e Q & uma partigdo positiva de

n

XnX' ; portanto Vn € uma decomposicao de X nX'. Analo-

gamente, Y & uma decomposigdo de XuX' . Ademais,

— . *
I+ 1y, I = F{P| : P e 1™}
= J{|P] : Pem} .
= Vol + cvv+ [yl + (V1] + oo+ v: ]
= Y] + |y'| ./
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