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CONTROLADORES PREDITIVOS ATRAVES DE DESIGUALDADES MATRICIAIS
LINEARES
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Resumo— Este trabalho apresenta dois algoritmos para resolugdo de problemas de controle quadratico robusto com
restrigdes dentro do contexto de controladores preditivos {MPC). Inicialmente apresentamos uma breve mtrodugio aos
algoritmos MPC. com énfase na abordagem do controlador linear quadratico. Em seguida sio apresentados os dois
algoritmos de interesse. que utilizam teenicas de otimizagdo de desigualdades matriciais lineares (LMI). Dessa forma as

restrigdes e as incertezas podem ser computacionalmente tratadas de manerra elicaz, Por fim sdo realizadas simulagdes ¢

comparagdes entre esses algontmos. bem como com teemeas de MPC encontradas na literatura atual.

Palavras chaves— controladores preditivos. desigualdades matriciais lineares. controle robusto com restriges.

Abstract— This work presents two algorithms ftor the solution of robust quadratic optimal control problems with
constraints. within a model predictive control (MPC) framework. Imuallv we present a bnet introduction of the MPC
algonithms. emphasizing the linear quadratic controller approach. Next the two algorithms ol interest. usimg LMI
optimization techniques. are introduced, By using this technique. the constraints and uncertainties can be numerically
treated easily. Finally some simulations and comparisons between these algonthms. as well as with MPC techmiques

tound in the current literature are presented.

Key words— model predictive control. linear matrix inequalities. robust control with constraints.

1. Introducio

Atualmente as industrias quimicas ¢ petroquimicas
demandam sistemas de controle automatico
sofisticados para atenderem as imposicoes do
mercado levando ao desenvolvimento de novas
técnicas de controle. cada qual mais eficiente para
um deteminado tipo de processo. porém todas
devendo satisfazer a varias exigéncias comuns
como: qualidade do produto: preco competitivo:
restri¢cdes de funcionamento dos equipamentos e da
planta: seguranca da operacio e dos operadores:
emissdo de poluentes dentro das normas:
quantidade que atenda a4 demanda. Todas essas
exigéncias. somadas aquelas especificas do processo
a ser controlado e ds caracteristicas multivariaveis
das plantas atuais. tornam a solugdo dos problemas
de controle impossiveis de serem obtidas
analiticamente para sistemas reais. mas. que podem
ser resolvidos de forma numeérica a partir de
algoritmos computacionais. inclusive nos casos
onde ha restrigdes nas variaveis da planta.

Uma familia de controladores bastante utilizada
na industria petroquimica ¢ a de modelos preditivos
que. em geral. satisfaz as exigéncias anteriores.
Inameras técnmicas de projeto para  ¢sses
controladores tém sido apresentadas na literatura
recentemente. cada uma delas assumindo diferentes
tipos de modelos para a planta e fungdes objetivos a
serem minimizadas (vide [3]-[11]. [17]. [18]. [20].
[21]).

Na pritica. o problema de controle de processos
das industrias quimicas ¢ petroquimicas estd sujeito
a restrigdes quanto a amplitude e taxa de variagio
das varidveis manipuladas e controladas (entradas e
saidas das plantas). Os atuadores (valvulas de
controle. por exemplo) sdo limitados pela abertura
ou fechamento totais e pela velocidade. ou taxa. que
se pode efetuar a manobra. Razdes construtivas ¢ de
seguranca. como a faixa de operacio dos sensores.
impdem limites nas varidveis de processo. como
nivel dos tanques e vazdo nos dutos. Os sistemas de
controle devem prever antecipadamente as possiveis
violagoes das restricdes ¢ corrigi-las de maneira
apropriada. As restricoes nas saidas sdo devidas
principalmente as razdes de seguranca e devem ser
controladas antecipadamente pois as varidveis de
saida sdo afetadas pela dindmica do processo. As
varidveis de entrada (manipuladas) sempre podem
ser mantidas dentro da faixa admissivel pelo
controlador. limitando-se a agdo de controle para
valores que satisfacam as restrigdes de amplitude e
de taxa de variacio das entradas.

Além das restricoes os sistemas apresentam
incertezas de modelagem normalmente introduzidas
para simplificar o tratamento matematico. Assim os
modelos matematicos de controle descrevem a
dindmica do processo de modo apenas aproximado.

O objetivo do estudo de controle ¢ o de projetar
controladores que mantenham a estabilidade ¢ o
desempenho do processo apesar das incertezas ¢
imprecisdes do modelo.



As cenicas mais comuns de tralamento de
incertezas sdo a de incertezas de resposta em
frequéncia ¢ incertezas parameétricas da fungio de
transferéncia,  Usaremos a scgunda  tecnica 1o
desenvolvimento do trabalho nas secdes que se
seguen.

2. Abordagem do Regulador Linear Quadritico
em MPCH

Nesta secdo sera analisada a  abordagem de
reguladores lineares quadriticos dentro de um
contexto  de  controladores  preditives. Os
controladores MPC tem larga aceitagdio cm
aplicacdes industriais. principalmente em processos
de dindmica lenta. como os das industrias quimicas
¢ petrogquimicas. por conferir alto desempenho ao
sistema e operar sem intervengdo dos engenheiros
por longos periodos de tempo. As restri¢des tratadas
pelos algoritmos de MPC geralmente referem-se as
limitagdes na abertura de valvulas ¢ em variaveis
manipuladas na planta do sistema (pressdo.
lecmperatura. etc.). portanto MPC's servem como
motivagdo para sistemas de controle com restricdes.

A metodologia de projeto de controladores do
tippo MPC ¢ direcionada para  sistemas
multivariavies que tém forte interagdo entre as
varidvels manipuladas e controladas.

Essa teenica apresenta um método sistematico
para o tratamento das restri¢des fisicas da planta ¢
das vanadveis de processo. tanto 1o projeio quanto
na implementagio do controlador.

Os algoritmos® MPC mais comuns sio os
seguintes: MAC (Model Algorithmic Control):
DMC  (Dyvnamic  Matrix  Control): GPC
(Generalized Predictive Control).

O algoritmo do MPC. qualquer que seja. consiste
em efetuar. em um instante de tempo k. medidas
nas variaveis do processo yi k) ¢ a partir do modelo
nominal da planta calcular as entradas u(k)que
serdo aplicadas ao sistema num horizonte dc n
instantes futuros. Essas entradas sdo calculadas com
a minimiza¢do de uma fungdo custo de controle
também chamada de fungdo objetivo.

Todos os algoritmos de controle preditivo tém os
seguintes elementos comuns:

e Modelo de predicio: calcula a saida estimada y
de acordo com o modelo nominal adotado para a
planta do sistema. E escrito na forma de espaco de
estados do scguinte modo:

k)= Czk)

{.r:k+i'|= Axrik)+ Butk)

INIPC - Model Predictive Control,
~Para um resumo e comparagio dessas téenicas veja 3] ou [8].

Dentro deste trabalho daremos éntfase ao modclo
nesta representacdo.  Algoritmos DMC. MAC ¢
GPC uuhzam modelos na forma de resposta ao
degrau ¢ resposta impuisional.

e Funcio objetivo: funcdo a ser minimizada para
determunacio do sinal de controle adequado. Esta
funcdo penaliza o esforco de controle ¢ o erro de
predicdo do sistema.

o Lei de controle: algoritmo iterativo utilizado para
minimizagdo da funcio objetivo que levara ao
melhor sinal de controle do sistema.

Excmplo: Como exemplo de algoritmo MPC
apresentamos 0 DMC com restricdes (vide |8]).

A funcdo custo quadriatico ou fun¢io objetivodo
controlador DMC ¢ a seguinte:

Jlk)Y =3 (k=1 ky=rik =1 '-Ilf_,:ﬂ-' gl = k) — ke = 1)) =

Ntk +7 BVBRAwE—T &y .

Minimizamos a fungdo objetivo para a entrada
wl k). conforme expressdo abaixo

e Z T S I I S U [ TV SO e ey |

Satk = L EVRAutk =1 k) t

sendo as estimativas da saida yik+1/k1 ¢ dos
disturbios do processo d(k -+ (/) dadas por

i
i+ S H Amk+1—0)
-1

.\-"—-:—r)\rlk—f—f A {23

k41 k)= SHAuthk+1
=1

~ Hvuth+1

dik+1 k) =dk k)= ymik) - 5 H Aulk — i1

- Hvulk+1 - N) [3)
onde y,, k) representa o valor medido de y no
instante /. Ainda temos a restricio definida por

ZC.Zf?}iA-+! B+ Cluth+1- 1i+¢" 0. (4
=1

A equacdo (2] apresenta trés elementos do lado
direito da igualdade que sio:
i
a) (ZH.L\ulk +1

ib)que representa a entrada

=1

atual e todas as entradas futuras da varidvel

manipulada no horizonte de controle defimdo para

o controlador ¢ que sdo determinadas minimizando-

se a fungido objetivo:
e

b)( > HAulk+1
1=i+1

representa apenas os valores passados da variavel

manipulada e que sio completamente conhecidos no

mstante k:

4+ Hyuik+1- f\-"?)que



Cj(dlr':—'—f.-'f’c}) que representa a previsio da

perturbagdo d. obtida resolvendo-se a expressido (31,
A previsio dik+1/k) ¢ assumida constante para
lodos os instante futuros (! = ). No instante /% ¢
processada a estimativa da diferenca entre a saida
ylk) medida e prevista ik de acordo com o
modelo.

As equagdes (1) - (4) formam um algoritmo
quadratico que ¢ resolvido on-line a cada instante
de amostragem .

21 Abordagem do regulador linear quadratico
sem restricdes em \[PC

Apresentaremos a seguir 0 MPC utilizando o
modelo em espago de estados sem restrigoes. Qs
resultados apresentados sio adaptacdes daqueles
obtidos no artigo [8]. onde a referéncia ¢ um degrau
unitario. A generalizacio apresentada  neste
trabalho consiste em considerar uma referéncia que
seria a resposta ao degrau de um sistema linear
estavel qualquer.
Considere 0 modelo
Tik+1)= Az(k)+ Bullk)
{ytkl =Cz(k)
sendo A uma matriz n X n. B uma matriz n x me

C' uma matriz p x n. Descjamos que a saida ylk)
siga uma trajetéria definida r( %) dada por

z2tk4+1)=Fz(k)+ (I — Fiv
rik)=Tz(k)

onde v ¢ um degrau ¢ F uma matriz estivel (de
modo que z(k)—v quando k—oo e r(j 1= quando
k=00 ).
Define-se
Uk)=z(k)— 2
de modo que
Uk+1)= Flik).
A fun¢do objetivo a ser minimizada é dada por

T = Z'[_\aii.-}’_h‘.}urm—f- (k) — (B Qlylk) - rr,{-‘.}]
k=0

onde A >0eQ >0e Aulk)= (ulk) - ulk 1)),
Definindo
Az(k)=z(k) — z(k —1).
elk)=ylk) —rik)
segue que

Az(k+1)= AAz(k)+ BAulk)

yk+1)=Cx(k+1) = C(Az(k+ 1)+ z(k))

= ClAAz k) + BAuik) + 2tk
CAAxI k) + CBAw k) + yik)

I

rtk+11=Tz1k+1)
=LIFzth) 4+ (] - Fip)
OO —(I-Fztk)+ I - Fro=+ 21k}
C(I — FYz(k) - ¢)+TC2(k)
Ll Flik)+ rike)

Il

I

cth+1li=vik+1)—rik+1
=elk)+ CAAzik)+ CBAulk) + (] Ealik)

Escrevendo as equacdes acima em uma forma de
cspago de estados. temos que

[Mk=1y ] T F 0 1Mk 7 To
e L A 0f|de| | B [2utk) (5)
Leth=1) | [ru-F) ca 1| i | [cE]

com o funcional

P (_\m- Y RAu(k) +

k=0

00 0 k) 7+
(kY Ar(ky ek)110 0 0| Ark )_[m
00 elk)

Este problema pode ser visto como o problema do
regulador lincar quadratico padrio. Define-se

2 0o 0
Al 0 A 0
C(I-F) CcA I
0 00 0
B=| B | . Q=10 0o n
cB 00 Q

E fato conhecido que uma condi¢io suficiente
para a existéncia de uma soluciio estabilizadora P
para a equacdo algébrica de Riccati associada a0
problema acima. dada por

P=4Pi+Q-APB(R+EBPE) BPA

¢ que o par (4. B) seja estabilizivel. e que o par
([0 0 Q:],A) seja detectavel. Neste caso a lei
de controle 6tima ¢ dada por uma realimentagio de
cstados. onde a matriz de realimentacio ¢ dada por

K= (E'P§+ R) EPa

A andlise das condicdes suficientes para a
existéncia de uma solucdo estabilizante 6tima
podem ser encontradas no Apéndice A. Essas
condicdes sdo  generalizagdes dos  resultados
apresentados por [8].



3. Controle s robusto com restricoes

Nesta secdo sera desenvolvido o principal resultado
deste trabalho. que trata de formular o problema de
controle quadratico robusto com restricdes. advindo
dos modelos MPC conforme visto na segio 2. na
forma de dois problemas de programacio convexa,

[nicialmente  mostraremos  que o problema
quadratico robusto com restricdes pode ser escrito
na forma de um problema de controle . robusto
com restricdes.

A seguir apresentaremos 0s  objetivos  do
controlador ¢ as restrigdes de controle que deverio
ser respeitadas. Em  scguida introduzimos os
algoritmos que solucionam os problemas propostos.
provando que cstes respentam  as - restricdes
desejadas.

Consideremos o sistema linear a tempo discreto
abaixo

zh+1i= A ki + Ju k)
{ 2k)= Daz(k)
com z(0) = 0 ¢ onde e/ designa closed loop.

Sendo A, estavel. ou seja. apresenta todos 0s
seus autovalores no semi-plano esquerdo. a funcio
de transferéncia Gz ) de wik) para z(k) ¢ dada por

Glzy= Dylzl — 4,07
canorma H. ¢ dada por

IGI3 = £ [ tr(Gle =) Gle ) dw
(vejaref, [13] ou [21]).

A norma H. pode ser calculada através dos
gramianos  de  controlabilidade 14,01 ¢
observabilidade (D), A (veja ref. [13] ou [21]).
da seguinte forma

,!_|G||§ =tr(DyL. D) =tr(J'L,J)
onde

Lo+ JJ' =0
Lo DFiDiy=18

AuL A
-4:.1 Lr:Ae-f’

Também temos a relagdo entre a norma H. ¢ o
custo quadratico visto na se¢do anterior. da seguinte
forma.

Gl =3 )=k
onde z'(k) ¢ a saida <k quando se aplica uma
entrada wiD)=e'. wk) =0 para k>0, ¢ ¢
representa  um  vetor unitario de forma que
{e'....,e"} formam uma base ortonormal de R"
(veja ref. [21]). Note agoraquese A,y = A — BR.

( ﬁl ) iy ¢

k= NztkL

¢ fazendo com que a saida do sistema seja

k= Doz ki temos que

i |2 E = E L BV ke ik Buti k)]

A expressio acima corresponde 2 um custo
quadratico com condicdo inicial em & =1 sendo
r 1= .e. Portando a norma H. de G pode ser
vista como sendo a soma em ¢ de custos quadraticos
para condicdo inicial em k& = 1 sendo z'(1) = .Je'.
verificando o fato desejado .

Para o desenvolvimento do nosso algoritmo
consideraremos o sistema (7. em espaco de estados.
descrito abaixo

k=1 = Axtk) + Bulk) + Juik) (7a)
{ 2ik) = Ezlk) + Full) (7.b)
comz(0)=0 e onde JJ 0 ¢ E'F=0 A
ortogonalidade entre £'¢ F ¢ assumida somente por
conveniéncia. podendo ser obtida por uma mudanga
apropriada de coordenadas.

Conforme visto na se¢do anterior. a abordagem
do regulador linear quadratico em MPC pode ser
escrita como um problema LOR padrio. com
variaveis de estado ¢ funcional como em (3) € em
(6). A partir de agora redefiniremos as varidveis de
estado k). controle ulk! ¢ matrizes A ¢ B.
conforme em (3) e o funcional com suas matrizes de
custos conforme em (6). isto ¢. adotaremos a
seguinte notacdo (vide (3) ¢ (0)):

lik+1)
k) — | Azik+ 1) ulhk) — Aulk).
elk+1)
F il 0
A— A= N 4 0
Ii—-F) CA I
N oo 0
B—EB=|B|[.Q—Q=|0 0 0.
B n o Q

R — R

O sistema (7) ¢ um modelo nominal de uma
planta real na forma MPC conforme acima. Os
parametros Ac¢ D apresentam incertezas € podem
ser representados como um conjuntdo convexo
definido por 22 ¢ descrito por:

A b N
£ = [_-i_ﬁ%]:.l En_..l,.,")'_zu_.ff,.u. "-Efl_‘—l}
- R =]

demodoque [A B =3 a, 4 B, |



Note que se V=1 o sistema nio apresenta
incerteza de modelagem.,

Para o sistema (7) com realimentacio de estados
dada por uik| = — Azl denotaremos por Gy a
funcio de transferéncia em malha fechada de | 7)
definida por

Gr= Dilgl — A7

As=A4 BK
By=E-FK

i

¢ cuja norma H. ¢ dada por
IGkl3 = tr(DyL.D!,) = tri.J'L,J ).

O objetivo do algoritmo ¢ encontrar a matriz de
realimentacilo A" de modo que o controlador
satisfaca as seguintes condicdes:

1) ul k) estabilize o sistema (7): (8)
i) A norma H. de |Gl . conforme definida
anteriormente, seja

IGkI. < & (9)

para algum & > 0
ii) Para qualquer impulso w(k), k=0,1,...
aplicado a (7.a) as restricdes

|Hiz(k) + Liutk)|* <€, i=1,....1, (10)
sdo satisfeitas paratodo k =0, 1. .. ..

Note que conforme foi visto anteriormente. a
norma H, pode ser escrita como a soma dos custos
quadraticos das saidas para um conjunto de entradas
impulsionais w'(k) onde w'(0)=e'. wik)=0
para k>0, {e' ... e"} formando uma base
ortonormal para R". Logo a condigdo (10} impde
que para qualquer que seja esta entrada impulsional
as restricoes em (10) sdo satisfeitas. Note também
que a condi¢do (10) poderia representar restricdes
ou no controlador ou na variivel de saida do
sistema pois. fazendo H, =0 para algum i temos
que (10) fica da forma [Luik)|" que penaliza
apenas uma combinagdo linear das varidveis de
controle. Ou entdo. fazendo L, =0 para algum i
temos |[H,z(k)||" que penaliza a saida H.z(k)do
sistema. Portanto a condicdo (10) representa uma
generalizagdo nas condi¢des que devem ser
respeitadas pelo controlador.

Proporemos  agora  dois  problemas de
programagcdo convexa. Mostraremos em seguida que
a solugdo desses dois problemas usando as
ferramentas de desigualdade linear de matrizes
(LMI) levardo as leis de controle que satisfazem as
condigdes (8). (9) e (10). Estas provas. apresentadas
nos teoremas 1 e 2. sio os principais resultados

teoricos deste trabalho. Esses resultados podem ser
Vistos como uma adaptacio dos resultados obtidos
em [13] para o caso com restrigdes. ¢ também dos
resultados em [16]. dentro do contexto de normas
H- com restricdes.

Problema I: Encontrar uma solugdo do tipo
L‘L" ;- [ H/; I’V’-_- J

W W
para o problema de
E 0O E' 0
3 = rmin tr W ¢ 1
pi min [ﬂ FJ [ﬂ F J (
sujeito as seguintes condi¢des:
ay AW AL - BULA, - LWLB - BWLE - W — I
PirE §= Tt N 1121
[ w £
hrL TER W i (13
- HWH] — LiIWSH, — HWall + LiValy } < €1,
para (= 1.....] ! (14

Problema 2: Encontrar uma solugio em (v, V,¥)
para o problema de

minti )

sujeito ds seguintes condicdes:

I” VA +1'B TVE YR
AV¥BY P 0 0 |,
o EV 0 oI o | =9
EFY n] 0 vl
para i=1.....] N. (13)
(r Jr .
. . 16
b_JLJ ‘.} > 0. [ 0. I 0 ([16]
. [E“'f (HVH +LYH +HY'L) LY]._
<) YL % -0

para i=1... .1 17)

Mostraremos que as solugdes Otimas dos
problemas 1 e 2 levam aos controladores que
satisfazem as condigdes (8)-(10). Vejamos a
solugdo do problema 1.

Teorema | Suponha que o problema 1 tenha uma
solugdo do tipo

W, W

e 4 é definido por (11). Entio as condicdes (8)-(10)
sdo satisfeitas para u k) = — A'z(k) onde

K=Ww" e = 8.



Prova: As provas de (8) ¢ (Y) podem ser vistas em
[13] ¢ serdo omitidas. sendo provada apenas a
condicdo « 10, Tomemos a equacio (7.a/

rk+1 = Axiki+ Bulki+ Jwik).

comziDi=Neuwk = Az,

De (12) e (13) segue que
\A—BRIW,(A - BRY - Wy, +.JJ' <0

¢ portanto com w(0) = e, wik) = 0. k > 0, segue
que

i Dzil = Jw0w(0)J' = Jee'J' = 1) < W,

Suponhamos que a propriedade anterior seja
valida paraqualquer £ = 0,1, ... ou seja

skl < W, .
Da equacio (7.a)
BE r{k)eik) 14 - BR)

k4 1lirth+1)Y =14

€ como supomos inicialmente que =ik iz k) < W,.
entio

DR \x(k (k) (A - BKY

k4 lrk+1Y =14
(4 - BRI A - BRY _ .

Logo. concluimos que z(k)x(k)" < W, para todo
¢ =0.1,.... Tomemos agora a expressio

k)W 2k (k)W z(k) = (z(kYW; zik))
Como visto anteriormente z(k 1z k| < W, logo.
(x(e) W3 zik)) < 2(k) Witk
ou scja rik)Wilzik) <1 Com isso podemos
garantirque (k) € {z: /W, 'z < 1}.
Voltemos agora a expressdo ( 14 ). Desejamos que
max, { ||[Hz(k)+ Luk)| } < &
Substituindo
ulk) =

Kz(k) com K = WIW, !

emos
max, { |(H, — L,W.' W’ .-Ilmn'-'} <

II}GX_J.{:i;iH, - LW.,W ! 1.r||::.r'W»l"I < l},

Fazendo agora a seguinte mudanca de variavel
r=W_ r tercmos

max H o LW el etk llﬂ =
J
\

|11;1x,{.."Hrll'. Ly Vel e 1/lr=

Y. ("[_:,-.;-.- SRR - BT |

N ( (I = LT ) — e gg) Y =

L

N HWHT = LOVH] - HWLLD = LWL ED

Como W, > WI!W "I, obteremos

Naowast HAV B — LWV H = BURGE, = BR800
A HITH, ~ BV HE, WL < BRGl s 2

b= Ll

provando a condic¢do (10 ). O

Vejamos agora a solugio do problema 2.

-

Teorema 2: Suponha que E'E >0 ¢ que o
problema 2 tenha uma solucdo em (. V.Y 1. Entio
as condigdes (8)-(101 sdo satisfeitas  para
ulk)= — Kzik) onde
N= YV! e &= pr

Prova: As provas de (8) ¢ (9) podem ser vistas em
[16] ¢ serdo omitidas. sendo provada apenas a
condicdo ( 10). De | 13} e (16) verifica-se que

V13 (A — BRYV-Y(A - BE) 4 L=ERE_FK)

Pré-multiplicando por xi/ )" ¢ pos-multiplicando
por z(k) obtemos
PRV = (k) (A - BRYVUA — BR (k).

Da equagio (7.a) com wi(0)=e. wik)=0,
k> 0, segue que

(kYU (k) = rk) (4 - BK)YV (4 — BR)x(k)
€ portanto
LEVA = BRYTU 14 - BR)rtk) = stk — 1V 2k~ 1)
ou scja.

1=w(0)w0)>w0)J'V ' Jwo) =
=z 1)V 'z(1)> k) V-izlk)

paratodo k= 0,1,....

Portanto z1 k) € {z: 2’V 1z < 1}



Desejamos que
max, | |[Hxk)+ Lutk)|"} <€,

Substituindo

ulk)= - Kxlk) com A = - Y|
Cmos

max, | {|| H 4+ LYV iz !"} <
maxf{f!IH, + LYV iz 2Vl < 1}

Fazendo a seguinte mudanca de varidvel

T =V "z teremos

”IH.—;'.,':‘1"":'T."..,"”_:.:."'.r- I}
‘!'(1[,1': s ‘;HJ [}
A,,,,,({_H,i'_ FLYU) (AU - Ly ‘)
v } ]

r

maXs {
/
1

maxy

'\H:-J:((AJ'TI-T'.' T I'Iou‘}-r_ ){1 ¥ ‘f!rlf = ‘: '?-JI'Y-J.
Mpuc(HVH - LYH] - HY'L, - LYV=Y' L)< £, (18)

’

Note agora que a condi¢do (17) € equivalente.
pela decomposicido de Schur, a

&r-(HVH + LYH~+ &Y L) =L ¥V >0
¢ portanto

HVH +LYH +HY'L' + LYV 'YL < &1
o que implica que

Nnacl UV H + LY H! -« HY' 'L+ LYV Y ) < 27,

Este resultado juntamente com ( 18} mostra que

|Hztk)+ Louk)

| <& paratodoi=1,....1

provando a condicdo ( 10). O
Mostramos. portanto. que a solugio de problemas
de controle otimo de norma H- com restri¢des pode
ser obtida por algoritmos convexos com base na
teoria de LMI. Os 2 algoritmos apresentados.
baseados em desigualdade linear de matrizes.
resolvem o problema proposto. mas. também podem
ser utilizados em MPC. conforme visto na segio 2.

4. Simulacoes

Passaremos a descrever o sistema fisico estudado
em [24] e simulado em [19]. utilizado-o para as
simulagdes em MPC e LMIL. Para o problema 1 da
secdo 3. utilizaremos a notagdo LMII1. ¢ para o
problema 2. a notagio sera LMI2.

O sistema consiste de uma maquina de fabricacio
de papel (fig.1) para a qual propomos controlar as
varidveis do tanque da injetora (composi¢io e nivel

de liquido). Sendo o sistema real bilinear foi
necessario lineariza-lo e discretiza-lo.

[

Ermaque s in

.'.-fj

Carel unads
Fearoumsio g
o de dgua f
Figura 1: Diagrama esquemitico da maquina de papel.
Utilizando a nomenclatura dos trabalhos

originais citados anteriormente os estados da planta
sdo designados por x' = [H, H. N; N.|, onde H, ¢
o nivel do liquido no tanque de alimentagio. H- é o
nivel do liquido no tanque da injetora. NV, ¢ a
consisténcia (porcentagem de polpa fibrosa em
suspensdo) no tanque de alimentacdo ¢ N. ¢ a
consisténcia no tanque da injetora. Todos os estados
do sistema sdo mensuraveis. ¢ o vetor das saidas é
dado por y' = [H| H:.N;N:]. O objetivo do
controle ¢ manter as saidas H» ¢ Nu(y» e ys) em
niveis previamente estabelecidos. As varidveis
manipuladas sdo u" = [G, G| onde G, ¢ a taxa de
produto que vem do estoque ¢ G, ¢ a taxa de
produto reciclado. ambos entrando no tanque de
alimentagdo. Existem duas perturbagdes. uma
mensurivel designada por v = [N,] que representa
a consisténcia de material vindo do estoque e uma
ndo mensuravel que é d = [N,] que representa a
consisténcia do produto reciclado. ambos entrando
no tanque de alimentagio.

Todas as variaveis estio normalizadas. ou seja.
seus valores sdo zero na condicio nominal de
operagdo do sistema e variagdes em torno da
situagdo nominal sdo sempre da mesma magnitude.
O processo ¢ estavel em malha aberta.

A representacdo em espaco de estados do sistema
em tempo discreto ¢ a seguinte:

cih+1)= Axlk)+ Bulk)
ylk)=Czxlk)+ Dulk)

Sendo

0.0211 0 0 0
0.1062  0.4266 0 0

= 0 0 02837 0 |
0.1012 — 0.6688 0.2893 0.4266
0.6462  0.6462 0 0
0.2800  0.2800 0 0

B=115237 07391 02308 0.4616 |
0.9929 0.1507 0.0859 0.1718
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A Sistema néo linear em malha fechada utilizando
o controlador NMPC

Simularemos "Maquina de papel" em malha
fechada com um controlador MPC projetado a partir
do sistema linear nominal apresentado acima.

Para o modelo bilinear real serio utilizadas
matrizes A e B com as seguintes caracteristicas:
Arear = 1154 10m. Breni = 1.15B,5m. onde
Apom = Ae Boom = B.

Para o projeto do controlador
consideramos os seguintes parametros:

MPC.

e Horizonte de predigdio de 10 periodos de

amostragem ou seja 20min;

e Horizonte de controle de 3 periodos de

amostragem ou seja 6maen:

e Penalizagio unitiria em y»e y; e nenhuma

penalizacdo em y; € ys. quanto ao acompanhamento

de referéncia;

e Penalizacdo de 0.6 em u; e us:

e Limites inferior e superior de u em — 1000 e

1000 ( na pritica ¢ como se nio houvesse limite

para u ) e taxa maxima de variagdo de 1:

e Nenhuma restri¢io em y:

& Perturbagdo mensuravel nula:

e Estimador do tipo Kalman:

e Referéncias das saidas dados por y; = 0, y, = 1.
s=0eys= —1;

® Ruido branco gaussiano aplicado na entrada do

controlador e na entrada da planta. com variincia

de 0.1.

A seguir apresentamos os graficos das respostas
Y2. Y4, bem como as varidveis de controle do
sistema para esta situagio:

Cuiputs

i
2

1 R —

Figura 2: Respostas do controlador MPC.

BJ Sistema ndo linear em malha fechada utilizando
o controlador [A]]

Apresentamos agora 0s resultados
correspondentes  as  simulagdes utilizando o
controlador LMI1. Inicialmente descrevemos o
modelo em espaco de estados. na formulacido
adequada para MPC (vide equagdes (5) e (6)). que
utilizaremos para a obten¢do do controlador LMI]1.
Note que neste caso a matriz F da eq. (3) é zero.
pois temos apenas resposta ao degrau. Desta forma.
temos que a equacdo dinamica de interesse é

I = [ i i e I
Ax(t "J [t 'H il -|,.‘.E".]Au:k1+m-:k;

| eth+1) “lea 1| e | |
(k) :E[_\IFM] + FAulk)
L t"lh‘]
onde
o | welk) | [
E[“_[yq{k}] ["-‘.}

er.i= 2,4, ¢odegrau que se deseja seguir.
O nosso funcional é:

= z‘: (A::f.{:”?._\ur_k; + | Artk)  elk) I [IUI 5} [‘_:ff(j)})

k=il

agF

U=tk))1)
k=0

com

0000 00

FO 0 0 n 0 { 0 i
g 3 0o 0 0 0 ] ]
] (8]
0 3 i) | n] 1]
- 00 90 0 g 0 .
E= 0o o010 = i) 0
00 0001 0 )
00 0000 | /0.6 0
0O o0 o000 [ 0 0.6
10 00 0 0
01 00 00
00 1 000 06 0 (1 0
’=10 00 1 0 0 R‘[u .:._5]-69 [g 1}
o0 0 0 1 0
00 0 0 0 1

Portanto as matrizes do nosso sistema. para as
variaveis Az(k), Aulk) e e(k) sio:

0.0211 0 0 il 0 0
0.1062  0.4266 0 0 0 0
< _ [ A u] - 0 0 0.2837 0 o0
TUlCA T | 03012 - 06688 02893 04266 0 O
0.1062  0.4266 0 0 10 0

0.1012 - 06688 00803 042686 0 1.0

0.6462  0.6462
0.2800  0.2500

B ] _ | 18237 —o7301
[CB ] 0,0029  0.1507
0.2800  0.2800
09929  0.1507

ol



Para as restricoes. temos

Ly=[1 0],
Ly=[0 1],
=& =1,

H;Z :_’:D,

Consideremos incertezas em A, B do tipo
politopica. com N =2, onde para i =1 (vide
equagdo (12)), temos valores nominais conforme
acima. e para : = 2, temos um aumento de 15%
nesses valores. Obtivermnos a seguinte solugdo para o
problema:

0.0562 —0.4523 0.2133 0.2837  (.0946  0.5685
0.0814 (15320 — 00752 —0.0834 04952 —0.1087

K=
3 =6.0448

e os seguintes graficos para a saida e controle da
planta:

m 35 10 15 40 a5 50
Tima (38cond]

Figura 3: Saida da planta para o controloador LMI1

5 e 1% n I8 0 5 40 45 '..J
Tane |secom)

Figura 4: Saida do controlador LMI1.

C) Sistema nédo linear em malha fechada utilizando
o controlador LMI2

Apresentamos agora os resultados
correspondentes as simulagdes do modelo da
maquina de papel utilizando o controlador LMI2.

—0.0081 - 0.4837  (.1421 0.1792

s 0.0594 0.5656 —0.,1001 —0.1308 0.7282

1 = 3.4579,

— 00377 0.2623
- 0.3274

e os seguintes graficos para a saida e controle do
sistema:

] [T 15 0

u % 10 g 0 % 30 16 4 s 50
Time [sacond |

Figura 6: Saida do controlador LMI2

Cabe ressaltar que os problemas LMI1 ¢ LMI2,
com restrigdes e incertezas. podem dar resultados
diferentes. conforme verificamos. De antemdo, ndo
podemos afirmar nada com relagdo ao desempenho
de cada controlador. Vimos pelos exemplos que o
problema LMI2 apresentou resultados semelhantes
aqueles obtidos utilizando o controlador MPC.
Vimos também que o problema LMIIl teve um
comportamento pior que o LMI2 no que se refere ao
tempo de estabilizagiio das saidas. ou seja. o sistema
demorou mais tempo para atingir o valor de
referéncia.

No caso sem restri¢hes e sem incertezas temos
que os dois problemas devem apresentar a mesma
solugdo, que deve ser a mesma obtida pela equagdo
algébrica de Riccati. Realmente obtivemos para o
problema LMIl sem restrigdes e incertezas a
seguinte solugio:

Ky, — [00563 —05282 02264 0.2085 0.0635  0.5916
LMIN= 101341 0.8498  —0.1155 —0.1260 0.8877 —0.1600

enquanto que o problema LMI2, nas mesmas
condigdes. forneceu a seguinte solugdo:

Koy — |0:0581 —035303 02260 0.2023 00871 0.5980
LMI2= 10,1349 0.8496 0,114% —0.1247 0.5%92 —0.1568

Estas solugbes podem ser consideradas
numericamente iguais para 0s nossos problemas.



3. Consideracoes Finais

O mieresse  malor deste  trabalho  foi o
desenvohvimento de dois algoritmos. utilizando a
leenica de LML para a resolucdo de um problema
de controle quadritico robusto com  restrigdes.
dentro de um contexto de controladores preditivos

Para as simulagdes numericas do sistema fisico.
chamado de "Miquina de papel". uulizamos os
controladores MPC em sua forma usual ¢ as
abordagens via LMI com os algoritmos da segio 3.
usando como ferramentas os softwares Matlab ¢ o
Simulink. As condicdes para as simulacdes dos 3
controladores foram as mesmas. ou seja. as matrizes
do modelo real 15% superiores as do modelo
nominal. introducdo de ruidos na saida e no
controle. Os problemas LMII ¢ LMI2. com
resiricdes ¢ incertezas. apresentaram  resultados
diferentes. conforme verificamos. Deve-se ressaltar
que. em geral. ndo € possivel prever de antemio o
desempenho de cada controlador. O problema LMI2
apresentou resultados semelhantes aqueles obtidos
para o controlador MPC. com relagiio ao tempo de
estabilizacdo nos valores de referéncia. e rejeicio
dos ruidos. Vimos também que o problema LMII
teve um comportamento pior que o LMI2 no que se
refere ao tempo de estabilizacdo das saidas. ou seja.
0 sistema demorou mais tempo para estabilizar nos
valores  de  referéncia.  porém  apresentou
praticamente a mesma resposta no que sc refere a
rejeicio de ruidos.

No caso sem restrigdes € sem incertezas. vimos
que os dois problemas apresentaram a mesma
solugdo. que deve ser a mesma obtida pela equacio
de Riccati. ou sgja. as matrizes de realimentagio
Krarn ¢ Kpayg- sio praticamente iguais.

No estudo comparativo entre a solucio dos
problemas utilizando as técnicas de MPC ¢ LMI
podemos ressaltar os seguintes aspectos:

L. A solugdo do problema utilizando LMI demanda
maior e¢sforco computacional que o problema de
otimizacdo quadrdatica com restrigdes usado pelo
MPC. entretanto esses cdlculos sdo realizados off-
line. ou scja. apenas uma vez. enquanio no
controlador MPC. a cada instante de tempo. esses
calculos devem ser refeitos. devido ao fato do
problema apresentar restrigdes. Assim. para o
controlador LMI. sabemos de antemdo qual a
realimentagdo de controle a ser aplicada. sendo
conveniente em processos que ndo  permitem
cdlculos on-line para a determinacio da lei de
controle. Neste caso a cada passo o controlador nido
precisa calcular uma nova solucdo para um
problema de otimizagio quadratica com restrigdes.
como ¢ feito pelo controlador MPC. O controlador
LMI pode ser utilizado para sistemas com dinimica

mais rapida. onde o controlador MPC talves ndo
sena tdo eficiente.

2. O controlador LMI permiute calcular solugdes
cstabilizadoras  para  sistemas  que  apresentam
incertezas nos parametros.

3. Para o controlador LMI devemos admuitir
conhecidos os cstados do sistema o que nido ¢
necessario para o controlador MPC ja que este pode
ser resolvido utilizando-se um estimador de estados.

Como perspectiva para cstudos futuros fica a
evolugdo deste trabalho para controladores LMI sem
a premissa dos estados serem conhecidos. ou seja. a
possibilidade de utilizarmos estimadores de estados
como no caso MPC.

Apéndice A

i Condicao de estabilizabilidacde
Proposicdo 1: O sistema

F 0 il 0
0 A 01 . B
nr-r) CcA I B

sendo A uma matriz n X n. £ uma matriz n x m ¢
Cuma matriz p x n. ¢ estabilizavel se. e somente

5¢C

a) (A, B) ¢ estabilizavel:

b A-1 B
] (:‘A CB t=gi-{n=mi

tem posto completo de linhas.

Prova: Suponha que a) e b) sejam verdadeiras. Se o
sistema ndo ¢ cstabilizavel. entdo para algum

Uy
v=|w | #0ecAeC, |\ |>1.
o
. -0
[ |I (L | Aot !
LEd (! fJ
raq
e 1 A | 5 i |
B
portanto
1 F 4 DT — F) = Ay
viA +uCA = Avi
1 = Av/

(w3 + 1'_',0 \B 0.

Entdoi)v, =0 ou A =1.



Suponha primeiro que i) seja valida. ou seja
v, = 0. Entdo

L1y v F = Ay
IYviA=Av, . B =10

Desde que riF') < 1 ¢. por hipotese. |\ = 1.
temos que 1.1) somente pode ser verdadeira se
] = "J.

Neste caso 1.2) torna-s¢ 1A = Ay . v B =0
que ¢ uma contradicio ao fato de (A, B) ser
estabilizavel.

Suponha agora que ii) seja valida. ou seja. A = 1.
Entdo

F—=T 0 0
tep eh ed) 0 A-T B =(0 0 0).
i-fF)y €4 CB

Como | £ — I) ¢ inversivel. devemos ter

(—v+ulNI-F)=0&s v =yl
¢ da hipotese b)

cw sy |A=TF B

v BTl ca cB

tai= r, Uy = 0

:[‘:-'r] 0)ys

portanto v; =0, v =0, v, =0.0 que é uma
contradigdo com v # (.

Por outro lado. s¢ a) ou b) ndo forem verdadeiras.
usando argumentos similares ados anteriores.
podemos mostrar que o sistema ndo ¢ estabilizavel.

Observacdo: Note que para que a matriz no item b)
da Proposigdo | anterior tenha posto completo de
linhas. ¢ preciso que p < m. 0 que esta de acordo
com o fato de que o numero de variaveis
controladas tem que ser menor que o numero de
variaveis manipuladas.

Bi Condicdo de derectabilidacde
Proposi¢ao 2: O sistema

F n n

[0 0 @], 0 A0
Mi—F) €4 I

¢ detectavel se e somente se (C A, A ¢ detectavel.
Prova: O sistema € ndo detectavel se. ¢ somente se.

L2

paraalgumoe= | vo | #£0 el C. Al > 1.

[(} M Q] va | =0

0 A 0 e | = A

Nil-Fy CA T v v
istoé. vy =0(dofatoque @ >10)e

Fu, = Ay,

A=Ay

r 1T Flt'l -- f:_f_-'li‘_‘-_ =1)
Da ecstabilidade de F. devemos ter o =10,
resultando em

Av. = Au,
CAvs =10,

Isto so pode ser valido se (CA.A) é ndo
detectavel.

C) Condicao mais fraca

Uma condig¢do mais fraca que a detectabilidade €
apresentada a seguir. Esta condi¢do também garante
a existéncia de uma solugdo estabilizadora para a
equagdo algebrica de Riccati. apesar de ndo garantir
unicidade dentre o conjunto de matrizes positivas
semi-definidas (vide [22]).

Proposi¢ao 3: (C,A) ndo tem nenhum modo
observavel na circunferéncia de raio unitario se e
somente se (C,A) ndo tem nenhum modo
observivel dentro da circunferéncia de raio unitario.

Prova: (C, A}nﬁo tem nenhum modo observavel na
circunferéncia de raio unitdrio < ndo existe v # 0,
(Al = 1tal que Av = Av.Crv =0 < ndo existe

(73]
va | # 0. |Al =1 tal que
2]
F 0 0 S| 78]
4] A 0 va | = A| wa
NI-F) CA I vy vy
v
00 @]fe =0
vy
I
vy =0,
Fu, = Ay
Avy = Av, ,

L(I — F)o; + CAuw =0

v =4,

vy = 0 '

CAve = AC, ,
AL!-: == z\‘b‘g,
ACv. =0

& (C, A} nio tem nenhum modo observivel
dentro do circulo unitario.
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