
Boletim Técnico da Escola Politécnica da USP

Departamento de Engenharia Eletrônica

ISSN 141 3-2206

BT/PEE/9826

Controladores Preditivos Através de
Desigualdades Matriciais Lineares

Renato C. Barão
Ricardo P. Marques
Oswaldo L. V. Costa

São Paulo - 1998



FICHA CATALOGRÁFICA

Barão, Renato C
Controladores preditivos através de desigualdades matriciais linea-

res / R.C. Barão, R.P. Marques, O.L.V. Costa. – São Paulo : EPUSP,
1998

p. – (Boletim Técnico da Escola Politécnica da USP, Departa-
mento de Engenharia Eletrônica, BT/PEE/9826)

Controladores preditivos 2. Controle robusto 3. Programação1

convexa l. Marques, Ricardo P. II. Costa, Oswaldo L. V. III. Universida-
de de São Paulo. Escola Politécnica. Departamento de Engenharia
Eletrônica IV. Título V. Série
ISSN 1413-2206 CDD 629.895

629.8
519.85



O presente trabalho é um resumo da dissertação de mestrado apresentada por Renato C. Barão. sob orientação dos
Profs. Drs. Ricardo P. Marques e Oswaldo L. V. Costa.:"Controladores Prediti\'os Através de Desigualdades
Matriciais Lineares", defendida em 12/12/97, na Escola Politécnica,

A íntegra da dissertação encontra-se à disposição com o autor e na Biblioteca de Engenharia de Eletricidade da
Escola Politécnica/USP,





CONTROLADORES PREDITIVOS ATRAVES DE DESIGUALDADES MATRICI AIS
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Resumo– Este trabalho apresenta dois algoritmos para resolução de problemas de controle quadrático robusto com
reqtnções dentro do conte\lo de controladores preditivos (MPC ). Inicialmente apresentamos uma breve introdução aos
algoritmos MPC, com ênt-dsc na ak»rdagem cio controlador linear quaclrático. Em seguida são apresentados os dois
algoritmos de interesse_ que utilizam técnicas de otimização de desjgualdades matriciais lineares (LMI-). Dessa forma as

restnÇÕes e as mcertezds rx)dem ser coInputacionalme11te tratadas de maneira eficaz. Por fim são realizadas simulações e
comparações entre esses algoritmos. km como com técnicas de MPC encontradas na literatura atual

Palau’as chaves– controladores prcdiüv-os_ desigualdades matriciais lineares. controle robusto com restrições,

Abstract– This uork presents tu-o algoüthms for the solution of robust quadraüc opümal control problems u-ith
constramts_ ulthm a model predictive control (MPC) framework. lnitiall}- u-e present a brief introduction of the MPC
algorithms_ emphasizing the linear quddratic controller approach. Nem the m-o ajgorit}uns of interest. using LMI
optImIzatIon technIques. are introduced. By using this technique. the constraints and uncertainües can & numericallv
treated easily. Finally some simulaüons and compaüsons txtween these ajgorithms_ as well as \\ lth MPC techniques
found in the current literature are presented

Key words– model predicü\;e control_ linear matrix inequaliües. robust control u lth constraints

1. Introdução Na prática. o problema de controle de processos
das indústrias químicas e petroquímicas está slLjeito
a restrições quanto a amplitude e taxa de \’ariação
das variáveis manipuladas e controladas (entradas e
saídas das plantas), Os atuadores (válvulas de
controle. por exemplo) são limitados pela atxnura
ou fechamento totais e Bla velocidade. ou taxa. que
se FX)de efetuar a manobra. Razões construtivas e de
segurança. como a faixa de operação dos sensores.
imrx5em limites nas variáveis de processo, como
nível dos tanques e vazão nos dutos. Os sistemas de
controle de\’em prever antecipadamente as IX)ssh'eis
\iolações cbs restrições e corrigí-las de maneira
apropriada. As restrições nas saídas são de\-idas
principalmente às razões de segurança e de\’em ser
controladas antecipadamente FX)is as variáveis de
saída são afetadas pela dinâmica do processo. As
variáveis de entrada (manipuladas) sempre podem
ser mantidas dentro da faixa admissível Fxlo
controlador. limitando-se a ação de controle para
\’alores que satisfaçam às restrições de amplitude e
de taxa de \’ariação das entradas

Além das restrições os sistemas apresentam
incertezas de modelagem normalmente introduzidas
para simplificar o tratamento matemático. Assim os
modelos matemáticos de controle descrevem a
dinâmica do processo de modo apenas aproximado

O objetivo do estudo de controle é o de projetar
controladores que mantenham a estabilidade e o
desemFxnho do processo aFxsar das incertezas e
imprecisões do modelo.

Atualmente as indústrias químicas e petroquímicas
demandam sistemas de controle automático

sofisticados para atenderem as imposições do
mercado levando ao desenvol\-imento de novas
técnicas de controle, cada qual mais eficiente para
um determinado tipo de processo. porém todas
devendo satisfazer a várias exjgências comuns
como: qualidade do produto: preço competitivo:
restrições de funcionamento dos equipamentos e da
planta: segurança da operação e dos operadores:
emissão de F»luentes dentro das normas:
quantidade que atenda à demanda, Todas essas
exigências. somadas àquelas especificas do processo
a ser controlado e às características multivariáveis
das plantas atuais. tornam a solução dos problemas
de controle impossí\’eis de serem obtidas
analiticamente para sistemas reais. mas. que FX)dem
ser resolvidos de forma numérica a partir de
algoritmos computacionais, inclusive nos casos
onde há restrições nas variáveis da planta.

Uma farnília de controladores bastante utilizada
na indústria rxtroquímica é a de modelos prediti\-os
que. em geral. satisfaz às exigências anteriores.
Inúmeras técnicas de projeto para esses
controladores têm sido apresentadas na literatura
recentemente. cada uma delas assumindo diferentes

tilx>s de modelos para a planta e funções objetivos a
serem minimizadas {ade [31-[11]. [17]. [18]. [20].
12 Il)



As lccnlcas mais comuns de tratamento de
Incertc/as são a de Incertezas de rcslnsta cm
frequêncIa e Incertezas p,rramétricas da função de
transferência. Lsaremos a scguncki tecnica no
descn\-ol\-lmento do trabalho nas seções que se
scguelii

Dentro deste trabalho daremos cnfasc ao modelo
llesta representação. ,Xigoritmos DNIC_ \iAC e
GPC utlt1/am lnodelos na forma de reSDOSta ao
degrau e resposta inrpulsional
• Função ot2icti\’o: função a ser minimizactr pard
determInaÇão do sinai de controle adequado. Esta
função pcnaliza o esforço de controle e o erro de
prcdição do sistema
• Lei de controle: algoritmo iterau\-o utIlizado para
lnininlização da iünção objetivo que lc\’ara ao
melhor sinal de controle do sistema

2. Abordagem do Regulador Linear Quadrático
em MPCI

Nesta seção será analisada a atx)rdagem de
reguladores lineares quadráticos dentro de um
contexto de controladores prediti\os. Os
controladores MPC tem larga aceitação em
aplicações industriais. principalmente em processos
de dinâmica lenta, como os das indústrias quimicas
e pctroquimicas. por conferir alto desempenho do
sistema e operar sem intervenção dos engenheiros
por longos períodos de tempo. As restrições tratadas
Fxlos algoritmos de MPC geralmente referem-se às
limitações na atxrtura de vál\ulas e em variáveis
manipuladas m planta do sistema (pressão,
tcmFxratura. etc.). portanto MPC's sen'em como
mothdÇão para sistemas de controle com restrições

A metodologia de projeto de controladores do
tiFX) b[PC é direcionada para sistemas
multi\'ariá\-ics que têm forte interação entre as
\’ariá\'eis manipuladas e controladas.

Essa tecnica apresenta um método sistemático
para o lratamento cbs restrições físicas da planta e
das \ariá\eis de processo. tanto no projeto quanto
na implementação do controlador.

Os algoritmos= MPC mais comuns são os
seguintes: MAC (Model Algorithmic Control):
DMC ( Dynamic Matrix Control ) : GPC
( Generalized Predicti\’e Control).

O algoritmo do MPC. qualquer que seja. consiste
em efetuar. em um instante de tempo k. medidas
nas variáveis do processo y\k\ e a partir do modelo
nominal da planta calcular as entradas u( A) que
serão aplicadas do sistema num horizonte dc n
instantes futuros. Essas entradas são calculadas com
a minimização de uma função custo de controle
tamtÉm chamada de função objetivo.

Todos os algoritmos de controle prediti\’o têm os
seguintes elementos comuns :

Exemplo: Como exemplo de algoritmo MPC
apresentamos o DMC com restrições (vide 181 )

A função custo quadrático ou função objeti\'odo
controlador DMC é a seguinte:

.1„k k ) = E ' = yt k - i k\ r 1 k – / 3 1'ar :/ | # - - | ,1.- | – r ' k- 1

Xl,tk = i k \' RXt,tk – i À' \

Mininrizamos a função objeti\o para a entrada
ut É )_ conforme expressão abaixo

'r? 1 r2 . . {- \ y(A – | k\ rI,k–: \ \ e.:utL-l h

:.utk – 1 : k\' RÀutl: – | k 1

sendo as estimativas da saíctr Üt # + / / k \ e dos
distúrbios do processo iI # + l ' k ) dadas por

b(k + 1 k\ = EH,:\ul k + 1 11 + ': H,Àu\k+ Ii \
1 = 1 1 =/- 1

+ H\ ul k + | . _\- 1 + ,ii k + ! k~, l :)

’a\k + 1 1) = atk k\ = ymtk
_\- - 1

\ H , :bulkL-a

+ H \uLk + 1 '\’ : -)

onde y„, Ik ) representa o valor medido de y no
instante 1; _ Ainda temos a restrição definictr por

EnC,1/0(1 t / 11 + C:l1 111 1 + /
/

1=1
1 ) + (J - - 0 (41

A equação 12 ) apresenta três elementos do lado
direito da igualdade que são

o controlador e que são determinadas nrinimizando-

b) ( !_ A,Au'tk + 1 iI + H_\--ú'\k + 1 .V> )que
representa apenas os valores passados da variável
manipulada e que são completamente conhecidos no
instante k:

a) ( T.A,Aul1= + 1 - i ) )que representa a entrada

atual e todas as entradas futuras da variável
manipulada no horizonte de controle definido para

se a função objetivo:
\

/
1

• Modelo de predição: calcula a saída estimada 0
de acordo com o modelo nominal adotado para a
planta do sistema. E escrito na forma de espaço de
estados do seguinte modo:

rt # + f ) = ,471 # ) + Bulk
Blk\ = C 11:k\

\IPC - \Iodel Predicli\-e Control.

:Para um r6umo e comparação dessas téaliL-rs veja [3] ou [8].



que representa a pre\isão ctr = Ci .4 A ir /; > + E /\u, /,' ) + 11 /rJ )
= CAd\11l: 1 + C BAu\ /; | + yt /r >

Fxrturbação d. obtida resolvendo-se a expressãoA

A prc\isão dlkt 1/k\ é assumida constante para
todos os instante futuros 11 > O), No instante k é
processada a estimativa da diferença entre a saida
yt k \ medida e prevista dI k | de acordo com o
modelo.

rI/: + 1 = F : í /: + 1 )
= F . Fz lk \ + \ 1 f -'t
= ri – ' 1 – F \z\ti \ – \ 1 - F \r + zl/; ) )

= rr / F \\ :\k\ rl+Fzl &

= F( 1 F\t:,k\+r'k\

As equações cli t + ) formam um algoritmo
quadrático que é resolvido on-line a cada instante
de amostragem 11

clk + 1 ) = v{ /; + 1 ) rr /: + 1
= et h ) t GAZ\It #) + C BLu lk \ + Ft / F\1 tk\

Escrevendo as equações acima em uma forma de
espaço de estados. temos que:. 1. ,\bordageln cIo reguíador linear quadrático

setII restrições em \fPC

{;;C-:l'] [ rc/ Tf , ' it :JI [ 11’1 - [ 'LI'„'*’ ' '’[Apresentaremos a seguir o MPC utilizando o
modelo em espaço de estados sem restrições. Os
resultados apresentados são adaptações daqueles
obtidos no artigo [8]. onde a referência é um degrau
unitário. A generalização apresentada neste
trabalho consiste em considerar uma referência que
seria a resEX)sta ao degrau de um sistema linear
estável qualquer.

Considere o modelo

com o funcional

F| r = 1€1 ( HH3\1L u ( A9 ) / J111) =1\L u ( • À a ) +

[ / ( 1 )/ Xr\ k ) ’ : 1[{}11' 1)-„,
ytk} = Clt kl{

71 h + 1 ) = Az( /: ) + BaíA ) Este problema pode ser visto como o problema do
regulador linear quadrático padrão. Define-se

sendo ,4 uma matriz n x n. 13 uma matriz n x m e
C uma matriz px n. Desqjamos que a saída y\k
siga uma trajetória definida r( É) dada FX)r

00
0 .4 0.4=

r(i – F) c,4

r( k ) = Fz f/; ){
: 1-k + 11 = fzí-b) + tI F lu

.'. 1[ A E : 1[
onde r é um degrau e f uma matriz est,í\el ( de
modo que zt /; )–PU quando kHaa e rc /; 1–.Fu quando
/f+cx) ).

Define-se

É fato conhecido que uma condição suficiente
para a existência de uma solução estabilizadora P
para a equação algébrica de Riccati associada ao
problema acima, dada por

de modo que
li k + 1 ) = FIll:).

A função objetivo a ser minimiz,lda é dada por p = 7’pR + 0 – l’pB(R + 3’pB) – B’pl

J .. = É [Au(A.)’RAd(1) + (#( 1) – r(khV Q(ylk-\ r (1)) 1 é que o par ( ,4 . B) seja estabilizável. e que o par
( [0 O Q: ], A) seja detectá\’el. Neste caso a lei
de controle ótima é dada por uma realimentação de
estados. onde a matriz de realimentação é dada rx)ronde R > 0e Q \. 0e au(k) = tuI k\ – u\k 1 ) )

Definindo
Az(A) = rCA; ) – a( h – 1 ),

e{k) = ytkl – rCk}
segue que

(E’pB + R) B’pR.
A análise das condições suficientes para a

existência de uma solução estabilizante ótima
podem ser encontradas no Apêndice A. Essas
condições são generalizações dos resultados
apresentados FX)r [8]

art k + 1 ) = ,47\r(#) + B Aal A)

y(k + 1 ) = CrC # + 1 > = C(:All h + 11 + 11 #) )



3. Controle 7í2 robusto com restrições ç1- )
1,'. ' +: \ = 1\ :l:

Il \ r
Â 7" C

Nesta seção sera dcscn\’oI\-ida o principal resultado
deste trabalho. que trata de fornrular o problema de
controle quadrálico robusto com rcslrrções. ad\’indo
dos modelos hIP(: conforme \-IStO na seção 2. na
forma de dois problemas de programação convexa

Inicialmente nlostrarcmos que o problema
quadrático robusto com restrições pode ser escrito
na forma de um problema de controle A: robusto
com restrições.

A seguir apresentarcmos os objetivos do
controlador e as restrições de controle que de\'erão
ser reslxitadas. Em seguida introdLtzimOS os
algoritmos que solucionam os problemas propostos.
pro\’ando que estes rcsFxrtam as restrições
desejadas.

Consideremos o sistema linear a tempo discreto
abaixo

fazendo com que a saIda do sistema seja
/.- = D. 11 1 / ; l. tenros que

r :':' A. = : [ r' í 1< q.r' r A’ | + a' . Ã' i-Ru'( 1 )]

A expressão acima corresponde a um custo
quadrátlco com condição inicial em k = 1 sendo
1 1 ; = ./e , Portando a norma A: de C; pode ser
\'isla como sendo a soma cm á de custos quadráticos
para condição inicial em 1: = 1 sendo 1't 1 ) = ,/e'.
\-eritlcando o fato desejado .

Para o descn\'ol\imento do nosso algoritmo
consideraremos o sistema 17 ?_ cin espaço de estados.
descrito abaixo

4

11 /r + 1 1 = A , II . k ) + .1 u'. k
zí Ê ) = D,.tr\k~,{

1. À T 1 } = AI: k ) t Bu\h l
{ :\k 1 = El\k 1 t Fu\k\

.Ju’1 É ) t 7.a )

t 7.b)

com 1101 = 0 e onde cl designa closed loop.
Sendo Ad estável. ou seja, apresenta todos os

seus auto\alores no semi-plano esquerdo. a função
de transferência Gt : 3 de ul k 1 para 31 h ) é dada por

com 110 .' = 0 c onde .J .J O e E' F = 0. A
onogonalidade entre E’ c F é assumida somente inr
conveniência_ F»dendo scr obtida FX)r uma mudança
apropriada de coordenadas

Conforme visto na seção anterior. a atxtrdagem
do regulador linear quadrálico enI MPC pode ser
escrita como um problema LQR padrão. com
variáveis de estado c funcional como em (5) e em
(6). A partir de agora redenniremos as variáveis de
estado r k ). controle ul k ', c matrizes A e B.
conforme em (5) e o funcional com suas matrizes de
custos conforme cm (6). isto é. adotaremos a
seguinte notação (\-ide (5) e (t)))

GIz ~, = D,.11 zl – ,4,.r ~ 1 L J

e a norma 7{: é dada por

ljGll; = # 1: : tr (Gt e À 1- Gte J- )) da

(veja ref. [131 ou [211).
A norma ’H: FX)de ser calculada através dos

gramianos de controlabilidade .4,./, J ) e
obsenabilidade ( D,.1 , A,.1 ) (veja rcf, [131 ou [211),
da seguinte forma

/th + 1 )
Art Ii + 1 1
et /; + 1 t

11 /:) – u( /;} '– Au(k).

ijGll{ = trI D,IL,.D',1 ) = tr\ .J' L..J , .~ 31. J. 11-
.:. 1-.–'=[H
[
[

onde

.4.IL..41/ L. + .J .J' = 0

.4:!L.A./ L. t D',.1 D,,l = r).

()

0

0 !].
TamtxSm temos a relação entre a norma A: e o

custo quadrático visto na seção anterior. da seguinte
forma.

R –. R

\ X JI
EG 111 =E FEI;’r/;)1

A:= IJ 1

O sistema 17) é um modelo nominal de uma
planta real na forma MPC conforme acima. Os
parâmetros Ac B apresentam incertezas e FX)dem
ser representados como um conjunto con\-exo
definido Inr Q e descrito Fx>r:onde :’tk ) é a saída , | k ) quando se aplica uma

entrada u(0) = e'. WIkI = 0 para # > 0. e e*
representa um \'etor unitário de forma que
{e1.. . . . e’: } formam uma base ortonormal de +?"
(veja ref. [21]). Note agora que se A'1 = .4 BK . de modo que [ ,4 B ] = Ea, [ A, B, ].

\
O : { [.4. 5] , .4 = E.,.1,,B = EfI,1;’,.rI,

\



Note que se .V = 1 o sistema não apresenta
incerteza de modelagem.

Para o sistema c 7 J com rcalimcntação de estados
dada por ut kl = K rI 1: 1. dcnotaremos por G /,- a
função de transferência em malha fechada de t 7 i
definida FX)r

teóricos deste trabalho. Esses resultados podem ser
\istos como uma adaptação dos resultados obtidos
em j131 para o caso com restrições. e tam Um dos
resultados cm j161. dentro do contexto de normas
A._ com restrições

1)rt>h lenta / .- Encontrar uma soluç

w = [ 1:: |111
para o problema de

{ [ ]OF tv

sujeito às seguintes condições

f = min tr
[

E
r)

io do tiFX)
GK = D,1\LI A ,.1 \ ': .J
'4..1 = .4 - B K
D,.1 = E – FK

:,] }e cuja norma A: é dada FX)r (11)

ijC;/,’ 11; = trt D,.tl,.D'..1 ) = trt J ’ L,,J ),

O objetivo do algoritmo é encontrar a matriz de
rcalimentação K de modo que o controlador
satisfaça às seguintes condições:

a-) . 4,tI: _4:
para ; = 1

4, 11-?8: – B,11-'B: – [[ ,/ J’ - ':-.

( 12)

€ 13 j

14)

b ) [

t ; " it :1
It ’: 11 13

11

i ) ut h ) estabilize o sistema t 7 ): 18 )

ii) A norma A: de ijG/,-FI . conforme definida
anteriormente. seja

c){ A ,\\'.. A ', L.\\';A'l – H ,\\'.! L', - L , LtLL: } 1 : : 1
para ; = 1. . . . . /

IIGA' 11: $ Ô= r 9) Problema :: Encontrar uma solução em ( 1/ . U, YI
para o problema de

para algum 6 > t):
iii ) Para qualquer impulso tL\k), k= 0, 1,
aplicado a (7.a) as restrições

min\ 1/ )

sujeito às seguintes condições
11/7,7(# ) + L,ut.A)II= $ qt . i = 1, t. ( 10)

T-.4Í + 1-Bf
\-
0
0

\' E’
0

1/ /
0

são satisfeitas para todo k = 0. 1,

Note que conforme foi visto anteriormente. a
norma it 1 rx)de ser escrita como a soma dos custos
quadráticos das saídas para um conjunto de entradas
impulsionais u'( h) onde u't 0) = e’. uJtk) = 0
para /; > 0, {e', , . , , e’' } formando uma base
ortonormal para $t" , Logo a condição r 10 ) impõe
que para qualquer que seja esta entrada impulsional
as restrições em 1 10 ) são satisfeitas. Note tamtÉm
que a condição ( 10) F»deria representar restrições
ou no controlador ou na variável de saída do

sistema FX)is, fazendo H, = 0 para algum 1 temos
que ( 10) fica da forma IIL,ul#)II= que penaliza
apenas uma combinação linear das variáveis de
controle. Ou então. fazendo L, = O para algum i
temos iI#,1( É )ii- que Fxnaliza a saída 17, 11 A ) do
sistema. Portanto a condição ( 10) representa uma
generalização nas condições que devem ser
resFxitadas rxlo controlador.

ProF»remos agora dois problemas de
programação convexa. Mostraremos em seguida que
a solução desses dois problemas usando ds
ferramentas de desigualdade linear de matrizes
(LMI) levarão às leis de controle que satisfazem às
condições (8). (9) e ( 10). Estas provas. apresentadas
nos teoremas 1 e 2, são os principais resultados

para 1 = 1. . . . .v {-15 )

(16)
b :) l pJ pr : ] : o a 1 v = ( ) q

c ) [ : rE n = ( E1r 1 1 v E1r : 1r t ? = J1E1r : + JE1r ! Ivl : )
para 1 = 1. . . . . /

Mostraremos que as soluções ótimas dos
problemas 1 e 2 levam aos controladores que
satisfazem às condições € 8)-(10). Vejamos a
solução do problema 1

Teorema /. Suponha que o problema 1 tenha uma
solução do tilx)

vr [ 111
1/1 r 1

pr 3

e ,O é definido por ( 1 1 ). Então as condições ISl-í 10 )
são satisfeitas para ul h > = – Kl\ k > onde

K = M’W,-



i’rr)\'a : As provas de (8) e (9) podem ser \lstas elr1
1131 c serão onritidas. sendo pro\'ada apenas a
condição : 1(> ;. Tomemos a equação 1 7.a ]

Fazendo agora a scgulnte nludança dc \-ariá\’cl
3= 1.V. r teremos

r' k + 1 i = _411 /; ,: + Eu\ /; | + .l uk 1: \. In,1 x ,{ [ A, E 11-.' 11-, 1 1.1

1 1 1 1 1 x i : { (p E1r 1 1 1 n1 L 1 1 1 = ] r 1 1 =

!- : .r’ 11 r

,TE: .7'.7 _ 1
com 11 tl : = il e ul /r 1 = i\ I!. /;

De ( 12) e ( 13) segue que
"„,..((:';.',;:‘
.\,...,( (H,tt- /'. Tt-,'[[-) (íl'-H; TI- 11 -,E:')') :
,\„,„,{ ;/,11 ' ;/' :_ ,'\\' .' H', Ii ,\\' , 1_', - ;',11 ':tt' - 11 -lf,:

11 ' , 11- - } Í //, 11

_4 - LI/\- lbV1 ( '4 E K brl T .) .J' '~ o

e portanto com u(0) = e. tL- 1 k\ = tl. 1: > n. segue
que Como Ly, 2 MILF,- ' LK: _ obteremos

111 )rt 1 = ./ü'ç0>zbt 0 )’ ./’ = ./ ee' J ' = .J .J' < LP1
,\rri,ir( //, iI ' }{'i ;_, it - ,'H; - //,tt - ,/_: – ;_,LI- :LI
,\,„,,.1 H,\\- H\ L.\\' .' FII ii,\\' . FJ,
; = 1.

IIt

1_,\\-„. L-, 1
Suponhamos que a propriectrde anterior seja

\'álida para qualquer k = n. 1, . . . . ou seja

1 \k\I\k \1 < bK!
provando a condição | 10 1. D

Da equação t 7,a )
Vejamos agora a solução do problema 2

.r 1. k + 1 ,'rIA- + 1 1/ = € _4 BK ).rt k \.r\ k v 1. A BK )’ [-eorellta _',- Sup<)nha que E:' E > 0 c que o
problema 2 tenha uma solução em | 1/. Y, Y 1, Então
as condições | 8 )-1 10 ) são satisfeitas para
u\ k *, = – X 1' /; > ondee como suFX)mos inicialmente que r! k }1 c Ii 1’ $ LV,

então

.r\ k- + 1 */í A- + 1 >’ = ( .4 BK \ J-: k \ J\ k { 1 A BK -

= Í .4 13/\-ltl-!i _ 4 BK \ 1 _ 11-1

1\: = YK 1 e

Prt)va: As provas de (8) e (9) podem scr \istas cm
[161 e serão omitidas. sendo pro\'acki aFxnas a
condição t 10 ). De t 151 e ( 16) \’erifica-se queLogo. concluímos que 11 k\11 kf $ LF1 par,1 todo

k = 0. 1. . . . . Tomemos agora a expressão

Zt#)’VVi1 it /; lz[.k)’Wi17t # ) = (11 /; )’ VK;1 11 k 1)=
A-1 > t A – B/O’1/11 _4 BK )+ :=–E 1< 1 ír–p/*’1

Como visto anteriormente 11 É IrC # )/ $ H’1 logo.
Pré-mullrplicando Fx>r rt k i’ c pós-multiplicando

por 11# ) obtemos

(1{ A: 1’VYi1 r[ h ))= $ 11. e )’%lrt h ) .rtk\1 \-– - r! k \ = .r{Â }/( . 4 BK \'\- - 11 '4 – BK \11 k)

ou seja 11 /; )’W{111 h ) $ 1, Com isso podemos
garantir que rt b ) e {r: 1’ Ml 17 $ 1}.

Voltemos agora à expressão | 14 ). Desejamos que

Da equação t 7.a ) com u(0) = e. u( #) = 0,
k > O. segue que

max, { !jH,1l: É ) + L ,u\.k )11- } $ {f
.r(-k)’l'-1.r(Ã') - .rI À-)/( .4 – BK T \ ( J – BK\lt k~,

Substituindo
e Fx>rtanto

atk) = KIt k) com K = Mj}71–1

/ ( k )’ r '4 El/O/1 '–: ( _+ – 1;'/{)/( # ) = /t /,' -- ] )’\ ’–: /! k– 1 )

tenros
ou sela,

1 = uc o )’u,tn ) > uID )’./’u1./u'í o) =
= 111 )’Flr[l)>zth)’Y–lzt k )

max, { 11 t H, L, W=’ Ml )rib)1::} $

max .. { Êi l X, L,LY:’W,–1 )rjÉ=,='LV’,–11 $ 1}
para todo k = 0, 1.

Portanto 11 k) € {1: 1’Y– 11 $ 1 }



Desejamos que de líquido). Sendo o sistema real bilinear foi
necessário linearizá-lo e discretizá-lo

max,,„ { ljH,7< k | + L ,u\ k ) 11- } $ €,:

Substituindo
u(h) = K 1 ( A ) com K = yv 1

Ta; JC
1:

;J:1,e:ltd ; 1'.

'?1 /'1

tcnios

inax} ,II 3

max .. { fI t A, + L, yr
\tH, + L,yr 1 111 /;l11=} $

>l11=, 1’H'r $ 1

Fazendo d seguinte mudança de \'ariá\-cl
3 = F–:r_ teremos

Rencuh cão
de ari J

maxi <

1 1 1 a x ? { (1 a1 1 1 1 r : + L r } F = 1 r i ) J•p | L 1 : J Hrk r : 1 }

f\ m r1 1 ( ( Éir i [ p i L i } = i • : : ) ( JEir t i • : L i}=ip• ) i )

.\„,., ((H, 1-: - L,r\ : ) ( 1 ! Hr – 1-: }- L: ) )
,\,.,.., ( a i ' H’, – L.\’ H: – A.\"’ L’. – L, }’ i '–: \;’ L’, ) L ::

}f!'" ,L.};1 )1 1i' )
Figura 1 : Dia9unra 6quanático da máquina de papel.

Utilizando a nomenclatura dos trabalhos
originais citados anteriormente os estados da planta
são designados por 7/ = [/71 H: ,V1 iV2], onde H\ é
o nivel do líquido no tanque de alimentação. H: é o
nível do líquido no tanque da in}etora. N\ é a
consistência (FX)rcentagem de IX)Ipa fibrosa crn
suspensão) no tanque de alimentação e N.: é a
consistência no tanque da injetora. Todos os estados
do sistema são mensurá\’eis. e o vetor das saídas é
dado FX)r y’ = [HI /72 Nl _V2]. O objetivo do
controle é manter as saídas 11: e JV: (-y2 e 94 ) em
níveis previamente estatxlecidos. As variáveis
manipuladas são u’ = [Gr G„.] onde Gr é a taxa de
produto que vem do estoque e G„. é a taxa de
produto reciclado, am&)s entrando no tanque de
alimentação. Existem duas Fxnurbações. uma
mensurá\’el designada pr u = [Nr] que representa
a consistência de material vindo do estoque e uma
não mensurá\-el que é d = [N„.] que representa a
consistência do produto reciclado. amtx)s entrando
no tanque de alimentação.

Todas as variáveis estão normalizadas. ou seja.
seus valores são zero na condição nominal de
operação do sistema e variações em torno da
situação nominal são sempre da mesma magnitude.
O processo é estável em malha atxrta.

A representação em espaço de estados do sistema
cm tempo discreto é a seguinte:

118

Note agora que a condição 1171 é equivalente.
Fxla decomFnsição de Schur. a

fr 1 l. H .\- Hl + L ,Y H1, + 17, 1- [: ) – [.}’I'll-vL{ : o

c FX)rtanto

H,V H’, + L,YH’, + H,Y' L’, + L,YV\Y' L’, $ Et 1

o que implica que

.\„,,, ( A,\' H’, + L, }’ Ht. – H.\"' L'. - L,Y\' }- L', ) 1 Si /

Este resultado juntamente com 1 18) mostra que

IIN,Tt A) + L,ut A)11 $ €, para todo i = 1, L-

provando a condição ( 1 o ). a
Mostramos. pomanto, que a solução de problemas

de controle ótimo de norma 712 com restrições pode
ser obtida por algoritmos con\exos com base na
teoria de LMI. Os 2 algoritmos apresentados,
baseados em desigualdade linear de matrizes.
resolvem o problema proFX)sto_ mas. tamtkm lx)denr
ser utilizados em MPC, conforme visto na seção 2.

ri # + 1 ) = AI(/;) + Bu\ k \
y\k ) = CrCh ) + Du\k ~,{

4. Simulações
Sendo

'=[:Til
o o 01

o.4266 o o 1
o o.2837 o l ’

o.6688 o.2893 o.4266 1

Passaremos a descrever o sistema físico estudado
em [241 e simulado em [19]_ utilizado-o para as
simulações em MPC e LMI. Para o problema 1 da
seção 3. utilizaremos a notação LMII. e para o
problema 2. a notação será LM12.

O sistema consiste de uma máquina de fabricação
de papel (fig.1) para a qual prolnmos controlar as
variáveis do tanque da injetora (comF»sição e nível [1:!B=

0.6462 0
0.2800 0

0.7391 0. ,2308
0.1507 0.0859

0

0.4616
0' 1718



10
r)1
00
00

[

0
0

1

0 ?] rsr)r)0 A E 1.e D= B) Sistema não linear em malha fechada utilizando
o controlador LX111

Apresentamos agora os resultados
correspondentes às simulações utilizando o
controlador LMII. Inicialmente descrevemos o
modelo em espaço de estados. na formulação
adequada para MPC (\Ide equações (5) e (6)). que
utilizaremos para a obtenção do controlador LMll
Note que neste caso a matriz F da eq. (5) é zero.
pois temos apenas resposta ao degrau. Desta forma.
temos que a equação dinâmica de interesse é

ly Sistema não linear em malha fechada utilizando
o controlador .\IPC

Simularemos "Máquina de papel" em malha
fechada com um controlador MPC projetado a partir
do sistema linear nominal apresentado acima.

Para o modelo bilinear real serão utilizadas
matrizes A e B com as seguintes características:
Á„„/ = 1.15A„.m. B ,,.1 = 1.15B..m, onde
A„.m = Á e B„„„, = B.

Para o projeto do controlador
consideramos os seguintes parâmetros:

4

àír;: J’1 = ['i ':1['\íit’l*[/:l'”*,*”«*,[MPC.

: 1 k ) = E [ n1\:7 1 1 ) ] T JF :11L u ( k )
Horizonte de predição de 10 períodos dee

amostragem ou seja 2C)min:
Horizonte de controle de 3 períodos dee

amostragem ou seja 6mán:
• Penalização unitária em y2 e y4 e nenhuma
penalização em gl e y3, quanto ao acompanhamento
de referência;
• Penalização de 0.6 em ul e 112:
• Limites inferior e superior de u em – 1000 e
1000 ( na prática é como se não houvesse limite
para u ) e taxa má\ima de variação de 11
• Nenhuma restrição em y:
e Perturbação mensurável nula:
• Estimador do tipo Kalman:
• Referências das saídas dados por gl = 0. y2 = 1.

onde

“*,= [:: EE:] – [:: 1
e r,. i = 2, 4, é o degrau que se deseja seguir.

O nosso funcional é:

tB 1 = É) ( ]L11L u ( k ) / 1F1? L111L u ( k ) F [ 1:l1\ r ( k ) / e ( k ) / ] [ 131 [ dE8 ) ] )

J = É (FF' Ck)11;)
k=13

com

93 = 0 eg4 = – 11
• Ruído branco gaussiano aplicado na entrada do
controlador e na entrada da planta com variância
de 0.1

0
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0
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0
0
0

0
0
0

0
0
0
0
0
0

0
0

0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
11

1

0
0
0

0
0
0
0
0
1

0
0

0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
1)

0

. F =

Fab
0A seguir apresentamos os gráficos das respostas

y2. 94, bem como as variáveis de controle do
sistema para esta situação:

1

0
0
0
0
0

0
1

0
0
0
0

0
0
1
0
0
0

00
00
00
10
01
00

aM J=
aT6 ] 1 |(12 ) = [ A ? 1

11

Ok-z

1 '-
-IF

-20 5

Portanto as matrizes do nosso sistema. para as
variáveis AI(k), Au(h) e e(h) são:io 15 a 3 30 3 40 45 50

0.0211
0.1062

7 ] = | o A 1: 1 2
0.1062
0.1012

o o o
0.4266 0 0

0 0.2837 0
– €).6688 0.2893 0.4266
0.4266 0 0

– 0.6688 0.2893 0.4266

0 0
0 0
0 0
0 0
1.o o
o 1.o

-1

0

0.6462 0.6462
0.2800 0.2800

[
0.2800 0.2800
0.9929 0 . 1507

8= B 1 | 1.5237 –o.7391
CB | = | o.o029 o.1507

5 10 15 a 3 30 3 40 6 50
Trre

Figura 2: Respostas do controlador MPC.



Para as restrições. temos e os seguintes gráficos para a saída e controle do
sistema:

L\ = [1 O],
Lg= [0 11,
fI = 6 = 11

H \ = Hz = 0

Consideremos incertezas em 74, B do tipo
politópica. com IV = 2. onde para i = 1 (vide
equação (12)), temos valores nominais conforme
acima. e para 1 = 2, temos um aumento de 15%
nesses valores. Obtivemos a seguinte solução para o
problema:

= 1 F 5 [

.2 F

_2.,i ; 1: 20 15 30 35
TIme (secotxl)

J
50

0 ,0562
0.0814

–O.4923 0.2133 0.2837 0.0946
0.5320 – 0.0752 – 0.0834 0.4952

0.5685
– 0.1087 Figura 5: Saída da planta para o controlador LM12

,3 = 6.0448
': " r 1P +

1 \1

e os seguintes gráficos para a saída e controle da
planta:

1.4

1)5 P + =

'\
.D 5

n ;E= +e : 4 nTe r h Ar1!b n nH 4p
Figura 6: Saída do controlador LM12

Cabe ressaltar que os problemas LMll e LM12.
com restrições e incertezas, podem dar resultados
diferentes. conforme verificamos. De antemão. não
podemos afirmar nada com relação ao desempenho
de cada controlador. Vimos pelos exemplos que o
problema LM12 apresentou resultados semelhantes
àqueles obtidos utilizando o controlador MPC.
Vimos também que o problema LMII teve um
comportamento pior que o LM12 no que se refere ao
tempo de estabilização das saídas. ou seja. o sistema
demorou mais tempo para atingir o valor de
referência.

No caso sem restrições e sem incertezas temos
que os dois problemas devem apresentar a mesma
solução. que deve ser a mesma obtida pela equação
algébrica de Riccati. Realmente obüvernos para o
problema LMII sem restrições e incertezas a
seguinte solução :

Figura 3: Saída da planta para o controloador LhIII

Figura 4: Saída do controlador LM11

C) Sistema não linear em maRta fechada utilizando
o controtador LNí12

J1( E A1r 1 1 = [ : : ? : : ?

–O.5282 0.2254 0.2985 0.0635
0.8498 –O.1155 –O.1260 0.8877

0.5916
0.1600

Apresentamos agora os resultados
correspondentes às simulações do modelo da
máquina de papel utilizando o controlador LM12.

enquanto que o problema LM12, nas mesmas
condições. forneceu a seguinte solução:

F– o.o081 – o.4837 o.1421 o.1792 – o.0377
A = | o.0594 o.5656 –o.lo01 –o.1309 o.7282

u = 3.4579,

0 ,2623
0.3274

JP\L fE Àef 1 2 = [ 2 : ? : : i

–O.5303 0.2269
0.8496 – 0.1148

0.3023 0.0671
– 0 , 1247 0 , 8892

0.5980
0.1568

Estas soluções podem ser consideradas
numeúcamente iguais para os nossos problemas.



5. Considerações Finais mais rapida' onde o controlador bíPC tal\-cz não
sena tão ellclcnte

O interesse maior deste lrabalho foi o
desen\ol\-lmento de dois alEc>ritmos_ utIlizando a
tecnica de L XII. para a resolução de um problema
de controle quadrático robusro coin restrições.
dentro de um contexto de controladores prediLi\’os

Para as simulações numéricas do sistema físico.
chamado de ’'\láquina dc papel". utilizamos os
controladores 1\IPC em sua forma usual e as
atx)rdagens via LMI com os algoritmos da seção 3.
usando como ferramentas os soft\\-ares Matlab e o
Simulink. As condições para as simulações dos 3
controladores foram as mesmas. ou seja. as matrizes
do modelo real 15% suwriores às do modelo
nominal_ introdução de ruidos na saída e no
controle. Os problemas LMll e LM12, com
restrIções e incertezas. apresentaram resultados
diferentes. conforme verificamos. Deve-se ressaltar
que. em geral. não é possivel prever de antemão o
desempEnho de cada controlador. O problema LM12
apresentou resultados semelhantes àqueles obtidos
para o controlador MPC. com relação ao tempo de
estabilização nos valores de referência. e rejeição
dos ruídos. Vimos tamtÉm que o problema LMII
teve um comportamento pior que o LN/112 no que se
refere ao temp de estabilização das saidas. ou seja.
o sistenla demorou mais temFx> para estabilizar nos
valores de referência. porém apresentou
praticamente a mesma resposta no que se refere à
rejeição de ruídos

No caso sem restrições e sem incertezas. vimos
que os dois problemas apresentaram a mesma
solução. que de\’e ser a mesma obtida pela equação
de Riccati. ou seja. as matrizes de realimentação
1\ LX11\ e 1\ L\1 I: são praticamente iguais,

No estudo comparativo entre a solução dos
problemas utilizando as técnicas de MPC e LMI
FX)demos ressaltar os seguintes aspectos:

:. O controlador LNll pcrnute calcular soluções
cstabilizadoras para SIstemas que apresentam
.llcertezas nos paranletros

3. Para o controlador LNII devemos admitir
conhecidos os estados do sistema o que não é
necessário para o controlador MPC já que este pode
ser resolvido utilizando-se um cstirnador de estados

Como perspectiva para estudos futuros nca a
evolução deste trabalho para controladores LNil sem
a premissa dos estados serem conhecidos. ou seja, a
possibilidade de utilizarmos estimadores de estados
como no caso MPC

Apêndice A

1? CondIÇão de estahiIilabiiiciacie
Prtlposiçào /; o sistema

[

f
r)

IFç / f >

0
.4

c 1
E | .
/ 1 .', 1[

sendo /1 uma matriz n x n, 8 urna matriz rz x m e
C uma matriz p x p. é estabilizá\-el se. e somente
se

a) 1 A, B ) é estabilizá\-el:

b ) [ /1Er•F•IL: 1JL ] 1 H1 1 / ) 1 H ( / 1 1 1 1
tem posto completo de linhas

Prova: Suponha que a) e b) sejam verdadeiras. Se o
sistema não é estabilizável, então para algum

1. A solução do problema utilizando LMI demanda
maior esforço computacional que o problema de
otimização quadrática com restrições usado pelo
MPC. entretanto esses cálculos são realizadas off-
line. ou seja, apenas uma \’ez, enquanto no
controlador MPC, a cada instante de tempo. esses
cálculos devem ser refeitos, devido ao fato do

problema apresentar restrições. Assim. para o
controlador LM, satxmos de antemão qual a
realimentação de controle a ser aplicada. sendo
conveniente em processos que não permitem
cálculos on-line para a deternrinaç,io da lei de
controle. Neste caso a cada passo o controlador não
precisa calcular uma nova solução para um
problema de otimização quadrática com restrições,
como é feito rxlo controlador MPC. O controlador
LMI FX)de ser utilizado para sistemas com dinâmica

t: 1

# 0 e À CC.ÊÀ IZ 1tlf)t'

TJ

''; '-;,[.,, ;., , 1:-+* ::: IT"
t' t'-, 1':, j

FX)rtanto

t . F + + c',r(/ FJ = /\r;
+ u.:C.4 = /\u:

1_.:, ' = ,\U:

t u:; + t-..C \ B = 0

Então i) t,3 = 0 ou ii)À = 1



Suponha primeiro que i ) seja válida. ou se+a
r.,. = 0. Então

t':'–F~ 14 Ç](iI)[
i, 1) r if = .\r;
i,2) r.-. .4 = At’,', . c:. B = 0 isto é. u,: = n ( do fato que C? : > O) e

Desde que rtF) < 1 c. por hipótese. 1,\1 2 1.
temos que i. 1 ) somente pode ser \-erdadcira se
t'l – tl

Neste caso i.2) torna-se r.„4 = /\c,-, . r., 13 = 0
que é uma contradição ao fato de ( ,4, B) ser
estabilizá\el.

SuFX)nha agora que ii) seja válida. ou seja, À = 1
Então

Ft , = /\tI
,4t'.. = /\t',,

Fi i F w \ + c.41.. = n

Da estabilidade de F. devemos ter
resultando em

.4t'. = .\b
CAra = 0.

F– 1
( t' i 1:1\ !-! } 0

r (1 – F) ':.' .:. 1='' ' ",. Isto só pode scr válido se tCA. /4 ) é não
dctectávcl

Como | f – 1\ é in\’ersí\el. devemos ter
C ) Condição mais 'fraca

Uma condição mais fraca que a detectabilidade é
apresentada a seguir. Esta condição tamtÉm garante
a existência de uma solução estabilizadora para a
equação algébrica de Riccaü. arxsar de não garantir
unicidade dentre o conjunto de matrizes positivas
semi-definidas (vide [221).

t. – r; + u::r )t: / – F) = o +7 ti

e da hipótese b)

r t 1 (1 t 9 1 1 | = [ /1bId[[ 14) ] = : o o ) q
t'. = 0. u:', = 0

portanto r] = O, t': = 0. u.., = 0, o que é uma
contradição com u + 0.

Por outro lado. se a) ou b) não forem verdadeiras.
usando argumentos similares aos anteriores.
podemos mostrar que o sistema não é estabilizável.

Proposição 3. (E, ,4) não tem nenhum modo
observá\-el na circunferência de raio unitário se e
somente se 1 C, ,4+ não tem nenhum modo
observável dentro da circunferência de raio unitário.

Prova : (C, ,4) não tem nenhum modo obsen'á\-el na

!À | = 1 tal que Au = .\u . Cr = 0 + não existe

(

[..,;.,

circunferência dc raio unitário +> não existe u 74 0,

)

+ 0. 1.\1 = 1 tal que

u 1
t
t

Obser\-ação: Note que para que a matriz no item b)
da Prolx)sição 1 anterior tenha posto completo de
linhas_ c preciso que p $ m. o que está de acordo
com o fato de que o número de \ariá\eis
controladas tem que ser menor que o número de
\'ariáveis manipuladas. .:„ 51(i::)

~:.(:)=.
1[

B) Condição de detectabilidade
Prt)post ção :: o sistema

[0 0
F r o oI

[o o Q: ], | O J O

1 Fr-/ f ) c .4 / u: 3 = 0 ,
Ft \ = r\U] ,

Au, = ,\&, ,
Fr / F )t,1 + CHu: = o

1.[

é detectá\-el se e somente se tC/4, Ai é detectável

Prova

""''"'”= Ç:=: J *"*=''
' ,:.(:)=.

O sistema é não detectável se. e somente se.
t71 ul = 0,

uz = 0
CAt/. = XC:v„ ,
Au. = /\u't,
XC t. = 0

+> iC , A) não tem nenhum modo
dentro do círculo unitário

rÀI z 1

[0
observável
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