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/ME-USP 

Nosso objetivo e modificar o coeficiente de detennina~o robusto para a regressao MSAE 

proposto por Mckeane Sievers (1987) de tal forma qua ele apresente boas propriedades. 

Propomos tambem um coeficiente de determlna~ao ajustado que e apropriado para 

comparar modelos com diferentes numeros de variaveis. Mostramos que, se o valor 

desse coeficiente decresce quando novas variaveis sao adicionadas ao modelo, entao a 

contribui~ao dessas variaveis nao e significante. 

Palavras chave : coeflciente de determina~ao ajustado, regressao L1, seleyao de 

variaveis. 



1. lntrodu9io 

Conslderemos o modelo de regressao linear multipla : 

onde 

.n e o valor da varlavel resposta para a ~slma observa~o, 
X,s •• ,Xp-t,. sao os respectivos valores das varlavels expllcativas, 
p , .. p ,.,. sAo os parAmetros do modelo, e 
e, sAo erros casuals, I .. 1, ... ,n. 

(1.1) 

Faremos as segulntes supos~es sobre os componentes do modelo: 
1.1) e,, ... , e., sao variavels aleat6rias independentes e ldenticamente dlstriburdas com fun~o distribui?o F. 
1.2) F tern mediana unica que, sem perda de generalldade, , zero, e tern derivada · contrnua f em uma vlzinhafl98. de zero, tal que f(0) > o. 
1.3) Seja X = (Xi ~n x p • 1 tal qua (1/n) x·x ➔ C, quando n ➔ oo, onde C , uma matriz positlva deflnida. 

1.4) Para todo j • 1, ... , p-1, max1~s.o (xij -x)2 
/ ! (Jtv- x)2 ➔ 0, quando n ➔ 00• 

l•I 

Os par4metros do modelo sao usualmente estimados pelo metodo de mfnlmos 
quadrados. Quando este metodo, utillzado, o coeficiente de detennina~o R2

, deflnldo 
como: 

R2=(SQT-SQR)/SQT, (1.1) 
onde SOR ea Soma de Ouadrados dos Resrduos e SOT a Soma de Quadrados Total, e 
frequentemente utilizado como uma medlda Informal do ajuste do modelo, uma vez que 
pode ser lnterpretado como a porcentagem da variabllidade total na var14vel resposta que e explicada pelo modelo adotado. Entretanto, este coeficiente nao 6 robusto e mesmo um 
unico valor abemmte pode afetar drasticamente o seu valor. 

0 metodo da mfnlma soma dos enos absolutes (MSAE)e uma boa altemativa ao de 
mrnimos quadrados quando a dlstrlbul~o dos erros tem caudas pesadas. Nas sltua909s 
em que esse metodo 6 adotado, 6 lnteressante a utiliza9iio de um coeficiente de 
detennina~o que tambem seja reslstente a valores aberrantes. Neste trabalho 
apresentamos, na s~o 2, os coeflclentes de determlna9Ao mals utllizados quando o 
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metodo MSAE 6 adotado e proprledades desses coeflclentes. Mostramos , atraves de 

um exemplo, que o coeficlente mais utilizado pode nao ser adequado para comparar • 

diferentes modelos , pois o valor desse coeficiente pode diminuir mesmo quando uma 

varlavel que contribui na explica9io da varlavel resposta e adicionada ao modelo. 

Buscando solucionar esse problema, propomos, na se9io 3, um novo coeficiente de 

determina9io. Na s~ao 4 lntroduzlmos, para a regressao MSAE, um coeflciente com 

proprledades semelhantes ao R2 ajustado para graus de liberdade utllizado na regressao 

de mrnimos quadrados. 

2. Coeflclentes de determlna9io na regressio MSAE 

Com o objetivo de definir um coeficiente de determinayao robusto aproprlado a regressao 

MSAE, McKean e Sievers (1987}, inlcialmente conslderaram que, no caso de varlaveis 

explicativas nao estocasticas, um coeflclente de determinayao R deve possuir as 

seguintes propriedades: 

(P1) R deve estar diretamente ligado ao criterio de ajuste, uma vez que ale e usado para 

medlr a qualidade do ajuste de um rnodelo. 

(P2) R deve medir o quanto a inclusao das varlaveis expllcatlvas melhora o ajuste do 

modelo e estar relacionado ao taste de que os coeficientes de regressao dessas varlaveis 

sao nulos. 

(P3) R deve ser adimensional, invarlante perante mudan9&s de locayao e escala na 

variavel resposta ou nas explicativas. 

(P4) o s Rs 1, com 1 correspondendo ao ajuste perfeito e O l falta total de ajuste. 

(PS) R deve aumentar quando se acrescentam novas variaveis preditoras ao modelo. 

(P6) R deve ser robusto. 

Fazendo analogia com o R2 dado em (1.1 ), o& autores definlram o seguinte coeficiente : 

RSBA 
R1=---, (2.1) 

fly, -~01 
1-1 

onde: 

RSEA = I,jy,-.Boj-I,ly,-y,j, 
l•l 1~1 

Po = mediana (y1, ••• , yn) e 
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y1 e o valor previsto da 1-eslma obseiva9io atraws do moclelo ajustado pelo metoclo 

MSAE. 

Observemos que RSEA corresponde a diferenoa que ocorre na soma dos erros 

absolutes quando passamos do modelo ajustado sem nenhuma variavel explicatlva, ou 

seja, ;,= medlana (y,, ... , yn) .. Po, para o moclelo ajustado com as (p-1) variciveis 

expllcatlvas. Sua interpreta9io na regressAo MSAE e a mesma que a da soma de 

quadrados da regressAo no metoclo de mfnimos quadrados. · A soma dos desvlos 

absolutos das observay0es YI em relaoao a sua mediana pode ser denomlnada de soma 

dos erros absolutos total. Segundo os autores R1 pocle ser interpretado como a proporyao 

na soma dos desvlos absolutos total devlda a regressao. Apesar de satisfazer as 
propriedades (P1 ), (P3), (P4) e (P5), fol demonstrado que R, nao e robusto quando um 

valor aberrante extreme e obseivado, e portanto, nao satlsfaz a propriedade (P6), embora 

seja mals robusto que o coeflclente de detenninaoao R2. 

Para obter um coeficiente de detennina9io robusto para a regressao MSAE, os autores 

constderaram iniclalmente que, quando ~ adotado o m~todo de mfnlmos quadrados, a 

estatfstlca para testar a contribulyio conjunta das (p-1) variavels expllcatlvas no modelo, 

lsto e, testar a hlp6tese: 

(2.2) 

onde p• .. (p, ... P11>-11)', esta relacionada com o coeflclente de detennlnaylo R2 da segulnte 

forma: 

F=((n-p) / (p-1 ))(R2 / (1-R2)). (2.3) 

Sob as suposiy09s (1.1), (1.3) e (1.4), e supondo var (e1)<00, Amold (1981) mostrou que 

(p-1)F tem distribulyao assint6tlca x21P-1> 

Ouando o metodo MSAE e utilizado, RSEA e uma estatfstica natural para o teste 

da hip6tese de interesse (2.2), sendo que valores grandes dessa estatrstlca lndlcam a 

rejeiyao de Ho. Contudo lsto deve ser medldo nurna escala apropriada. O para.metro de 

escala utillzado na regressao MSAE e dado por 

't = (2 f(0))"1
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onde f e a fun9Ao densidade de ei , i=1 ... ,n. Um estimador consistente de t , dado em 

Schrader e McKean (1982) e: 

onda m=(n• + 1) / 2 - R, n· e o numero de resfduos nao nulos, e e<11, ... , ecn> sao os 

resfduos nao nulos ordenados em ordem crescente. 

Uma estatfstica apropriada para o taste da hip6tese (2.2)e entao dada por: 

Dp-1 = RSEA / ( t/2). (2.4) 

Schrader e McKean (1987) mostraram alnda que, sob as suposi¢es apresentadas 

no ~ndice A, Dp-1 tem distribuiyao assint6tica x2
(1>-1J sob Ho. Portanto a hip6tese Ho sera 

rejeitada se Dp-1 excader um valor crftico da distribui~ao x2 com (p-1) graus de liberdade. 

A rela~ao entre R2 e a estatistica F {2.3) sugere que um coeficiente de 

datenninai;ao R2, para regressao L1, pode ser definido a partir da estatfstica {2.4) 

considerando-se a rela~Ao {n-p)R2 / (1-R2) = Dp -1- Substituindo Dp -1 por sua expressao 

dada em (2.4), temos : 

R2 = RSEA / (ASEA + (n-p)( ii 2)) (2.5) 

McKean e Sievers mostraram que R2 satisfaz as propriedades (P1), (P2), {P3), 

(P4) e (P6). A propriedade (P5) s6 e satisfeita sea estimativa de -i diminui a medida que 

novas variaveis sao acrescentadas no modelo. Contudo isto nao ocorre necessariamente, 

conforme pode ser observado no exemplo a seguir. Esta fato pode gerar resultados 

confusos, no caso do coeficlente R2 ser utilizado como um indlcatlvo do modelo a ser 

selecionado entre todas as possfveis regressoes. 

Exemplo • Os dados da Tabela 2.1 sao relativos a lm6vels, e foram ratirados de 

Narula e Wellington (19n), contendo as variavels imposto, em centenas de d6Iares (xt), 

area do terreno, am milhares de pes quadrados (Xz), area construfda, em milhares de pes 

quadrados (X3), idade da residencia, em anos (X.), ea variavel resposta, pr~ de venda 

da casa (y), em milhares de d6Iares. 
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Tabela 3.1. Dados relativos a im6vels. 

y X1 Xt Xa X. 
25,9 4,9176 3,4720 0,998 42 
29,5 5,0208 3,5310 1,500 62 
27,9 4,5429 2,2750 1,175 40 
25,9 4,5573 4,0500 1,232 54 
29,9 5,0597 4,4550 1,121 42 
29,9 3,8910 4,4550 0,988 56 
30,9 5,8980 5,8500 1,240 51 
28,9 5,6039 ,9,5200 1,501 32 
84,9 15,4202 9,8000 3,420 42 
82,9 14,4598 12,8000 3,000 14 
35,9 5,8282 6,4350 1,225 32 
31,5 5,3003 4,9883 1,552 30 
31,0 6,2712 5,5200 0,975 30 
30,9 5,9592 6,6660 1,121 32 
30,0 5,0500 5,0000 1,020 46 
36,9 8,2464 5,1500 1,664 50 
41,9 6,6969 6,9020 1,488 22 
40,5 7,7841 7,1020 1,376 17 
43,9 9,0384 7,8000 1,500 23 
37,5 5,9894 5,5200 1,256 40 
37,9 7,5422 4,0000 1,690 22 
44,5 8,7951 9,8900 1,820 50 
37,9 6,0931 6,7265 1,652 44 
38,9 8,3607 9,1500 1,777 48 
36,9 8,1400 8,0000 1,504 3 
45,8 9,1416 7,3262 1,831 31 
41,0 12,0000 5,0000 1,200 30 

Na Tabela 3.2 apresentamos todos os possrveis modelos qua podem ser obtidos a partir 

das variaveis explicativas consideradas, e as correspondentes estimativas t obtidas 

ap6s o ajuste desses modelos pelo metodo MSAE. 
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Tabela 3.2. Numero de parAmetros (p) e i para todos os modelos de regressao possfveia, 
utlllzando os dados de im6veis. 

Varlavels no Modelo p t R2 
Nenhuma 1 10,9629 0,0000 
X1 2 4,0079 0,7105 
Xa 2 8,0285 0,3830 
Xa 2 9,8973 0,4681 
Xe 2 11,8750 o. 1164 
X1, Xa 3 3,9590 0,7215 
x,, Xa 3 5,4301 0,6860 
X1, X. 3 3,9636 0,7212 
Xa. Xa 3 8,0913 0,5470 
Xa, X. 3 6,5918 0,4576 
Xa, X. 3 6,65n 0,6098 
X1, Xa, Xa 4 6, 1331 0,6701 
X1, Xa, Xe 4 7,3275 0,5937 
x,. Xa, Xe 4 5,4875 0,7011 
Xa, X:i, Xe 4 4,0022 0,7410 
X1, X2, X:i, Xe 5 4,0246 o,n04 

Obsarvamos qua t do modelo com a variavel x1 (4,0079) e manor que i do modelo com 
X1 e X3 (5,4301), fazendo com que o Ra do modelo com x1 (0,7105) seja maior que o Ra 
com x1 e X:3 (0,6860). Entretanto a contribui9ao adicional da variavel X3, dado qua x1 esta 
no modelo, 6 slgnificante (nrvel descritivo manor que 0.01 ). 

Portanto, devido a instabilidade das estirnativas de 't, pode ocorrer qua, masmo 
sando introduzlda uma variavel que traga contribui~o na explica~o da variaval resposta, 
a estimativa de 't aumente quando se passa do modelo reduzido para o completo. Este 
fato diminulria o valor de ~ , fazendo com que esse modelo nao seja salacionado, se o 
coeficiente de determina~o for o crlterio utilizado para escolha do modelo final entre 
todas as possfveis regressoes. 
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3. Coeflclente de determlna~io proposto 

Nesta s~ao vamos propor um coeficiente de determinayao a ser utiHzado quando os 

parAmetros do modelo sao estimados pelo metodo MSAE que satisfa~ as proprledades 

{P1) a {P6) cltadas na ~o 2. 

Sabe-se qua, quando os erros seguem uma dlstribu~o de Laplace, o estimador 

de maxima verossimilh~ de i e o Erro Absoluto Medio (EAM), dado por: 

EAM=SEA/n. 

Apesar das condl¢8s de regutarldade usuals n4o estarem satisfeltas, esse estimador e 

consfstente {Engelhardt e Bain {1973)). {2.6) 

E possrvel, entao, definir um coeflcfente de determina~o a partir de {2.5) para o 

caso da distnbui~o dos erros ser Laplace, substituindo -r por EAM, obtendo-se: 

R:i • RSEA / (RSEA + (n-p)(EAM / 2)). {2.7) 

Este coeflciente difere de R2 apenas pelo estimador do parAmetro de escala i, e portanto 

possui as mesmas propriedades que ~. satlsfazendo afnda a proprledade {PS), uma vez 

que o erro medio absolute diminui a medida que novas variavels sao introduzidas no 

modelo. 

Assumindo que os erros seguem distrlbuic;ao de Laplace no exemplo dado na 

s~o 2, foram calculados os valores de -r (EMA) e ~ para cada possrvel modelo. Os 

valores obtidos sao apresentados na Tabela 3.3. 

0 Grafico 3.2 apresenta os valores de ~ para os possrvels modelos no exemplo 

em questao, como ~o de p. A lnt8n9io ao usar este criterio e detectar qual modefo de 

cada tamanho produz o maior valor de ~ , e o ponto a partlr do qual a adic;ao de mais 

varlavels faz com que Rs aumente muito pouco. A partir do gniflco nota-se que, quando 

se passa do modelo com x1 e X3 para o modelo com x1, X3 ex.,~ aumenta de 0,7921 

para 0,8160, ou seja, a inclusao de x. no modelo contribuiu pouco para a explica~o da 

variabilidade da resposta. Alem disso, o Rs do modelo com x1, X3 ex. esta muito pr6ximo 

do Rs do modelo completo (0,8242). Portanto, usando R:i como criterio de escolha, o r 

modelo seleclonado e o com as varlavels x, e X3. 
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Tabela 3.3. Valores de Rae do Erro Absoluto M~lo (EAMf para o exemplo dos lm6veis. 

Varlavels no Modelo R3 EAM 
Nenhuma 0,0000 8,3852 
x, 0,7197 3,8307 
X2 0,4505 s,ong 
X:I 0,6669 4,3519 
X. 0,1695 7,6611 
X1, >Ca 0,7284 3,8257 
x,, X:I 0,7921 3,1136 
X1, X. 0,7282 3,8273 
X2, X:I 0,7073 4,0428 
X2, X. 0,4846 5,9135 
X:I, X. 0,7345 3,7611 
X1, >Ca, X:I 0,8019 3,0781 
x,, X2, X. 0,7368 3,8243 
X1, X:I, X. 0,8160 2,9029 
X2, X3,X. 0,7655 3,5082 
X 1t >Ca, X:I, X. 0,8242 2,8817 

Gr6flco 3.2. Valores de Ra em funyao do numero de parAmetros do modelo. 
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4.Coeflclente de determlna~io ajustado 

Na regressao de mrnimos quadrados, escolher como melhor modelo aquele que possul o 

malor valor de R2 nao 6 uma conduta adequada, uma vez que desta fonna, seria sempre 

escolhido o modelo com todas varlaveis explicativas .A utlllza9ao do coef,ciente R2 na 

escolha do melhor modelo 6 feita buscando-se estabelecer , para um dado valor de p, 

qual o modelo com malor R2, e , a partlr de qual valor de p, a introdU9ao de novas 

variaveis no modelo contribui pouco para o aumento do valor desse coeficiente. Uma 

forma altemativa de sel99ao de modelos, quando sao consideradas todas as possrvels 

regressoes, serla a utiiiza9ao do coeficiente de determinac;ao ajustado R! ( ver, por 

exemplo, Seber (1977)), dado por : 

-2 2 ( n } R =1-(1-R) -
' , n-p (4.1) 

onde R! 6 o coeficiente dado em (1.1). Observemos que na expressiio do coeficiente 

ajustado, 6 considerado o numero de varlavels lndependentes no modelo, atrav6s do 

numero de graus de liberdade do residuo (n-p). A estatfstlca R; nao aumenta 

necessariamente quando novas variliveis preditoras sao adicionadas ao modelo. Na 

verdade, sabe-se que, se q novas variaveis sio consideradas , R!.,. 6 maior que R! se e 

somente se a estatfstlca F parcial para testar a contribuf9ao adlcional dessas variavels for 

maior que 1 (Seber (19n)). ~ escoDildo o modelo com maior R!. 
Nosso objetivo nesta s~o 6 propor um coeflciente de determlna9ao que tenha na 

regressiio MSAE papal analogo ao de R!na regressao de mfnimos quadrados. 

Sugerimos ,entiio, a seguinte estatrstlca: 

R~ =1-(I-Rt-J _ n_ ) 
'ln-p 

onde Rt6 o coeficlente de detennina9io dado em (3. 2). 

(4.2) 

Com o objetivo de estudar as propriedades desse coeflciente, lembremos 

lnicialmente que a estatfstica para testar a contribuic,iio adicional de q novas variavels 

expllcativas em relac,ao a um modelo com p-1 variaveis preditoras na regressao MSAE 6 

dada por (Schrader e McKean {1982)) : 

D = RSEA,-, - RSEA, 
q i-p+q/2 ' 

(4.3) 
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n n 

onde, RSEAp.q = }]Y, -Poj-L, jY, - .Y1,,-+,I • 
i•l i•I 

Po = mediana (y,, ... ,Yn), 

Yi,,-+q = a o valor previsto pelo modelo ajustado com p+q-1 variaveis expllcatlvas, 

RSEA P e definido de forma analoga a RSEAp.q para o modelo com p-1 variaveis 

explicativas e 

i ,-+q e um estimador consistente de f' em um modelo com p+q-1 variavels explicativas. 

Assumindo qua os erros seguem distribui9ao de Laplace, vamos considerar nesta se9Ao 

o estimador de maxima verossimilhan? dado em (2.6). 

Da definioao do coeficiente de determinaoao Ra dada em (2.5), temos qua, em um 

modelo com p+q-1 variaveis explicativas, RSEAp.q pode ser escrito em fun9Ao de f¼ 
como: 

RP+q i 
RSEA =-3-(n-p-q)..:.t!i.. 

p+q 1-Rr 2 
(4.4) 

De forma analoga podemos obter a expressao de RSEAp em funyAo de Ri. Substituindo 

essas expressoes em (4.3), temos qua a estatrstica para o taste da contribuiyao adicional 

das q variaveis explicativas pode ser escrita em funyao dos coeficientes de determina9Ao 
e dos estimadores do parAmetro de escala f' daguinte forma: 

Rr i- Rt i-, 
--(n-p-q)..:.t!!.---(n-p)-
1-Rp+q 2 1-R' 2 

D = ' l q 

Desta rela9Ao segue-se que: 

'C'p+q 

2 

p+q (l-RnDle•!I +RHn-p)i"p 
Rl - (1-RDD.i',+q+R:cn-p)i-,+(n-p-q)i-p+q(l-Rt) 

(4.5) 

(4.6) 

Considerando essa expressiio e a definiyiio do coeficiente de determina9Ao ajustado 

dada em (4.2), obtemos qua: 

_ [(I- Rntp+q ]n 
Rp+q =1--------~~-----

3 (I- Rntp+q (Dq + (n - p-q)) + (n - p)t,Rt 

= 1-(1-RP)_ n_ _ • i ,q(n-p) • 
3 n-p (1-Rn-rp+q(Dq-q+n-p)+(n-p)f',R; 
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= 1-(1-R;)- n- . (n- p) D 

n-p (1-Rn<Dq -q+n-p)+(n-p)R~C; +1) 

(4.7) 

Fazendo a diferen98 entre o denominador e o numerador (DIF) do termo que multiplica 

[(1-Rf} n/(n-p)] em (4.7), obtemos que 

Se Dq >q, entao 

Portanto, 

ou seja, 

n-p 
=--qRt >0. 

2n 

R~+q S:R~ ~ Dq s:q. 

Portanto, se com a introduyao de q variaveis explicatlvas no modelo observarmos 

um dacrescimo no valor do coeficiente de determinayao ajustado, entao o valor da 

estatrstlca para o taste da contribuic;:iio adlcional dessas variaveis na explicac;:iio da 

vari4vel resposta e nao significante. lsto ocorre pols, aos nrveis de slgnlficancla usuals, o 

valor crftico da distribuic;:ao x2 com q graus de llberdade e malor que q. 

Na tabela 4.1 apresentamos os valores da astatrstica proposta observados nos 

possfvels modelos de regressao. Observamos, por exemplo, qua os valores de Rf nos 

modelos com as variaveis (x1 e x.) e (x1. X2 e x.) sio menores qua no modelo com a 

variaval X1. Esta fato lmplica qua a contribul9io adicional conjunta das variaveis lC.2 e ><4 

em relac;:Ao l expllcaoao obtlda em um modelo qua lnclui apenas a varlavel x1 nao e 
significante. Notamos tamb6m que os modelos com as variaveis x1 a ><a, x1, lC.2 e ><a, Xt, 

><a e x. apresentaram valores de Rf bastante pr6ximos ao valor observado no modelo 

com todas as variaveis explicativas, e portanto, siio possfvels candidatos a melhor 

modelo segundo este crlterio. 
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Tabela 4.1. Valores de j\ no exemplo dos im6veis. 

Varlavels no Modelo R' 3 

Nenhuma 0,0000 
X1 0,6973 
Xz 0,4066 
Xs 0,6402 
><4 0,1031 
x,. Xz 0,6944 
X1, Xs 0,7661 
X1, ><4 0,6942 
Xz, Xs 0,6707 
Xz, ><4 0,4202 
Xs, ><4 0,7013 
X1, ><2, X3 0,7674 
x,, Xz, ><4 0,6911 
X1, X:3, ><4 0,7840 
Xz, "3, X4 0,7247 
X1, Xz, Xs, ><4 0,7842 
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