





1. Introdugdo

Consideremos 0 modelo de regresséo linear muiltipla :
Y=o+ By, -+ﬁ(,-|)r’:(p-1)l te, (1.1)

onde

¥r 6 0 valor da variave! resposta para a l-ésima observagio,

X1.. ,X p1 4 SBO 08 respectivos valores das varidveis explicativas,
B 3.. B p1,580 os pardmetros do modelo, @

6, s8o ervos casuais, | = 1,...n,

Faremos as seguintes suposigBes sobre os componentes do modalo:

1.1) ey, ..., @, 580 varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas com
fungéo distribuicdo F.

1.2) F tem mediana unica que, sem perda de generalidade, é zero, e tem derivada
continua f em uma vizinhanga de zero, tal que (0) > 0.

1.3) Seja X = (X ) x p - 1 tal que (1/n) XX —C, quando n — «, onde C & uma matriz
positiva definida.

1.4)Paratodoj=1, ..., p-1, max,, (x3=%)*1), (x,—%)* — 0, quando n — ee,

i=1
Os parfmetros do modelo sdo usualmente estimados pelo método de minimos
quadrados. Quando este método & utilizado, o coeficiente de determinagéo R?, definido
como:

R*=(SQT-SQR)/SQT, (1.1)

onde SQR ¢ a Soma de Quadrados dos Resfduos e SQT a Soma de Quadrados Total, é
frequentements utilizado como uma medida informal do ajuste do modelo, uma vez que
pode ser interpretado como a porcentagem da variabilidade total na vari4vel resposta que
6 explicada pelo modelo adotado, Entretanto, este coeficients nio & robusto @ mesmo um
unico valor aberrants pode afetar drasticamente o seu valor.

O método da minima soma dos emos absolutos (MSAE)é uma boa altemnativa a0 de
minimos quadrados quando a distribuicdo dos erros tem caudas pesadas. Nas situagGes
em que esse método é adotado, & interessante a utilizagdo de um coeficiente de
determinagdo que também seja resistente a valores aberrantes. Neste trabalho

apresentamos, na segéo 2, os coeficientes de determinagdo mais utilizados quando o
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método MSAE é adotado e propriedades desses coeficientes. Mostramos , através de
um exemplo, que o coeficiente mais utilizado pode ndo ser adequado para comparar -
diferentes modelos , pois o valor desse coeficiente pode diminuir mesmo quando uma
varidvel que contribui na explicagdo da varidvel resposta é adicionada ao modelo.
Buscando solucionar esse problema, propomos, na se¢gdo 3, um novo coeficiente de
determinagdo. Na segédo 4 introduzimos, para a regressdo MSAE, um coeficiente com
propriedades semelhantes ao R? ajustado para graus de liberdade utilizado na regressao
de minimos quadrados.

2. Coeficlentes de determina¢é@o na regressdo MSAE

Com o objetivo de definir um coeficiente de determinagéo robusto apropriado & regresséo
MSAE, McKean e Sievers (1987), inicialmente consideraram gue, no caso de varidveis
explicativas n#o estocasticas, um coeficiente de determinagdo R deve possuir as

seguintes propriedades:

(P1) R deve estar diretamente ligado ao critério de ajuste, uma vez que ele é usado para
medir a qualidade do ajuste de um modelo.

(P2) R deve medir o quanto a inclusdo das varidveis explicativas melhora o ajuste do
modelo e estar relacionado ao teste de que os coeficientes de regressdo dessas varidveis
sdo nulos .

(P3) R deve ser adimensional, invariante perante mudangas de locagéio e escala na
varidvel resposta ou nas explicativas.

(P4) 0 <R < 1, com 1 correspondendo ao ajuste perfeito e 0 & falta total de ajuste.

(P5) R deve aumentar quando se acrescentam novas varidveis preditoras ao modelo.

(P6) R deve ser robusto.
Fazendo analogia com o R? dado em (1.1), os autores definiram o seguinte coeficiente :
__RSEA @.1)

Ri=— —
g'Yi -Bo

onde :
RSEA = i‘)’: - ;‘ol ‘ibﬁ' - 5’1' ’
i=l i=1

-

B, = mediana (yy, ..., ¥n) @



$ & o valor previsto da i-ésima observagéo através do modelo ajustado pelo método
MSAE.

Observemos que ASEA comresponde & diferenga que ocorre na soma dos erros
absolutos quando passamos do modalo ajustado sem nenhuma varidvel explicativa, ou
seja, y,= mediana (¥, ..., ¥n) = ,B,,, para o modelo ajustado com as (p-1) varidveis
explicativas. Sua interpretagdo na regressio MSAE é a mesma que a da soma de
quadrados da regresséo no método de minimos quadrados. A soma dos desvios
absolutos das observagbes y; em relagdo a sua mediana pode ser denominada de soma
dos erros absolutos total. Segundo os autores Ry pode ser interpretado como a proporgao
na soma dos desvios absolutos total devida & regressdo. Apesar de satisfazer as
propriedades (P1), (P3), (P4) e (P5), fol demonstrado que Ry n&o é robusto quando um
valor aberrante extremo é observado, e portanto, ndo satisfaz a propriedade (P6), embora
seja mais robusto que o coeficients de determinagéo R>.

Para obter um coeficiente de determinagéo robusto para a regressdo MSAE, os autores
consideraram inicialmente que, quando é adotado o método de minimos quadrados, a
estatistica para testar a contribuigdo conjunta das (p-1) varidveis explicativas no modelo,
Isto &, testar a hipétese:

Ho: * =0 versus Hy: B* =0, (2.2)

onde B* = (B1...B-1)', esta relacionada com o coeficiente de determinagfio R? da seguinte

forma:

F=((n-p) / (p-1)(R?/ (1-R%). (2.3)

Sob as suposigdes (1.1), (1.3) e (1.4), e supondo var (e))<es, Amold (1981) mostrou que
(p-1)F tem distribuigdo assintética x%.1)
Quando o método MSAE é utilizado, RSEA é uma estatistica natural para o teste
da hipétese de interesse (2.2), sendo que valores grandes dessa estatistica indicam a
rejeicdo de Ho. Contudo isto deve ser medido numa escala apropriada. O parametro de
escala utilizado na regressdo MSAE é dado por
1= (2H0))",



onde f é a fungdo densidade de e, i=1...,n. Um estimador consistente de t , dado em
Schrader @ McKean (1982) é:
%= 0oy~ ) /40

onde m=(n* + 1) /2 - Jn', n’ é o niimero de resfduos néo nulos, @ eyy,..., €m S0 0S

residuos ndo nulos ordenados em ordem crescente.

Uma estatfstica apropriada para o teste da hipétese (2.2)é entéo dada por:
Dp-1=RSEA/(1/2). (2.4)

Schrader e McKean (1987) mostraram ainda que, sob as suposi¢bes apresentadas
no Apéndice A, D; ., tem distribuigdo assintética %%p-1) S0b Ho. Portanto a hipétese Ho serd
rejeitada se Dy exceder um valor critico da distribuicdo %2 com (p-1) graus de liberdade.

A relagéo entre R? e a estatistica F (2.3) sugere que um coeficiente de
determinagdo R, para regressdo L,, pode ser definido a partir da estatistica (2.4)
considerando-se a relagéo (n-p)Rz / (1-Rz) = Dy .1. Substituindo Dp .4 por sua expresséo
dada em (2.4), temos :

Rz = RSEA / (RSEA + (n-p)(t/2)) (2.5)

McKean e Sievers mostraram que R satisfaz as propriedades (P1), (P2), (P3),
(P4) e (P6). A propriedade (P5) s6 ¢ satisfeita se a estimativa de © diminui & medida que
novas varidveis sdo acrescentadas no modelo. Contudo isto ndo ocorre necessariamente,
conforme pode ser observado no exemplo a seguir. Este fato pode gerar resultados
confusos, no caso do coeficlente Rz ser utilizado como um indicativo do modslo a ser

selecionado entre todas as possiveis regressdes.

Exemplo - Os dados da Tabela 2.1 séo relatives a iméveis, e foram retirados de
Narula e Wellington (1977), contendo as varidveis imposto, em centenas de ddlares (1),
4rea do terreno, em milhares de pés quadrados (xz), drea construida, em milhares de pés
quadrados (xg), idade da residéncia, em anos (x), e a variavel resposta, prego de venda
da casa (y), em milhares de délares.



Tabela 3.1. Dados relativos a imévels.

y X X2 Xs Xs
25,9 4,9176 3,4720 0,998 42
29,5 5,0208 3,5310 1,500 62
27,9 4,5429 2,2750 1,175 40
25,9 4,5573 4,0500 1,232 54
29,9 5,0597 4,4550 1,121 42
29,9 3,8910 4,4550 0,988 56
30,9 5,8980 5,8500 1,240 51
28,9 56039  .9,5200 1,501 32
84,9 15,4202  9,8000 3,420 42
82,9 14,4588 12,8000 3,000 14
35,9 5,8282 6,4350 1,225 32
31,5 5,3003 4,9883 1,662 30
31,0 6,2712 5,5200 0,875 30
30,9 5,9592 6,6660 1,121 32
30,0 5,0500 5,0000 1,020 46
36,9 8,2464 5,1500 1,664 50
41,9 6,6969 6,9020 1,488 22
40,5 7,7841 7,1020 1,376 17

43,9 98,0384 7,8000 1,500
37,5 56,9894 5,5200 1,256
37,9 7,5422 4,0000 1,690
44.5 8,7951 9,8000 1,820
37,9 6,0931 6,7265 1,652
38,9 8,3607 9,1500 1
36,9 8,1400 8,0000 1,504
45,8 9,1416 7,3262 1
41,0 12,0000 5,0000 1

ELeo5RBREY

Na Tabela 3.2 apresentamos todos os possiveis modelos que podem ser obtidos a partir
das varidveis explicativas consideradas, e as correspondentes estimativas T obtidas
apoés o ajuste desses modelos pslo método MSAE.



Tabela 3.2. Nimero de parimetros (p) e 7 para todos os modelos de regressdo possiveis,
utilizando os dados de iméveis.

Varidvels no Modelo P 2 R,

Nenhuma 1 10,9629  0,0000
Xy 2 40079  0,7105
X2 2 8,0285 0,3830
X3 2 9,8973  0,4681
X4 2 11,8750 0,1164
X, X2 3 3,9590 0,7215
X1, X 3 5,4301 0,6860
X1, X4 3 39636 07212
X2, Xg 3 8,0913  0,5470
X2, X4 3 6,5918 0,4576
X3 X4 3 6,6577  0,6098
X1, Xz, X3 4 6,1331 0,6701
X1, X2, X4 4 7,3275 0,5937
X1, Xg, X4 4 54875  0,7011
Xa, X3, X4 4 4,0022 0,7410
X1, Xz, Xa, Xq 5 4,0246 0,7704

Observamos que © do modelo com a varidvel x, (4,0079) é menor que © do modelo com
X1 @ Xa (5,4301), fazendo com que o R. do modelo com %1 (0,7105) seja maior que o R,
com x; e X3 (0,6860). Entretanto a contribuigéio adicional da vari4vel X3, dado que x, estd
no modelo, é significante (nivel descritivo menor que 0.01).

Portanto, devido & instabilidade das estimativas de T, pode ocorrer que, mesmo
sendo introduzida uma varidvel que traga contribuigéio na explicagdo da variavel resposta,
a estimativa de t aumente quando se passa do modelo reduzido para o completo. Este
fato diminuiria o valor de R , fazendo com que esse modelo ndo seja selecionado, se o
coeficiente de determinagdo for o critério utilizado para escolha do modelo final entre
todas as possiveis regressdes.



3. Coeficiente de determinagéo proposto

Nesta segdo vamos propor um codficiente de determinagdo a ser utilizado quando os
parametros do modelo sdo estimados pelo método MSAE que satisfaga s propriedades
(P1) a (P6) citadas na segéo 2.

Sabe-se que, quando Os eITos seguem uma distﬂbﬁi«;éo de Laplace, o estimador
de méaxima verossimilhanga de T 6 0 Erro Absoluto Médio (EAM), dado por:

EAM = SEA/n.

Apesar das condigbes de regularidade usuais néo estarem satisfeitas, esse estimador é
consistente (Engelhardt e Bain (1 973)). (2.6)

E possivel, entéo, definir um coeficiente de determinagdo a partir de (2.5) para 0
caso da distribuigdo dos erros ser Laplaca, substituindo 1 por EAM, obtendo-se:

Rs = RSEA / (RSEA + (n-p)(EAM / 2)). 2.7

Este cosficiente difere de Rz apenas pelo estimador do parmetro de escala t, @ portanto
possui as mesmas propriedades que Ra, satisfazendo ainda a propriedade (P5), uma vez
que o erro médio absoluto diminui & medida que novas varidveis sdo introduzidas no
modslo.

Assumindo que os efros seguem distribuigéio de Laplace no exemplo dado na
segdo 2, foram calculados os valores de © (EMA) e Rs para cada possfvel modelo. Os
valores obtidos sao apresentados na Tabela 3.3.

O Gréfico 3.2 apresenta os valores de Rs para 0s possiveis modelos no exemplo
em questiio, como fungdo de p. A intengdo ao usar este critério é detectar qual modelo de
cada tamanho produz o maior valor de Rs , @ 0 ponto a partir do qual a adigdo de mais
variaveis faz com que Rs aumente muito pouco. A partir do gréfico nota-se que, quando
se passa do modelo com X; @ xa para 0 modelo com Xy, Xa @ X4, Rs aumenta de 0,7921
para 0,8160, ou seja, & incluséo de x4 no modelo contribuiu pouco para a explicagéo da
variabilidade da resposta. Além disso, o Rs do modelo com Xi, Xa @ X4 estd muito préximo
do R; do modelo completo (0,8242). Portanto, usando Rs como critério de escolha, o r
modelo selecionado & o com as varidveis X @ Xs.



Tabela 3.3. Valores de R; e do Erro Absoluto Médio (EAM) para o exemplo dos iméveis.

Varidvels no Modelo R, EAM

Nenhuma 0,0000 8,3852
X4 0,7197  3,8307
X2 04505 6,0779
X3 0,6669 4,3519
X4 01695 7,6611
Xy, X2 0,7284 3,8257
X1, X3 0,7921 3,1136
Xi, X4 07282 3,8273
X2, X3 0,7073 4,0428
X2, X4 04846 5,9135
X3, X4 0,7345  3,7611
X1, X2, X3 0,8019 3,0781
X1, X2, X4 0,7368  3,8243
X1, X3, X4 08160 2,9029
X2, X3, X4 0,7655 3,5082
X1, X2, X3, X4 0,8242 2,8817

Gréfico 3.2, Valores de R3 em fungdo do niimero de pardmetros do modelo.
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4.Coeficiente de determinagéo ajustado

Na regressdo de minimos quadrados, escalher como melhor modelo aquele que possui o
malor valor de R? ndo é uma conduta adequada, uma vez que desta forma, seria sempre
escolhido 0 modelo com todas varidveis explicativas .A utilizagéo do coeficients R? na
escolha do melhor modelo & feita buscando-se estabelecer , para um dado valor de p,
qual 0 modelo com maior R? e , a partir de qual valor de p, a introdugdo de novas
variaveis no modelo contribui pouco para o aumento do valor desse coeficiente. Uma
forma alternativa de selegdo de modelos, quando séo consideradas todas as possiveis

regressdes, seria a utilizagdo do coeficiente de determinagéo ajustado i’, ( ver, por

exemplo, Seber (1977)), dado por:

T2 _1_(_p?y D
Ry=1-0 R')[n—p)’ 4.1)

onde R’ 6 o coeficiente dado em (1.1). Observemos que nha expressdo do cosficiente

ajustado, é considerado o nimero de varidvels Independentes no modelo, através do
nimero de graus de liberdade do residuo (n-p). A estatistica R; ndo aumenta

necessariamente quando novas varidveis preditoras s&o adicionadas ao modelo. Na
verdade, sabe-se que, se q novas varidveis séo consideradas , R}, é maior que R:see

somente se a estatistica F parcial para testar a contribuigo adicional dessas varidvels for

maior que 1 (Seber (1977)). E escolhido o modelo com maior Rj.
Nosso objetivo nesta se¢do é propor um coeficiente de determinagéo que tenha na

regressio MSAE papel andlogo ao de 'E’,na regressio de minimos quadrados.

Sugerimos ,entdo, a seguinte estatlstica:

R = 1-(1-35-)(11;) 4.2)

onde R!é o coeficiente de detenminag&o dado em (3. 2).

Com o objetivo de estudar as propriedades desse coeficiente, lembremos
iniclaimente que a estatfstica para testar a contribui¢do adicional de q novas varidveis
explicativas em relagdo a um modelo com p-1 varidveis preditoras na regresséo MSAE é
dada por (Schrader e McKean (1982)) :

D, = R4 ~XOFA, 4.3)

t./2
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onde, RSEAGuq = 3|3 =Bi|~ D[~ Jipee:

is] i=l
fio =mediana (yy,... , ¥n)
Yi.p+q = 0 valor previsto pelo modelo ajustado com p+q-1 varidveis explicativas,
RSEA , ¢ definido de forma andloga & RSEAp.q para o modelo com p-1 varidveis
explicativas e
.., & um estimador consistente de ¢ em um modelo com p+q-1 varldveis explicativas.
Assumindo que os erros seguem distribuigdo de Laplace, vamos considerar nesta segio
o estimador de mdxima verossimilhanga dado em (2.6).

Da definigdo do coeficiente de determinagdo Rs dada em (2.5), temos que, em um
modelo com p+q-1 varidveis explicativas, RSEA,.q pode ser esctito em fungdo de R
como:

RSEA , =—2—(n-p-q) -m (4.4)

R}™
P 1- Rl“"l
De forma andloga podemos obter a expressdo de ASEA, em fungdo de Rj. Substituindo

essas expressdes em (4.3), temos que a estatistica para o teste da contribuigdo adicional
das q varidveis explicativas pode ser escrita em fung@o dos coeficientes de determinagéo
e dos estimadores do parémetro de escala r daseguinte forma:

(n-p- q)—m- (n- p)—
Lag | [ 4
D, = 1- R _ 1- R 2 (4.5)
Zra
2
Desta relagdo segue-se que:
RFY = (1-R$)D, %, +Ri(n-p)7, (4.6)
> (1-R)D,%,., +Ri(n-p)7, +(n—-p-q)f,,(1-RE)

Considerando essa expressédo e a definigdo do coeficiente de determinagé@o ajustado
dada em (4.2), obtemos que:
- [(1-R)E,. In

Ry =1- = =
(=R}, (D, +(n-p-q) +(n-p)T R}

n %,.,(n-p)
n-p (I-R})7,, (D, —~q+n-p)+(n-p)7,R}

=1-(1-R})
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n %,,.(n-p)

=1-(1-R? =

D, +2n
2n

= (l-R';)%m(D.—q+n—p)+(n—p)imR§(

R -p)
=l_(l-R;)n:P. (n-p = (4.7)
(1-R§)XD, =q+n-p)+(n-p)R] 2—;+1

Fazendo a diferenga entre o denominador e o numerador (DIF) do termo que multiplica

[(1-R2) n/(n-p) ] em (4.7), obtemos que
DIF=D,(1-R)+ 210 RE + (1-RE)-9).
Se D, >q, entdo

DIF>(1—R§)q+%ZqR§+(1-R§)("¢1)

n-p
=—-¢R! > 0.
2n qr;

Portanto,

D,>q= R}*>R},
ou sgja,

RIMsSR} =D, <q.

Portanto, se com a introdugéo de q varidveis explicativas no modelo observarmos
um decréscimo no valor do coeficiente de determinagdo ajustado, entdo o valor da
estatistica para o teste da contribuigdo adicional dessas varidveis na explicagdo da
varigvel resposta é ndo significante. Isto ocorre pols, aos niveis de significdncia usuais, o
valor critico da distribui¢do %? com q graus de liberdade é maior que q.

Na tabela 4.1 apresentamos os valores da estatistica proposta observados nos
possivels modelos de regressdo. Observamos, por exemplo, que os valores de R nos
modelos com as varidveis (X1 e X4) @ (X1, X2 @ Xg) 880 menores que no modelo com a
varidvel xy. Este fato implica que a contribuigdo adicional conjunta das varidveis x2 e X4
em relagdo & explicagdo obtida em um modelo que inclui apenas a varidvel x; no é
significante. Notamos também que os modelos com as varidveis X1 @ X3, X1, X2 © X3, X1,
Xs © X4 apresentaram valores de R? bastante préximos ao valor observado no modelo
com todas as varidveis explicativas, e portanto, sdo possiveis candidatos a melhor

modelo segundo este critério.
12



Tabela 4.1. Valores de Ry no exemplo dos iméveis.

Varidvels no Modelo R!

Nenhuma 0,0000
Xq 0,6973
X2 0,4066
X3 0,6402
X4 0,1031
X1, X2 0,6944
X1, X3 0,7661
X1, X4 0,6942
X2, X3 0,6707
Xz, X4 0,4202
X3, Xa 0,7013
X1, X2, X3 0,7674
X1, X2, X4 0,6911
X1, X3, X4 0,7840
X2, Xa, X4 0,7247

X1, X2, X3, X4 0,7842
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