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LOCALIZACAO VE GRUPOS EM CATEGORIAS ALtM VA VOS NILPOTENTES 

AugU-:1to Reynol Ulho 

lniciamoa ap1r.eaentando alguna 1r.eaultadoa ge1r.aia a 1r.eapeito de 

g1r.upoa P-locaia, 6ato1r.izaciio de ai;oea e cohomologia de glr.upoa. Na a e c 

i;ao 2 niia exibimoa eo na t1r.uco ea expllcitaa pa1r.a a P-lo c,i.l.i. zai;iio, em G, 

de um pJr.odu,to aemi-di1r.eto de um g1r.upo abeliano 6inito A polr. um g1r.upo 

qualque1r. X. 

Finalmente, na aeci;iio 3 aplr.eaentamoa a conat1r.ui;iio do 6unto1r. P­ 

local-<.zai;ao na categolr.-<.a do s glr.upof> q ue Jiio extenooeo de um n-<.lpoten­ 

te polr. um abel-<.ano 6-<.n-<.to. 

NoJJa notai;iio e a murna que a ut-<.lizada em [ Re] . La tambem po­ 

dem oe1r. encont1r.adao plr.ovao detalhadao de todao ao a6i1r.macoeo aqui a­ 

p!r.eJ en:tadaa. 1 ndicamoa [ H. M. R. J p arui 04 lei:to1r.u q u e e s :tej am palr.ti cu­ 

la1r.mente inte1r.eooadoo na :teo1r.ia de P-localizai;iio de g1r.upoa e· eopai;oo 

n-<.lpo:tenteJ. 

A 1r.e6e1r.enc-<.a baoica pa!r.a o deoenvolvimen:to de 6un:to1r. P-localiza 

i;ao em G e [ «c. J. 

§ I. Reo ul:tadoo Ge1r.aia 

Ao longo dao 3 oeccoeo P oLgni6-<.ca uma 6amll-<.a de nume1r.oo p!r.i­ 

moJ, G a categolr.ia de :todoo oo g1r.upoo, D a eate901r.ia doo g1r.upoo n-<.lp~ 

.ten:teo e C a ca:teg o n ca do s gJr.upoo q ue o iio ex:teno o eo de g.1r.upo.i n-<.lpo­ 

.tentea polr. g1r.upo6 abelianoo 6ini.too. Va meoma 601r.ma P' deaigna o com­ 

plemen:ta1r. de P e Px o conjun:to mul:tiplica.tivo 9e.1r.ado polr. P. 

(I. I) Ve6-(;ni'=iio: Um g1r.upo G e P-local ~ (g € G ... gne G e uma bijei;iio, 

') 

( 1. 2) Ve6-<.ni'=iio: Seja V uma categoJr.ia de g.lr.upoo, Um homomoJr.6iomo x.!.y, 
em V, P-localiza X em V~-tf Z e lvl e 1f 6 e Hom(X,Z), a! 6 e Hom(Y,Z). 
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(1.3) P1t.opoaitiio: Seja X~ Au,t(N) uma ar;.iio, onde x e N aiia g1t.upaa c.om 

Au,t( N) 6in,{,,to. En-tiio 3 ! ar;.iio wp -tolLnando o d,{,ag1tama 

xP/ 

c.omu-ta-t.{.VO .-+ w(X) e um P-aub-glLupo de -tOIL<;.ao de Au,t(N) 

lw(XJ /e Px). 
( i.s t:» e, 

Naa c.ondir;.5ea ac.,<_ma -temoa wp(Xp) • w(X). 

f impo1t.-tan-te no-talL que a p!t.opoair;.iio (1.3) e ve1t.dadei1t.a 

e0 aigni6ic.a a P-loc.alizar;.iio de X -tan-to em G quan-to em n. 

Conaide1t.emoli ago1t.a uma lieqllenc.ia exa-ta de g1t.upo<1 A>+- G--+#X, onde 

q uando 

A e abeliano, e w a ar;.iio de X em A a<1<1oc.iada. 

Seja EJ-i(x) • 1A+ w(x)+ .. ,+w(xn-i) € End(A), palLa c.ada x€ X e 

n € N. 

( 1. 4) P1t.opo<1itiio: Fixemo-<1 aa a6,{,Jt.mar;.5u: 

(,{_) G e P-loc.al; 

(ii) X e P-loc.al; 

ki.i J 0 n ( x J € Au-t (A) 

~x€ X, ~n€ P'x. 

Nutali co n dcciie«, lie duas den tne: (,<_), (.{.,<_), (i.{.i) liao vudadei- 

lLali, entao a te11.c.ei1t.a ,tambem e. 
(1.5) Co11.olii11.io: Sob at. c.ondir;.5u ac..i.,ma .s e A e 6inito en-tiio G e P- 

loc.al ~ A e X aiio P-loc.a.Lli. 

(1.6) 0bae11.va9:iio: Conaide11.emoa uma aeqUenc..{.a exata de g1tupaa que c.cn­ 

de N~ G = X. Seja w a ar;.iio de X em N de-te1t.minada po1t a e 0n(x) :N+ N 
0 

dada p o n: 0n(x). IN. w(x) ..... w(xn-i), n€ J./ e x€ X. 

En-tiio ex,{,atem p11.opoair;.5ea aniilogaa a I 1.4) e (1.5) pa11.a eata 

.i,(.,(:uar;.iio. v cde ( Re]. 
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e valido paAa ca;tegoAia n, 0 pAoXimO ;teoAema 

0 d:agAama X~ Au;t(A) e comu;ta;tivo, X e um 17.7) TeoAema: - eJ /w i/ p 
Xp 

gAupo 

nilpo;tente 

- * Entao, e
0 

: 

e ~ e abeliano e P-local. 

~ n ) Hn (X ·A)- H IX;A . Wp p, W 

Seja agoAa X~ Au;t(A) uma acao onde A e um p-gAupo abeliano 6~ 
nito Jp S P). Suponhamo6 que 

I a at 0t+1 °:t w I x), I = q I I ••• q l q l + I ••• q ;(; 

{ql+1•'"' qt} c P. 

Ve6inamo6 H= < x S X: o(wlx)) S P~ > (t,ub-gAupo geAado) e po- 

nhamot, H~X ~ Au;t(A); wH= W/H• t 6acil veA que rj e um 
WH 

de A, donde podemo6 con6ideAaA a acao induzida (poA 

e 

W-6 ub-modulo 

w w) X -+ A ut (A; r) • 

(1,8) PAopo6i9-ao: 3! acao wp: Xp-Aut(Afr), co m WpiXp)= w(X), que 

toAna comutativo o diagAama 

~ j /"::•1,1 
Xp 

(Aqui X e~ XP AepAe6enta a P-localizacao de X em G ou n). 

§ 2. P-localirn<;ao de PAodulot, .Semi-ViAeto<i em G 

- s . µ G E - 
(2.1) PAopo-6i<;ao: e1a N>-+ ... x uma ./ieqUencia exa;ta de gAupo-6 onde 

N e um p-gkupo. Vu;ta 6oAma, ./, e eo: x -+ xp P-localiza x I em G l e pS P', 

entao e0o~ P-localiza G. 

A ./ieguiA con-6ideAemot, uma acao X 1 Au;t(A) onde A e um p-gAupo 

abeliano 6inito e -6uponhamo<, que p S P. 
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Supo n humc s tambem lw(Xll= qo.1 ... qat,t e. P.::, {q , ... ,q ). Entao 
l , l ,t 

pe.la p!top.(1.3)3 um diag1ta111a c.omuta.tivo X~Aut(A) 

eol /r 
xr 

Seja.111 Gp • A jwPXP e. e.: G -• Gp da.da p o»: e.(a.,x) " (a., e.0 (x) I 

(2.2) Te.01tema.: Na.6 c.ondicoe.a a.c.imo P-loc.a.liza. G (e.111 G). 

'ra.1ta c.omple.ta.1t a e.otudo qua.ndo A e um p-giwpo 6Inito a.be.lia.no, 

(p € P), aupor1/1a1110<1 a.gOJta. lw(Xll = q~1 ... q? q~i:! .. q~,t e. 

P1 • {q1 ... ,q,el C P' e. {ql+i•···,q,t} c P. (1.;;; R..;; ,t). 

Se.ja. r =r I H) c.omo de.6Inido a.poo o te.01te.ma. ( 1. 7) e. c.on6ide.1te.mo<1 

o d.i.a.g1tama obtido na. pltopo-1,icao ( 1. 8). 

Fixe.moa G 

(2.3) Te.01tema: Nao c.ondicoe.6 a.c.ima. e P-loc.aliza. G. 

Pa.1ta. 6ina.Uza1t c.o Mide1te.mo<1 uma. a.ca.o x ~ Au,t (A) onde. A e: um 

13 1 6 ,t .t: 
g1tupo a.be.R.ia.no Mnao e -1,uponha.mo-1, I A I = En.t:ao A ee< e. A· 

P1 p ,t . ,{_ 

Au.t:(A) 
.t: 

Au.t:( AII, o nde A· e: c.omponen.t:e. Pi·p1timi1tia. de. A, de e. S!! 1T ,{_ a. 
,{_ =) 

601tte que. 6Ic.a.m unic.a.men.t:e. de..t:e.Jtmina.da.6 W1,•••,w,t (polt w), onde. 

wi:X ~ Au.t:(AI); i=l, ••• ,.t:. 

Conoide.1temo<1 G • Alwx; G .•A -lw,X; G ~ X 
,{_ ,{_ ,{_ 

E, 
e. G i~ X a6 p1toj5':_ 

c;.oe.6 c.a.nonic.a6. 

Ta.mbem, s e.]« (G,t)P (e;lPJOxp a. P-R.oc.a.l,<.zacao de Ei e. 6,(,xe.mo-1, 

- 
~ ~ Xp o pull-ba.c.k da.6 6lec.h~-1, EI, i•1, ••• ,t. 

t c.la.Jto q ue J ! e: G 
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- vamente de G em G -i.. e de G em (G -i..} p· 

(2.4) Teokema: Naa cond-i..coea ac-i..ma e: G + G P-local-i..za G. 

§ 3. 0 Fu.ntok P-local-i..zacao em C 

Nu.ta 6 eccao X e!l- Xp kepkU enta a P-lo cal-i..zacao de X em n. 

(3.1) Pkopoa-i..r;.ao: s e]« A.4' G3~x u.ma aeqllenc-i..a exata de gku.poa onde 

A e abel-i..ano 6-i..n-i..to e X n-i..lpotente. Seja X~ Au.t(A} a acao aaaocia 
da e au.ponhamoa qu.e r2 = A. 

w 
' V K 

Sejam tambem B S Hom(G,K) e B» K ~ Y exata, onde Be abelia 

no 6in-<-to e Y n-<-lpotente. Entao 3 a S Hom(A,B} e Y S Hom(X,Y) qu.e 

pkodu.zem comu.ta :tilidade no diagkama. 

(3.2) Pkopoair;.ao: -v'G S lcl,]! U = U(G) <IG, U abel-i..ano 

com G/U n-<-lpotente tq. r~ = U, onde w e a acao «s s o c.La da a. extenaa.o 

U >-+ G +> G / U ._ 

13.3) G S ICpl ~ u p-gku.po abel-i..ano 6-i..nito (Aqu.i CP kepkeaenta a 

au.b-categokia plena de C 6okmada peloa gkupo6 qu.e aii.o extenaoea de 

gku.po-6 nilpotentu p o n: p-gku.po-6 abelianoa 6,i__nitoa). 

(3.4) G nilpotente ~ U = U(G) = {1}. 

13.5) CMolakio: G s IC I A IC I, r * q ~ G e [n ] , p q 

Paaaamoa agMa a de6inik Gp e I C I paka cada G S c • 

Dado G e ICI Mxemoa U = U(G) dt6-<-nido po r: (3.2), G/u e!l- (G;ulp 

P-localizaciio (em n) de G;u e w: G/u + Aut(U) dada pM w(gUltu.=gu.g-1• 

Conaidekemoa 4 caaoa: 

Seja p u.m pkimo e au.ponhamoa inicialmente qu.e G e ICPI. 

(I) p e P'. Pomoa e=e
0
oc; G S..G;u !0 IG/Ulp 
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Te.mo6 po,(_6, 

II) p € P. Suponhamo6 I (G ) I 0
1 w I u " q i. 

II)a)P:,{ Qi,• .. Qt} 

Entio, w(G/ul i um P-6ub-gAupo de. toA~io 

que. 3,' - (G w a~ao /Ulp~Aut(U) tq. Wpoe.0 = w. 

de. Aut ( u) , de. 

(pAOp. ( I. 3)). 

modo 

Tambem, H~ ( (G/ulp;U)~ H2 ( p ~ w G;ul,U) pe.lo te.oAe.ma ( 1.7). 

Se.ja Cp tal que. e.~Cp = C A.i.i,(_m que., 

c: u - G-> G/u 

II l e. te.o 

Cp: u,.._ G p->> I G / u) p 

II) b) 3l, ..;; l ..;; t tq . P1= {qi> ... ,ql} c P' e. {Q,e_+i>"'•q,t} c p. 

Se.ja H < )( € G I u: o (w( x l ) € p)( >· f= r ( H); 
J 

, 

po.i,(_~io (J. 8) no.i autoA.i.za a a6.i.AmaA q ue 3! a~ao Wp ,toAnando o d.i.a 

Cort6.(.de.Aando a pAOje.~ao U~ U/r no6 te.mo6 que 3! Cp tal que. 

/
0
Cp • 11*f,; onde. H~(G;u;U)~*H~ (G/u;U/rl e.~ H~p((G;Ulpi U/rl, 

(' ,1-:::..-µ -r~Gf 
Cp: U/r,....:L... Gp~(G;ul p 
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Neate ponto e impontante aalientan que temoa de6inido 

Gp € ICI e ea.ta de6inic;.iio e boa devido a. (3.5)e(3.4). 

Em pantic.ulan eata c.onatnuc;.iio eatende aquela 6eita 01 [H.M.RJ. 
IIII G e 1c1, u 1c 1. p p 

Entiio U niio e p-gnupo ~p. Entnetanto U, ~ u. LJ. 
i• 1 -<-' ,(, 

t 

te pi-pn.i.mania de LJ. 

Tambem G/u ~ Aut I UJ 
,(,, l 

e 

c.omponen- 

a pnoje~iio uaual. 

sc;« i:;.i. , 11 .i.*i:; e c.ona.i.denemoa o d.i.ag~ama c.omutat.i.vo 

(11,., ... ,11.t.1 t 
i:; € Hz I G/ Ui LJ) (f;i)i € -~ H2 (G/u;LJ-<.) w ,(,, 1 w· ~ ,(, 

kp· - ,t.,,. 
- (11 ,., • , • , 11 t*) t 

i:;Pe H~ I (G/u) p;U) ( (i:;.{.) pl .{. € • Hiw-) l(G/ulp; LJ.{.) p :,!' i=, ,(, p 
µ. e:. 

onde i:;.: u . ,(, ,(, 
G/u e: de6inido pon (II ou II)a) ou II)b). G· ,(, i- .(_ 

p1 
lei l eo 

I sii p' U. >---+ f G.) p 'lilGI ul p .(_ .(_ 

i - 1111., ... ,ii.tJi:;r =((i:;.1rl- To.mbe.m LJ = u. e a! i:;p to.l que 
i...:: l ,(_ .(_ ,(,, 

A ~eapeito do. aplic.o.~ao e: G + Gp de6inido. em quo.lque~ um doa 

4 c.o.aoa o.c.imo. temo6: 

(3.6) P~opo<1.i.cao: G P-loc.o.l~ e .i.6omo~6i6mo. 

6 
( 3. 7) P~opo<1.i.cao: G __.! Gp==t K; K P-.t'.oc.o.l. Eri.tao 6e = ge + 6 g 

g 

(3.8) Vado um d.i.o.g~o.mo. c.omuto.t.i.vo 

U(G)=U~G -4~G/U 

0 l ls ly 
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Nao ~ di6Zcil moat1t.a1t. que. 3 a G Hom (U,V) que. tolt.na comutati 

vo o diag1t.ama 

- C! - u - - --- --'; v 

Maia ainda, a e na 1t.ealidade mo1t.6iamo de m5duloa. 

(3.9) TeMema: G, K G \C\; 3! Bp G Hom (Gp,Kpl p1t.oduzindo comutati 

vidade na diag1t.ama abaixo. 

f;: u 
µ E 

G ~ C/u 

~ 

I 

~~ ~ s: I 
y' 

µ I Ep 
C! f;p: u Gp >(G/u)p 

i " \ v 
\) 

- - --~ K - - - - ~ - - - -~ K/ f; :v">-- -- v, l'' 
~ 

C! ' ' e ' ,o 

' ,,e. ' ' ' ' 'l 

v '..i Kp (K/V) p 
f;p: v Kp 

(3.10) 0 te.olt.e.ma (3.9) n o s moat1t.a que G~Gp e. um 6urtto1t. e. e.e.wna 

t1t.art6601t.ma~ao rtatu1t.al. 

(3.11) Co1t.ola1t.io: G~Gp de.6irtida ein.(I); II)a); II)b) e. III) 

P-localiza G e.m C. 
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