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LOCALTZACAO DE GRUPOS EM CATEGORIAS ALEM DA DOS NILPOTENTES

Augusto Reynol Filho

Indiciamos apredentando alguns nesultados gerais a nespedto de

gnupos P-Locais, fatorizagdo de agies e cohomologia de ghupos. Na dec
¢do 7 nos exibimos construgies explicitas para a P-Localizagdo, em G,
de um produto semi-dineto de um grupo abeliano finito A porn um grupo

qualquen X,

Finalmente, na secqao 3 apresentamos a construgao do funtorn P-

Locatizagdo na categonia dos gnupos que sdo extensioes de um nilpoten-

te por um abeliano finito.
Nossa notagdo ¢ a mesma que a utilizada em [ Re] . La tambem po-

dem sen encontradas provas detalhadas de todas as aginmagoes aqui a
presentadas. Tndicamos [ H.M.R. ] para o0s Leitones que estefam particu-

Larmente interessados na teoria de P-Locatizagao de grupos e espagos

nilpotentes.
A nefenencia basica para o desenvolvimento de guntorn P-Localiza

¢ao em G ¢ [ R<. .

§ 1. Resultados Gernais

Ao Longo das 3 secgbes P significa uma famitia de nimenos pri-

mos, G a categoria de todos 04 grupos, n a categoria dos grupos nilpo
Zentes e C a categonia dos grupos que sdo extensies de gnrupos  nilkpo-
tentes por grupos abelianos ginitos. Da mesma gorma P' designa o com-
plementan de P e P o conjunto multiplicativo gerado por P,

(1.1) Definigao: Um grupo G ¢ P-Locaf & (geG» g"¢ 62 uma bijegao,

#n € P'Y).
(1.2) Defginigdo: Seja D uma categoria de grupos. Um homomon §4amo xfoy,

em D, P-Localiza X em Déa% Z € |D| ¢ # § € Hom(X,Z), Al § € Hom(y,1),

|



- , w -
(1.3) Proposigdo: Seja X + Aut(N) uma agdo, onde X ¢ N sd0 grupos com

Aut(N) f§inito. Entdao 3! agdo Wy tornando o diagrama X —%—s Auwt(N)

e
eo P w
X 7 P
p
comutativo e==p w(X) ¢ um P-sub-grupo de toncao de Aut(N) (isto e,

lw(x)|e P*).

Nas condigoes acima temos wp (Xp) = w(X).

E impontante notan que a proposig¢dao (1.3) ¢ verdadeira  quando
e, d4gnifica a P-Localizagao de X tanto em G quanto em n.

Considenemos agora uma seqlizhcia exata de grupos A» G» X, onde
A ¢ abeliano, ¢ w a agdo de X em A associada.

Seja g (x) = 1,4+ wix)+...+w(x"" ') e End(A), para cada x € X e

n €N,

(1.4) Proposigao: Fixemos as afirmagoes:

(4) G ¢ P-focal;

({4) X & P-Locak;

(ciilo ,(x] € Aut(A)

#x € X, #n € P'%,

Nestas condicdes, se duas dentne (i), [4ii), [iid) sao verndadedi-
nas, entdo a tenceira tambem e,

(1.5) Conotario: Sob as condigies acima se A ¢ finito entdo G ¢ P~

Local é&=> A ¢ X sao P-Locadls.
(1.6) Obsenrvagao: Considenemos uma seqlligncia exata de grupos que cLn-

de N> G 2 X. Seja w a agao de X em N deteaminada por O ¢ O (x):N * N
o

dada por 0 (x) = 1y, wix). ... Lwix"Y), neN e x e X,

Entdo existem proposigaes analogas a (1.4) ¢ (1.5) para esta

situagdo, Vide [Re].
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0 proximo teorema ¢ vatido para categonia n.

0 diagrama X—2— Aut(A) ¢ comutativo, X € um  grupo

QOI /////’wp
X

P

(1.7) Teonrema:

nitpotente ¢ A ¢ abeliano e P-Locaf.

Entdo, of: H" (XpiA)— Hy(XiA).
P

Seja agona X % Aut(A) uma agdo onde A ¢ um p-grupo abeliano 64
nito [p € P). Suponhamos que
o a
[w(x) | = q?l...qu quff..q{t onde P, = {ql”"' QI CP e
Wiy, sty Gl € P
Degdinamos H= < x € X: olwl(x)) € P{ > (sub-grupo gerado) ¢ po-

nhamos HE—X % Aut(A); Wy= W/H. E facit ven que Fi 2 um  w-sub-moduto
H

de A, donde podemos considerar a agdo induzida (por w) X % Aut(A/p).

{ 2y n Aty A n-13
Aqué T nepresenta A se Ty=A ou I se Titte R, I e,

(1.8) Proposicao: 3! agdo wp XP——*Aut(A/P), com wp (Xp) = wix), que

torna comutativo o diagrama

x—2 5 Aut(A/,]

A

Xp

(Aqui X %2 Xp nepresenta a P-focalizagdo de X em G ou n).

§ 2. P-focalizagao de Produtos Semi-Dinetos em G

o . po e 3
(2.1) Proposigdo: Sefja N» G w X uma seqlliéncia exata de grupos onde

N ¢ um p-grupo. Desta forma, se e, i X » X, P-focaliza X(em G) e p€P',

entao e,0€ P-Localiza G,
A seguin considenemos uma agdo X ¥ Aut(A) onde A 3 um p-ghupo

abetiano f4inito e suponhamos que p € P,
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Suponhamos tambem |w(X)| = q?’...qit e Po {ql,...,qt). Entao

pela prop.(1.3) 3 um diagrama comutativo X—2 o Aut (A)

\ P

Xp
Sejam Gp = A JWPXP ¢ et G Gp dada ponr ela,x) = (a, ¢, (x)
(2.2) Teonema: Nas condigoes acima P-Localiza G lem G).

Para completar o estudo quando A ¢ um p-grupo finito abeliano,

(p € P), suponhamos agora |w(X)| = qo:‘...qzz qif:!‘.qit e

P, (ql...,qz] < BY e {q£+l,...,qz} G Py 1l € £ 2,

Seja I'=r' (H) como definido apos o teorema (1.7) e consideremos
0 diagrama comutativo X-—ﬂ—oAut(A/p) obtido na proposigao (1.8).

AP

Xp

Fixemos G = A1wx Gp = A/rinXP e e:la,x) € G~ (a+T,ey(x])
€ Gp-
(2.3) Teonema: Nas condigoes acima e P-Locakiza G.
Para §inalizan considenemos uma agao X % Aut(A) onde A T um
8 B - T
gnupo abeliano finito e suponhamos |Al= p ‘... ptt. Entdo A = @ Al

e Aut(A) = # Aut(A;), onde Ai ¢ a componente p-primania de A, de
L=1
sonte que gicam Unicamente determinadas wy,...,w, (por wl, onde

w{:X + Aut(A&); biLl P
€ €; ,
Considenemos G = Al X; GL'AL1W¢X; G X e G X asprofe

¢0es canonicas.
Tambem, seja (G;)p _ifilf,xp a P-Rocalizagdo de €, ¢ fixemos

-k ,
G+ Xp o putl-back das flechas e;p £=1,...,%.

£ claro que 3! T: G » G (devido a definigao do putt-back)tq.

~ iy a2 anic ecti-
) ; T, T. 830 as projecdes canonicas redp
T = T, ¥, onde ™., T, 4ao0 projeg
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vamente de G om Gi e de G em (Gi)P'

(2.4) Teonema: Nas condigies acima ¢: G * G P-focaliza G,

§ 3. 0 Funton P-Localizagdo em C

Nesta secgdo X @1 XP nepresenta a P-Localizagao de X em n,

jj;ll_fggggiigég: Seja Ast G5 X uma seqllencia exata de grupos onde
A 2 abeliano finito e X nilpotente. Seja X Y Aut(A) a agdo associa

da ¢ su 2
ponhamos que Ty = A )
% &= - K -
Sefam tambem B € Hom(G,K) e B> K » YV exata, onde B ¢ abelia
no finito o vy nilpotente. Entaoc 3 o € Hom(A,B) ¢ Y € Hom(X,Y) que

produzem comutatividade no diagrama.,
Ar—bey G By
al B ly
Y K
B —— K ——ny

(3.2) Proposicdo: # G € lel, 3! u = ui6) 46, U abeliano finito

com G, nilpotente tq. T2 - U, onde w & a agdo associada a extensdao
/u a. Ty ,

us» G » G/u,
(3.3) G ¢ ]Cpl > U p-grupo abeliano §inito (Aqui Cp representa  a

sub-categonia plena de C formada pelos grupos que sao extensoes de
grupos nilpotentes por p-grupos abelianos finiztos) .

(3.4) G nilpotente = U - U(G) - {1},

(3.5) Corokanio: G € ]Cp[ ~ [Cq|, P #qe=pGe |n|.
Passamos agora a definin Gp € [C| para cada G ¢ ¢

Dado G € |C| fixemos U = U(G) definido pon (3.2), G/ % (G/ylp
P-Locatizagao (em n) de G/y e w: G/ > Aut(U) dada por w(gU)ru=gug™*,
Considenemos 4 casos:

Sefa p um primo e suponhamos inicialmente que G € |Cp|.

€
(1) p € P'. Pomos e=e o€; G » G/ S (G/ulp
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Temos podis, E: U> -, -

l le leo
EPt(O)r—a(G/U)P—_—; (G/U)p
IT) p € P. Suponhamos lw(G,y) | = Q?l.

a o1
VAT Y.
IT) a) 'P > {ql,...qt}

Entao, wl(G/y) € um P-sub-grupo de torgdo de Aut(u), de

modo
que 3! agdo (G/u)p- WP, Aut(U) tq. wpoe, = w. (prop. (1.3))

Tambem, H;P ((G/y) ps ) > Hy (Gyy),U) pelo teonema (1.7).

Seja &, tat que e%EP = £, Assdim que,
E: Ur— G —» G/u

T

EP: Ur—r GP....» (G/U)P

i } € Ps
11) b) aL, 1 <& <t tq. Py* {qre000p} C P' e {Qp41» » Qg

x = .
Seja H = <x € Gyy: olw(x)) € Py >; T= T(H);
(ni Z4 o teonema (1.7). A pre
wi G/ > Aut (U/p) como de ginidos Logo apos

{ ( ! 50 wp tornando 0 did
posigdo (1.8) nos autoriza a afirmar que a! agdo wp

w
grama comutativo G(u—————+AutlU/r)

(G/ulp

o ! tal que
Considenando a projegdo UwU/p nos temos que al &p
* . )
mn 2 . Lo 2 [(G/U) ; u/rl.
e, « 1,6 onde HYIG i ULLE G (G/uit/Tle—g—Hup p
Obtemos pois o diagrama comutativo:
€
g U —t v G —»G/U
m e e

T €
Ept U/r»y—-v GP-—B—»(G/u)P
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Neste ponto e imponrtante salientar que temos definido

GEeEU |Cp| Gp € |C| e esta definigdo € boa devido a (3.5)¢ (3 4)
P .4),

Em panticular esta construgao estende aquela feita em [H.M.R]

c u e ]l
111)G€[|\p|pl

L
Entao U nao e p-ghupo #p. Entretanto U = & u: U; = componen-
- L=
te p -primaria de U. :
1
Lm

) R |

Tambem G,y —% Aut(u) = Autliy) e w s (w ...

o vl s

Temos, HZ (G u;U) M,é‘%i(c/u;uu onde miill » U,
o

a projecdao usuaf,
Seja S ﬂL*E e considenemos o diaghama comutativo

nt)

£ € H2 (G/y;U) .LT’*""' * S
Ié‘.p* ' 'iQDI_*
N YU t
Eok HE L18/ghgsthlemmmee Y S Wle i 5. ¢ & ri
P* Twp ul psli) s (leg)ply € i) H?wi)p((G/U’P' gl
My 54‘_ - "
onde £ U, > G,——» G/y 2 definido por (I) ou IT)a) ou IT)b).

Tambem U = l,i IUL- e Al gp tal que ﬁn,---j*,t)ﬁp '((EL)P)

4,
A nespeito da aplicagdo e: G + Gp deginida em qualquer um dos
4 casos acima Temos:
(3.6) Proposicaoc: G P-Local® ¢ isomorfismo.
. § ;
(3.7) Proposigdo: G % Gp—p K; K P-tocak. Entao fe = ge » § =g
g

(3.8) Dado um diagrama comutativo

U(G)=U»— G —»G/U

b |
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Nio ¢ dificik mostran que T o € Hom (U,V) que torna comutati

vo o diagrama

Mais ainda, o ¢ na realidade monfismo de modutos.

(3.9) Teonema: G, K € |C|; a! Bp € Hom (GP,KP) produzindo comutati
vidade no diaghama abaixo.

Eal > : > G £ > G/u
|
4 Bl < | &;
- T b €p
o U™ E L > Gp : —(G/ulp
| i
' "
v v
£iv-———f—-->K ediaeta . S Tp
o N N
Py \\ s
| i
Ep: V P

(3.10) 0 teonema (3.9) nos mostra que G~-»Gp & um funtor ¢ g & und

thans formagao natunral.

(3.11) Coroldnio: G—-—Gp definida em(1); 11)al; 11)6) e 111)

P-Localiza G em C,
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