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Calculo diferencial
com fungoes polinomiais

O CPC no programa “Calculo
diferencial com funcoes polinomiais,
racionais e exponenciais”

Barbara Born

O ultimo programa expandido de disciplina trabalha com um contelddo mais tra-
dicionalmente associado ao curso de Licenciatura em Matematica. Como o lei-
tor podera perceber, trata-se de um curso que apresenta uma carga mais intensa
de contelidos especializados, desempenhando papel estruturante no desenvol-
vimento do conhecimento especializado do conteldo por parte dos estudantes.

Essa énfase mais acentuada no conteudo, todavia, ndo coloca o CPC em segun-
do plano. Como discutido no capitulo introdutério, um entendimento profundo
dos saberes disciplinares é essencial para que o professor desenvolva sua ca-
pacidade de representar o conteldo de maneira adequada. No caso especifico
desta disciplina, os autores do programa exploram em profundidade conheci-
mentos essenciais para o curriculo da educacéao basica, articulando-os, ao longo
do processo, com saberes matematicos mais caracteristicos do ensino superior.

Além do foco no conhecimento curricular — apontado pela literatura de CPC
como um de seus elementos estruturantes —, o programa destaca dois aspec-
tos centrais para a formacao do futuro professor: a modelagem matematica e as
multiplas representacoes.

No caso da formacao do futuro professor de matematica, o uso da modelagem
é particularmente relevante porque oferece um repertorio que estabelece uma
ponte entre situacdes do mundo real e conceitos matematicos. Em especial,
auxilia os licenciandos a responderem a guestionamentos comuns na escola,
ao construir ferramentas que os ajudem a compreender a matematica como
linguagem e instrumento para interpretar o mundo.
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O curso também dedica atencéao importante ao uso de diferentes represen-
tacOes para o trabalho com funcdes de uma variavel. As multiplas formas
de representar um mesmo conteuddo sdo elementos estruturantes da forma-
¢ao docente e contribuem de modo decisivo para a elaboragao de planos
de aula efetivos, capazes de favorecer a compreensao dos estudantes da
educacao basica.

Do ponto de vista avaliativo, o programa sugere o uso de instrumentos mais pre-
sentes no contexto académico. Ainda assim, € relevante observar como essas
propostas articulam o conhecimento especializado do contelddo ao conheci-
mento pedagdgico do conteldo. Nos exemplos apresentados pelos autores,
um mesmo problema matematico € explorado tanto para investigar a constru-
¢ao do conhecimento e a capacidade de aplicacao dos licenciandos quanto
para propor questoes sobre como estudantes da educacao basica lidariam
com o problema.

Um ponto importante a ser destacado para agueles gue utilizem ou se inspirem
nesse programa € que a maneira como a disciplina € conduzida € fundamental
para o desenvolvimento do CPC dos licenciandos. Além do foco na modela-
gem matematica e na construcdo de um repertério sélido sobre representa-
coes, € essencial empregar estratégias variadas de ensino e oferecer multiplas
oportunidades para que os estudantes analisem a pratica do docente da dis-
ciplina de modo metacognitivo, fortalecendo, assim, sua formagao enquanto
futuros professores.
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Descricao da disciplina

Adisciplinarevisita algumas familias de funcdes elementares vistas na educacao ba-
sica, nomeadamente asfun¢des polinomiais, racionais e exponenciais, aprofundando
o entendimento de suas caracteristicas essenciais. Para tanto, os conceitos de limite
e derivada de fungdes de uma variavel serao introduzidos e discutidos, ampliando o
entendimento das caracteristicas dessas fungoes e as possibilidades de aplicacoes
em novos tipos de problemas. Ao longo do curso, os estudantes terdo contato com
a modelagem e fardo uso de multiplas representacdes de forma bastante intensa.

Objetivos da disciplina

Durante esta disciplina, vocé construira conhecimentos sobre o conceito de funcao de
uma variavel para além do que ja é visto na educacgéo basica, incluindo as ideias de limite
e derivadas. Também desenvolvera habilidades matematicas relacionadas a modelagem
e ao uso de multiplas representacoes. Esperamos que, ao final do médulo, vocé possa:

e modelar algebricamente problemas do mundo real, tendo a experiéncia
significativa com o uso de modelagem matematica em sala de aula;

e utilizar multiplas representacdes (algébrica, grafica e numérica) no estudo de
funcdes de uma variavel, especialmente a partir do uso de softwares ou outros
recursos de tecnologias digitais;

e compreender as caracteristicas de familias de fungoes elementares
(polinomiais, exponenciais e logaritmicas), incluindo tanto aspectos que podem
ser discutidos na educacgao basica quanto aspectos avangados envolvendo 0s
conceitos de limites e derivadas;

e aplicar os conceitos de funcdes, limites e derivadas no entendimento de

fendmenos diversos.




IMPORTANTE

A premissa central por tras da elaboragao desta disciplina € que os conceitos
tipicos de uma disciplina de calculo diferencial sao introduzidos como ferra-
mentas adicionais para aprofundar o entendimento das familias de funcoes
elementares que sao tipicamente estudadas na educacéao basica.

Dessaforma, o ponto de partida de cada uma das unidades que serdo apresen-
tadas a seguir sdo fungdes discutidas na educacao basica e o avanco dentro
do modulo segue uma logica de aprofundamento do entendimento das suas
caracteristicas em ciclos que, consequentemente, adensam o entendimento
dessas novas ferramentas.

Por exemplo, a primeira unidade, que trata de funcoes polinomiais, tem inicio
com amodelagem de fendbmenos lineares e progressivamente, introduz as ideias
de limites, a partir do comportamento destas funcoes e a ideia de derivada, a
partir da identificagao grafica de maximos e minimos de fungdes quadraticas e
cubicas. As demais unidades, com outras familias de funcoes, seguem 0s mes-
mos principios, adequados a realidade de cada familia de funcgdes.

Avaliacao e notas

Esperamos que voceé assista a todas as aulas, participe ativamente e apresente to-
das astarefas atempo. Sugerimos a utilizagado de dois instrumentos concebidos es-
pecificamente para esta disciplina:

e Atividades curtas semanais dos conteldos abordados naguela semana.

e Provas, por unidade, que utilizem o mesmo contexto para modelagem
matematica que possa ser discutida tanto em termos de conceitos da
educacao basica, bem como a conteudos programaticos relacionados com o
ensino superior.

Cada tarefa e/ou prova inclui instrugdes e critérios de avaliag&o. O critério (sugeri-
do) é que a nota de cada Unidade seja composta por 20% da nota relacionada as
atividades curtas semanais e 80% das provas. Nesse cenario, havera 03 avaliagcoes
por Unidade de forma que, a critério do professor, essas avaliacbes podem ser pon-
deradas entre si a forma que o docente julgue procedente.

Se 0 seu desempenho nao atingir o padrao esperado, havendo a disponibilidade de
monitor, vocé sera solicitado a revisar e apresentar novamente algumas (a critério
do docente) das atividades avaliativas. Vocé deve procurar toda a ajuda que puder
junto a seus pares, docente e (se houver) tutores e mentores.
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Atividades avaliativas Prazos de entrega

Atividades curtas baseadas em contetidos discutidos
Atividades em sala de aula, a serem entregues na semana Semanalmente
subsequente a aula dada.

Prova baseada nos conteldos abordados da primeira

P 1 .
rova Unidade (Aulas 01 a 14)

Aula 15

Prova 2 Prova baseada nos contetdos abordados da Aula 30
segunda Unidade (Aulas 16 a 29)

IMPORTANTE

Aseguir, trazemos a justificativa para cada um dos instrumentos sugeridos acima:

e atividades curtas semanais: como a disciplina abrange
uma quantidade significativa de topicos propostos, essas
atividades promovem um estudo continuo dos conteudos a
fim de aprimorar o seu desenvolvimento ao longo do curso.

e provas: este instrumento vem para que o estudante demonstre
dominio de topicos que sao relacionados a educacéao basica, mas
gue sao necessarios para o desenvolvimento de disciplinas futuras
no decorrer do curso superior. Como o conteudo da disciplina foi
desenhado para manter proximidade com o curriculo da Educagéao
Basica, isso abre portas para que aspectos relacionados ao
ensino e aprendizagem também sejam explorados nas provas.

Tais sugestoes vem ao encontro de dois aspectos que sao centrais na conse-
cucao dos objetivos da disciplina. Primeiramente, € preciso ter em mente que
todas as atividades dessa disciplina foram desenhadas como evidéncias da
apropriacao das habilidades e conteudos trabalhados em cada aula. Sdo es-
ses elementos que vocé deve buscar na hora de analisar os trabalhos dos es-
tudantes participantes e suas aulas devem contribuir para que eles construam
habilidades necessarias para fazé-los.

O segundo aspecto diz respeito as devolutivas que vocé dara aos estudantes.
Havendo disponibilidade de apoio pedagogico, seriam especialmente recomen-
daveis devolutivas individuais e com profundidade para as atividades curtas se-
manais, uma vez que elas podem contribuir para o processo de aprendizagem
e ter papel verdadeiramente formativo. No caso de ndo haver apoio ao docen-
te, podem ser usadas estratégias alternativas, como uso de questdes objetivas
realizadas em ambientes online (Ambientes Virtuais de Aprendizagem) que fa-
cilitem a entrega e corregao das atividades propostas.

Em relacao ao critério de notas, sugerimos que a nota de cada Unidade sejacom-
posta por 20% da nota relacionada as atividades curtas semanais e 80% das provas.
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Atividade 1 - Atividade curta semanal

Este €é um exemplo de atividade curta semanal gue combina, em uma mesma ques-
tdo, aspectos matematicos do curriculo da educacao basica (itens a e b) com as-
pectos que podem ser aprofundados com auxilio de matematica avangada (item d)
e aspectos do conhecimento pedagogico de conteudo (item c).

Questao: No espaco, a falta de gravidade faz com que o organismo produza
mais calcio e, como o mineral ndo é usado, o corpo o expele, fazendo com que
0s 0ss0s diminuam de tamanho. Um dos 0ss0s que mais sofrem essa redugao
¢ o fémur. O grafico apresenta a evolugao linear do tamanho desse 0sso, ao lon-
go de trés meses, em um astronauta que, antes de ir para o espaco, tinha um
fémur de 50 cm.
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DUARTE, M. O guia dos curiosos. Sd0 Paulo: Panda Books, 2015 (adaptado)

Supondo que esse comportamento se mantenha para mais tempo no espago, ob-
tenha a fungédo que relaciona o tempo (t) no espago (em meses) com o tamanho (f)
do fémur (em cm) para esse astronauta.

A partir da funcao obtida no item anterior, determine qual sera o tamanho do fémur
apos 6 meses No espaco.

Discuta a pertinéncia desse modelo para fazer predicdes sobre o tamanho do fémur
apos periodos muito longos de permanéncia no espaco.

Embora essa questéo esteja formulada em termos de funcgdes, € possivel resolver
sem utilizar de forma direta esse conceito. Resolva a questao do item b utilizando
uma estratégia que ndo dependa da obtencéao explicita da funcao que relacionatef.

Discorra sobre quais conhecimentos matematicos foram mobilizados na resolucéo
do item anterior e aponte em qual nivel de ensino essa abordagem ja poderia ser
discutida com estudantes da educacao basica.




Atividade 2 - Prova

Este é um exemplo de duas questdes que poderiam compor a prova da Unidade 1. A
primeira questao é mais focada no conteldo matematico, mas tem inicio com per-
guntas compativeis com o curriculo da educacao basica. Ja a segunda, foca em as-
pectos mais relacionados ao conhecimento pedagogico de conteudo.

Questao 1: Deseja-se construir caixas com tampa a partir de uma folha de papeléao
medindo 20 cm por 10 cm. Para construir a caixa, dois quadrados e dois retangulos
sao removidos dos cantos da folha de papeldo, como indicado na figura a seguir.
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52 ¥
fe=X—> =X
- 20 -

Determine o volume da caixa resultante quando x=1, x=2, x=3 e x=4 e indique o valor
que resultou no maior volume.

Marque 0s pontos em um eixo cartesiano dado e indique, a partir desses valores,
em qual intervalo pode estar um valor de x que resulte em um volume maior do que
0 obtido no item a. Justifique sua resposta.

Obtenha uma funcao que relacione volume da caixa resultante com a medida de x.

Determine, a partir das restricoes do problema, o dominio dessa funcéo e o menor
valor que ela assume nesse intervalo.

Utilize derivadas para determinar os pontos criticos dessa fungéao.

Utilize as caracteristicas do grafico sugerido pelos pontos do item b para justificar se
0(s) ponto(s) critico(s) encontrado(s) € (sdo) de maximo, minimo ou inflex&o.

Determine o maior volume que se pode obter pelo processo descrito na questao.
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Questao 2: Na questao anterior, utilizamos derivadas para obter as coordenadas
exatas do ponto de maximo do problema, porém, essa ferramenta nao é discutida
no ensino médio. De todo modo, essa mesma atividade poderia ser realizada neste
nivel de ensino a partir de duas estratégias:

1. Esbocar o grafico da fungao a partir de alguns valores
especificos e inferir, a partir dele, qual é o ponto de maximo

2. Construir o grafico da fungao com auxilio de um
software e obter o ponto de maximo da funcéo.

Qual dessas estratégias vocé utilizaria caso desejasse realizar uma atividade ba-
seada na questao anterior no ensino médio? Aponte as vantagens da sua escolha.
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UNIDADE 1
Funcoes
polinomiais

Funcéo afim e por partes: modelagem,
A partir do estudo das fungdes polino- gréficos e conexdes entre elementos da

o _ . representacao algébrica e gréfica
miais, iniciando com as fungoes afim

e quadratica, o objetivo desta unidade
¢ aprofundar o entendimento das ca-
racteristicas dessas fungdes e, ao lon-

go do processo, introduzir e aplicar as

ferramentas de limite e derivada dessa
Funcéo afim e por partes: ideias iniciais

classe de fungoes. Também faz parte
¢ P de limite e continuidade

dos objetivos introduzir, via definigdo
intuitiva, conceitos como continuida-
de e assintotas. Ao final, introduzimos
as fungdes racionais por oferecerem
um contexto especialmente rico para
discutir dominio, imagem, assintotas Funcdes quadraticas: modelagem,

e permitir novas aplicagdes. Ao longo gréficos e conexdes entre elementos da
representacdo algébrica e gréfica

de toda a unidade, discussdes sobre
modelagem e uso de multiplas repre-
sentagdes devem ser feitas para que
o repertoério dos estudantes se expan-

da, apoiando sua futura atuagéo na Fungdes quadraticas:
modelagem e otimizagao

educacao basica.

Atabela abaixo é uma sugestao de or-
ganizacao para as aulas dessa unidade
comindicacao dos topicos matemati-

Funcgdes clbicas: otimizagéo de volumes,
gréficos e uso de ferramentas digitais para
ao ensino e aprendizagem de mate- articulagdo entre diferentes representagdes

matica que podem ser discutidos ao

cos centrais e aspectos relacionados

longo dos encontros.




Formacao do conhecimento pedagégico do contetido
matematico na licenciatura: principios e propostas

Aula 11
Funcdes cubicas: interpretagao visual de Funcao racional: modelagem explorando
derivadas; uso de ferramentas digitais para a relagdo entre diferentes éreas da
visualizagdo e conexao entre os conceitos matemaética através de problemas de
de retas secantes e tangentes otimizagdo com objetos geométricos
Aula 7 Aula 12

Funcao racional: retomada de
conceitos fundamentais de fungdes,
como dominio, limite e gréficos; foco na
compreensao conceitual e erros comuns
na educagdo basica

A derivada como uma reta tangente
ao gréfico em fungdes afim, quadratica
e clbica; uso de ferramentas digitais
para visualizagao

Aula 8 Aula 13

Relagdo das derivadas com
velocidade e aceleragédo

Funcdo racional: assintotas

Técnicas de derivagdo para Modelagem como abordagem de ensino;
fungdes polinomiais problemas de otimizagao
Aula 10 Aula 15

Técnicas de derivagéo para

~ ) . Prova 1
fungdes polinomiais




Calculo diferencial
com fungoes polinomiais

UNIDADE 2
Exponenciais
e logaritmicas; o N

li ~ Equagdes e inequagdes exponenciais;
apucacoes potenciais erros de estudantes da educagio
das derivadas basica ao aplicar as ferramentas conhecidas

na resolugdo dessa nova familia de equagdes

Na segunda unidade, expandimos as
ferramentas e conceitos de calculo
diferencial que foram introduzidas na
unidade anterior para o universo das
fungdes exponenciais e logaritmicas. Logaritmos na resolugéo de equagdes
Ointuito & fund heci exponenciais; aspectos histéricos sobre a
INtUIto € aprofundar o conhecimen- origem do conceito de logaritmo
to sobre as caracteristicas dessas fun-

¢coes e, em um segundo momento,
permitir a aplicacao desses conheci-
mentos na modelagem de novos fe-

némenos. Ao final dessa unidade, séo Logaritmos na resolugéo de
introduzidas algumas técnicas de de- equagdes exponenciais

rivagcdo que podem ser usadas para
outras classes de fungdes. Nao faz
parte dos objetivos deste curso a pra-
tica exaustiva dessas técnicas, pois o

curso da maior énfase ao entendimen-
to profundo das fungdes elementares. Fungéo exponencial:
Entretanto, as técnicas foramincluidas modelagem e gréficos
por constituirem ferramental que pode
serusado em outrasdisciplinas e, por
isso, € importante que os estudantes
estejam familiarizados com elas.

Atabela abaixo é uma sugestao de or-

ganizagao para as aulas dessa unidade Funcgao exponencial: modelagem
e graficos; préticas interdisciplinares
) ] via problemas que envolvem

ao ensino e aprendizagem de mate-
matica que podem ser discutidos ao

comindicacao dos topicos matemati-

longo dos encontros.




Formacao do conhecimento pedagégico do contetido
matematico na licenciatura: principios e propostas

Aula 11

A derivada de fungao exponencial

i i Regra do produto e quociente
vista como limite g proau quoci

Aula 7 Aula 12

Técnicas de derivagédo de Regra da cadeia; potencialidades de
fungado exponencial uso de softwares para obtencéo de
derivadas mais complexas

Aula 8 Aula 13

Técnicas de derivagdo de Resolugao de problemas aplicados;
funcao logaritmica conexdes entre essa metodologia e a
modelagem matemaética

Aula 9 Aula 14

Funcdes nao elementares (produto,

quociente e composta): gréficos;

potencialidades de uso de softwares Resolugao de problemas aplicados
para plotar gréfico de fungdes na

educagdo basica

Func¢des nédo elementares (produto,

. L Prova 2
quociente e composta): otimizagédo
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Descricao geral de um conjunto de aulas

Aulas 5,6e7

CONTEUDOS DO BLOCO DE AULAS
e Modelagem de um problema aplicado
e Funcoes cubicas

e Grafico

e Valores maximos e minimos

e Dominio

OBJETIVOS DA DISCIPLINA ABORDADOS NO BLOCO DE AULAS
e Discutir as caracteristicas das funcoes cubicas

e Introduzir o conceito de derivada a partir de um problema de otimizacao
e Aplicar o conceito de derivada para uma funcgéo especifica
e Aplicar modelagem para resolver um problema aplicado

e Utilizar multiplas representacoes na resolugao de um problema

Descricao geral do bloco de aulas

1. O blocode aulas tem inicio com a apresentacao do problema de
otimizacao do volume de uma caixa de papel sem tampa construida
a partir de uma folha tamanho A4. Em um primeiro momento,
segue-se uma abordagem compativel com o ensino meédio, em que
0s estudantes constroem fisicamente as caixas, medem as suas
dimensoes, calculam o volume e identificam o maior valor obtido.
Essa abordagem é descrita no repositorio de recursos educacionais
multimidia da Unicamp (M3 Matematica Multimidia, [s.d]);

2. Emum segundo momento, a investigagdo migra para o ambiente
digital e sugere-se que 0s estudantes explorem a construgcao com o
auxilio de algum software de geometria dindmica, possibilitando a
analise de mais valores de x, grafico da funcéo especifica do problema
e da funcédo em sentido mais geral. Nesse momento, identificam-se
propriedades visuais do ponto de maximo dessa funcéao particular,
permitindo que na proxima aula isso seja algebrizado. Uma sugestao
de construcao dindmica que pode ser usada nessa aula esta disponivel
na secao de recursos da plataforma GeoGebra (Douglas, [s.d.]);
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3. Na ultima parte, apresenta-se o conceito de derivada como a
inclinagao da reta tangente ao grafico, entendida como uma
secante quando a variagao em x se torna cada vez menor. Com
isso, aplica-se 0 conceito de tangente a funcéo especifica do
problema usando a notagéo de limite para calcular sua derivada.
Ao igualar esse resultado a zero, obtém-se valores que sao
analisados levando em conta o grafico discutido na aula anterior.

SUGESTOES PARA A AULA

Note que esse bloco de aulas segue a proposta de iniciar um conteddo com
uma atividade que seja compativel com a educagao basica e, como consequ-
éncia de uma discussao cada vez mais profunda, atinge conceitos e ferramen-
tas tipicos do ensino superior.

O problema escolhido € formulado como uma questao de modelagem
e € resolvido pelo uso de multiplas representacoes. Esses dois aspec-
tos devem ser discutidos e salientados ao longo da sequéncia de aulas
para que os futuros professores estejam cientes das suas caracteristicas
e potencialidades.

Outro aspecto relevante se refere a como o conceito de derivada é tratado: com
menos énfase na pratica de aplicacéo de técnicas de derivagdo e mais énfase
na motivacao para criagdo do conceito e no seu significado conceitual. ISso se
alinha a nossa visao de que tecnologias devem ser incorporadas de forma mais
orgéanica ao trabalho matematico. Como atualmente € muito simples ter acesso a
softwares que sdo capazes de aplicar técnicas de derivacao, esse aspecto pode
sermenos enfatizado em um curso para futuros professores da educacao basica.

Também queremos salientar a grande variedade de representacoes que podem
ser usadas ao longo desse bloco de aulas: construcoes fisicas, tabelas de da-
dos, plano cartesiano, construgoes digitais e representacoes algébricas. Todas
elas aparecem naturalmente integradas a forma como o problema esta sendo
discutido ao longo do bloco de aula, permitindo, inclusive, a conexao entre elas.
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