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A exist3ncia de pontos de retorno num sistema evolutivo con­

trolado, significa poder recuperar alguns estad_os do sistema, após 

um tempo finito. Há vários problemas interessantes neste campo. En­

tre outros: qual o tempo mínimo para se recuperar um estado (recupt 

nvel)?; qual a relaçaõ entre os estados recuperáveis e os estados 

atingíveis à partir da origem em tem~o finito?; em que conjUJ1to de­

vemos procurar os possíveis estados que retornam1; - é possivel pe-

riodicizar soluçoês1 ••• etc. etc. Autores focaram alguns destes 

problemas (v. t1J [2] e [:,l) mas de qualquer modo a teoria geral na 

11teratura, ainda f incipiente. 

la eecção t introduzimos alguns fatos básicos sobre as equa­

çoés integrais lineares de Volterra-Stieltjes, na 2 abordamos o 

problema dos pontos de retorno em tempo livre, fi~1to, e na secção:, 

abordamos o problema dos pontos de retorno essenciais (a definição 

~ dada na secça'b) em tempo fixado. 

1 - Eguaco"'es integrais lineares~ Volterra-Stieltjes 

A teoria destas equaçoes em cujo !mbito nos movemos é devida 
. " •• eua porção eubstancial a C.S.Honig. Para maiores detalhes, entaõ, 

ver [4] e [5] • 

Dado (o,~cm e X um espaço de Banach, definimos a sem1-va-- -
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riaçaõ de g [o.w] - L(X): 

onde D -é o conjunto de todas as partiçõ'es, 

do intervalo [o,w) • 

Se SV (g] <<X> dizemos que g · é de semi-ve.riaçaõ limitada e 

escrevemos g E SV{ [o,v] ,L(X)). Observemos que SV é uma semi-nor 

Dhemos que f: [ ·o,v] --.i: é funça~o regrada e escre..-emos 

f ~ G( [o,w] .x) se f tem somente descontinuidades de primeira•~ 

pécie. 

Para g ( SV( lo,v] , L(X)) e fE. G( (o,v) ,.i), existe a in­

tegral interior (ou do tipo Duehnik) 

1 (f) • 
g 

• 11m 
4~ D 

J .dg(t).f(t) • 
o 
ldl fu (g(t1 ) - g(t1_ 1 )) f(s.i) E X 

Dado Q • { [o, v) x [o,.JJc IR2, e denotando 

c!iEemoa que aatiafaz: 



o 
(D) U(t,e) •o, 

para todo e E [o,v] e todo x E. X, temoe 

(onde U .x(t) • U(t,a) x) a • 

.• sup SV [utJ ~d) 

· O! t~< 1f 

Se ao invés de (Dº) , U 11atisfaz 

U (t,s) • Id. • 

então eecrevemoa U é. G~. sVU (Q,L(X)). 
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·A equaçaÕ integral linear do tipo Volterra-Stieltjea é: 

(K) x(t)-x(o} + 1• d11 X(t,slx(a) • u(t) - u(o) 

onde K, G ~.sVU(Q,L(X)) e as funço"éa :x, u €. G( to,vJ ,X). 

Usaremos o drmo controle para a :função u, em (K). ·Em ·~ 

ral consideramos u( t )€ r c.'.I (o.!:- t ~ w), onde r é um subconjunto 

não vazio de X. 

Denotamos estes fatos por u t _ G r ( [ o,:z:] ,X) e o sistema 

(1:) por (l:)r. Fazendo :z:(o) • x, então: 

(X) 
r 

t 
x(t)-x + J-d8 

l:(t,s).x(a) • u(t) - u(o) 
o 
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Sob certas condiçoes. (v.Th. 3.4 de [4] ). que considera­

■oe satisfeitas aqui, a única solução regrada x(t) de (K). (pa­

ra cada u(t)) é dada por 1llll resolvente 1lE- G~ ST"(Q.L(X)) asso-

.ciado a X, segundo a expressão: 

t 
(! ) ~(t) • u(t) - R(t,o) [ u(o)-:z:] - JdsR(t,e}u(s). 

o 

O reso.lvente R satisfaz, para todo :z:E: X, a fórmula: 

R(t,e)x - x + J.d X(1,tr ).R(~ ,e) x • O 
o tr 

2 ~Pontos~ ret8rno 

(t,e E lo,w)) 

_Dado o sistema (K)r e tE (o,v] dizemos que XéX é um 

ponto de ret&rno em tempo t e ·denotamos o conjunto de tais pon-

toe por <R(t,x,r ), 88 existe 

I' imediato o fato: 

11. é G ( [o,v) ,X) r 
~(o). x • xu(t) 

tal que 

PROP. 1 Dado (K), para todo ~ E. (o,v] .. <R(T,X,.X) • I. 

Para todo XE X, o contro.le u(t) • X(t,o)x. gera a soluçaõ 

constante xu(t) • x. 

Dado (X)r e definindo o conjunto !Q.! pont9s atingíveis em 

tempo Tí (o,vJ, à partil· da· origem como 

1l E. G ( (o,v] ,X); r 



- 215 -

temos, através da fórmu1a (f) da secção anterior. tR(T.x.r) rela­

cionado com A(T.x:.r ): 

PROP. 2 • [I-R(T,0)] CR('l',X, r ) • J.('1',X:, r ) 

onde R é o resolvente associado a X • 

.Dado r e 'X, tal que r + r C r._ • é imediata também a 
o o o o 

PROP. 3 

,, 
entao 

( [6] , Prop. 2.1 e Prop. 2.2). Dado ~E. (o,v) se velem: 

(1 ) .l(T,I, r ) • :X e 

( 11 ) X t CR(T.X. r ) (ou entà'o X(t,o):x E- f • para todo 

. "/ye X, 3 Uf: u-r ( to,TJ,X) tal que xú(o) • x e 

~('!') • Y• 

Devido à Prop. 2 acima e ao fato que R(T,O)E L(X), 

temos 

(1) Se! ('1',x,r) é convexo, aberto, fechado então 

CR,'1',I,r) é convexo, aberto, fechada,respectivamente, 

x + Ier(I-R(T,o)) c.CR(T.K,r) 

Seja IR(K, r) • ÜR(t,K, r) 
h (o,'I() 

Se x E <R(I:, r ) podemos definir 

't(:z:) • inf {t E (o,v1 xE4l(t,K, r>) ~ [o,v]. 
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O conjunto R(K,r) ~ P se o conjunto 

X(t,o):z: f r , t, [o,w)} 

for n2C'o vazio, pois <Rc(K,.r )CCR(K,r ) 

E'possível provar também que 

PROP. 5. (R(K, r ) 'i ~ ....,. Qlc ( K, cãl"') rJ 9 

onde 'cõTf' é o fecho de envoltoria convexa der. 

Se x ( (n(K, r ) , visto ser Óbvio que nem sempre 
X E <R( & (:z: ) , K, r ) , perguntamos em que cond içoes é poes Í vel garantir 
este fato. Usando argumentos de Fattorini em [2) , temos 

PROP. 6 Ser é limitado e X é reflexivo e separável enta"'t> para 
todo x~ IR(x:,r ) com t1(x) ~ o • vale 

xe.R(~(x), X,r) 

Levido ao fato de definirmos soluçoes de (X) em (o,w] 
com v <rD e doe argumentos de densidade em (7) • consideramos em 
outro ertigo (em preparação) em 1! luger•o conjunto dos pontos 
xu(o) • X~ X• tais que depois de um tempo t. :z:..i(t) é tão próximo 

de x quanto se queira e em 2! o conjunto doe estados iniciais 

~(o) taõ ~róximos de x quanto ee queira,e • X 

para algum t ~ (o,v) , e suas relaço'lis com dlt t , K, r) e dttk,r ). 
A próxima secção trata com estes tipos de argumento. 
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, - Pontos de retorno essenciP-is !!!!_ ~ !!:~ 

S~ja :z: ~ X. Dado (Jr)r , dizemos que :z: ~ um ponto ~ ~-

no essencial, em tempo 'l' E ( o,w) se existe u E Gr( [o,T) ,X) tal 

que ¾_( o+) • xu('r-) • x 

Nesta secção consideramos T ( (o,v] fixado, e os valores 

u(o), u(T), xu(o), xu('l') imateriais, porisso assumindo-os nulos. 

No que segue usaremos a estrutura e1djunta associada a (E:), 

desenvolvida em (8) • 

1:inear: 

temos 

J. condição xu(T-) • xu(o+) pode sur vista como um vinculo 

T J doC (tlx(t) • l.t [x] • xi(!-)-x(o+) • o. 
o . . ' . 

Pelo teorema de representação em [ 4], Th. 1 • 11 

o se t • o 

o( ( t) • { 1, ae o ( t ( T 

o se t • T 

Beja o operador 

T 

% t X V-- Jx • J. d ot. ( t ) • R ( t ,"o ) X lt: 

o 

- [R(o +,o) - R(T .:.,o)] X 

onde dado u, G;•SVu(Q,L(X)) ( I .. o,. ou I)., estão bem definidos 

(T. (41, 2.9 ) 011 operadores: 

U (a +,b) • lim U (a +1, b) 
J-,10+ 

tJ {e :.,d) • limU (c +J ,d) 
~-o-

e 

(a,b,c,d L [o .. ) ) 
~ • .1. • 

1 
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Westa secção vamos assumir que JX é fechado em X. (o que é sem~re 

Terificado seJ por exempJ.oJ X é de dimensâ'o finita). 

J. equaç~ adjunta associada ao problema (K) + (F-<) (v. [8] ,p.115) é: 

T 

y(s) + /. X(.,s )t' ci;r( °' ) 
8 

T 

}. X( l, o) dy( °' ) -= o{. ( s) • ~ 1 
o 

com y~ {z ~ BV( [o,TJ ,L(X)); z(o)-= z(T) .. o}. 

Pelo Th.4.1, ainda de [8), temos que sendo JX fechado em X, 

são equivalentes: 

doe. 

c!efinir 

·1f; 

(1 ) UE. G( [o,T),X) gera a solução xu com 

(11) Para todo 'J', solução de (K; )
0 

vale 

! 
} d

8
y(s );u(s) .. o 

o 

Depois disso, podemos começar a eetabelecar alguns resulta-

Dado o, r cX e denotando G r( (o,TJ ,X) por Gr podemos 

! 

.. {u~ Gr : 1 dsy(sh1(s) .. o, ~,. sol. de ex:; >o'J 

@r ., (u E:1Ç : u(o+) • u(T-)} 

Dada a sequência u(n) 

t 
u(n+1) (t)-= ..[d

8
X.(t,e).u(e), 

Tal.e: 
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PR0P. 7 Se u €(Pr (n= 0,1,2, ••• ). 

..JwD.._. Se y é aoluçâo de ( X:"") e ,a 6 ~r , T&mos- demonstrar que 
o(. o . 

-lt 
'Usando a expressão de (K "'-) 

0 
acima, e notando que o 3! fator 

da igua1dade é independente de s , tnios 

- j-d
8 

( 1 K(l ,s) dy('t )). u(s) + 
o l!I 

'1' ('fEX e o/s,(.'f) 

+ 't' ( l d "' ( r )u ( a- ) ) 

.Aosim 

T T - Jd -/:da- y(cr ) . K(cr ,a) u(s) +'f(u('r-)-u(o+)). 
O l!I B . 

Usando a formula deDirichlet ( [4] 

tado ( )( ) • 

'rh. 2. 6) temos o resll! 

Deste modo provamos a l'rop. 

Um corolario imediato devido à. i ·gualdade ( * } acima é : 

C0R0LARI0 Se K(t,s) ',; ., o para todo t,11 l[o,T] e té r • então 

Gr .1'(X e portanto todo ué Gr .força uma aoluçã;o :z:u com 

(X) • r 
Dada, por exempio, a equãção (uma E.D.o, na realidade) eaR 2 

t 
x(t)-x.(o) • 1 d

8
(~~),:z:(e) e u(t) - u(o) 
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com u E G r 
I 

onde r • { {~); rt. IR} • Estamos então nas condiço~ee 

do corolário • 

• 
PROP. 8 Dado u Gr então 

~(o+)• R(o~, o) u(o+) • 

• 

~- Pela fÓrmu.1a (f) 

o+ 
:r:u(o+) • u(o+) - .[-d

8
R(o~,s}u(s). 

Por 2.9 de [4] temos entã'o 

~(o+) • u(o+) - [Id - R(o+,o)] u(o~) . 

Pela definição de u(n) e por 2 .9 em I 4) , temos imediata­
mente, a segunda igualdade • 

Definindo o conjunto oas condiçÕee iniciais essenciais de 
(X) r como sendo 

podemos afirmar 

PROP. 9 
em X). 

I o conjunto 'J esta em relação biunivoca com r (o fêcho de r r 

Dem: Ueando a formula (R•) da eecç-;'o 1, vemos que 
o+ 

R(o+,o)x • x - /, d K(o+,s ). R(e,o)x-= /o' s (:r:" X) 
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,., 
A Prop. 8, conclui a demonstraçao. 

1 imediata a seguinte caracterização dos elementos de iÇ• G;, 
(usando novamente ( [4) ,2 .9) ). 

PROP. 1 O (1) u,~. (1.~ •• força uma solução~ com X-u(o+) • 

e xu(T -)), 
I 

se e ao ee 
T 

R(o+,o)u(o·d • u('l'-) - }dsR('l':.,a)u(s) 
o 

(U) u,(?r ae e ao ae 
T 

(I - R(o+,o)] u(o+) • - l dsR('l'.:,a)u(s). 

Dado o subconjunto de "Jr , 

então temos o 

COROLA.RIO ( 1 ) (Rr • ~ ( ~ ) 
T 

onde SQ,u • u(1•-) - j d R('l'.!.slu(s) . . o 8 

(11·) Se X€ IR e x • ~(o+) entao x • X-u+T(o+), r . 
para todo TE .Iler IO, • 

Pinalizando este artigo podemos propor: 

PROP. 11 Suponhamos que existe i f o com X E R( o~.ó fr ('\ r, 
e que existe UE 6:- com u(o+) • ~ eu(t)'. Gr 

lntaoCRr tem ao menos l pontos. 



- 222 -

~ !!!.!: vamos mostrar que u(o+) e u(l)(o+) eao diferentes. 

Suponhamos o contrario. Então 

(I - X(o+,o)) u(o+):o 

Como por hipotese u(o+) ,.. R(o.;,o)J onde "l, l: r • então 

e assim ~ e o. 

l'ortanto xu(o+) = R(o;,o}u(o+)=f R(o1\o}(K(o+,o)u(o+) ,.. xu (o+} 
( 1 ) 

pela !Top. 9 acima. 
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