PONTOS DE RETORNO EM EQUACOES INTEGRAIS LINEARES DO TIPO
VOLTERRA-STIELTJES EM DIMENSAO INFINITA

(MAT-I.M.B-USP)

A existéncia de pontos de retorno num sistema evolutivo con-
trolado, significa poder recuperar alguns estados do sistema, apos
um tempo finito. Ha warios problemas interessantes neste campo. En-
tre outros: qual o tempo minimo para se recuperar um estado (recupe
rdvel)?; qual a relageo entre os estados recuperdveis e os estados
ating{veis & partir da origem em tempo finito?; em que conjunto de-
vemos procurar 0s posa{veiu estados que retornam?; = é possivel pe-
- riodicizar solucgoes?... etc. etc. Autores focaram alguns destes
problemas (v.[1][2) e [3]) mas de qualquer modo a tecria geral na
literatura, ainda é incipiente.

Na secgdo 1 introduzimos alguns fatos bdsicos sobre as equa-
¢cdes integrais lineares de Volterra-Stieltjes, na 2 abordamos o
prodlema dos pontos de retorno em tempo livre, finito, e na secgdo3
abordamos o problema dos pontos de retorno essenciais (a definigdo

é dada na seccad) em tempo fixado.

1 - Equag¢des integrais lineares de Volierra-stieljjes

A teoria destas equagoes em cufo émbito nos movemos € devida

em sua porgdo substancial a C.S.Hgnig. Pera maiorés detalhes, entsdo,
ver [4] e [5].

Dado [o,W/CR e X um espago de Banach, definimos a semi-va-
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rinceo de g : [0,w] — L(X):

| .

Sv[e] = aug {sup 1 (g(ty) = glty_(Nxy xge X, (1] ¢ 1}
de =

onde D € o conjunto de todas as partigbes,

dmfom ity mr by =)
do intervalo {o,w] .

Se SV [g) <0 dizemos que g é de semi-variacdo limitada e
escrevemos g€ SV( [o,w] ,L(X)). Observemos que SV é uma semi-noz
ma.

Digemos que Zf:[ o,w] ——X ¢é funcdo regrada e escrevemos
t e 6 [o,v] ,X) se f tem somente descontinuidades de primeira es

pécie.

Para ge SV( lo,w) , L(X)e € G( [o,w) ,i), existe a in-
tegral interior (ou do tipo Dushnik)

A
r (1) = [.ag(t).f(t) &
lal
= 11 - .-
Fra (g(ty) - g(t,_4)) f(8;)eX

onde 8, € (t; ,, t,).

Dedo G = { [o,v) x [o,v)JcR?, e denotando

t(s) =T (t) = u(t,s)

digemos que UcG;.Sv“(Q, L(X)) , se satisfaz:
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(v}
(D) v(t,s) = o , s>t

(") para todo B ¢ [o,w] e todo x € X, temos

U’.xe G( [0.'] px)n

(onde Ua.x(t) = U(t,s) 1) e
© (sT®) 8Y[0] = sup SV[Ut]co
-ottsw

Se ao invés de (D°) , U satisfaz

N4
(.4

(o%) U(t,e) = I8 - , s

ont.a."o escrevemos U € G;.SV“ (Q,L(X)).

A equacao integral linear do tipo Volterra-Stieltjes é:
(K) x(t)-x(o0) + jo. d, E(t,s)x(s) = u(t) -ule) (oztsw
onde K EG:.SV“(Q;I‘(I)) e a8 fungoes x, u ¢ G( [o,¥] ;1).

Usaremos o térmo controle para a funcdo u, em (K). Em ge

ral consideramos wu(t)e Mex (o tg w), onde 1" ¢é um subconjunto

nédo vazio de X.

Denotamos estes fatos por ue -Gr' {Co,x] ,X) e o sistema

(K) por (x)r . Fazendo x(o0) = x, entdo:

1
(x)i‘ x(t)-x + {-d, E(t,8)x(s) = u(t) - ulo) (we o ).
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Sob certas condig¢des, (v.Th. 3.4 de [47] ), que considera-
mos satisfeitas agui, & uUnica solugdo regrada x(t) de (K), (pa-

ra cada u(t)) €& dsda por um resolvente Re G;. SVu(Q,L(X)) asso-

.ciado a K, segundo a sxpressdo:
t
(8) x,(t) = ult) - R(t,0) [u(o)-x] - /a4 _R(t,s)uls).
. °

0 resolvente R satisfaz, para todo xe X, a formula:

(R*) R(t,8)x -z + j-dc, E(t,¢ ).R(c ,8) x = 0 (t,s € {o,w])
°
2 - Pontos de retdrmo
Dado o sistema (K)f‘ e te (o,w] dizemos que xcX ¢ un

ponto de retdrno em tempo t e denotamos o conjunto de tais pon-

tos por ®(t,E,l ), se existe ue Gp( [o,¥] ,X) tal que

x (o) =x= x (t)

B imediato o fato:

_ PROP. 1 Dado (K), para todo T € (o,v] , ®(T,K,X) = X.

Para todo x¢ X, o controle u(t) = K(t,0)x, gera a solugdd

constante xu(t) = X.

Dado (K)r| e definindo o conjunto dos pontos ating{veis em
tempo T€ (o,w] , & partir de origem como

A(TE, )= {x,(T); weG ( [o,v] ,X); x,(0) = o],
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temos, através da férmula (§ ) da secgdo anterior, R(T,K,[" ) rela-
cionado com A(T,K,I'):

PROP. 2 [I-R(T,0)] ®(T,X,T) = A(T,K,I) (2c (o,¥1 ),

onde R € o resolvente associado a K.

bedo [[cX, tal que [;+ T;C l:, , ¢ imediata também a

FROP., 3 ([62 , Prop. 2.1 e Prop. 2.2). bado Te¢ (o,w] se velem:
(1 ) A(T,E,T) =X e
(i1 ) =xe (R(T,K.l"‘) (oun entdo X(t,0)xe ' , para todo
t< [0,T]) ),
entao .VyeX, Jue GI‘ ( Lo,71,X) tal que zﬁ(o) fzx e

xu(T) =Y.

Devido & Prop. 2 acima e ao fato que R(T,0)€ L(X),

temos

PROP, 4 (1) SeA (1,K,[' ) & convexo, aberto, fechado entdd
®R{T,KE,I" ) ¢é convexo, aberto, fechado,respectivamente,
(11) Se xe R(?,K, ') entad

x + Ker(I-R(T,0)) c ®R(T,EK,I" )

Seja ®R(E, T ) = UR(t,x, )
4 te(on)

Se xe®(XK,T ) podemos definir

©(x) = inf {te(o,w] : xe®(t,K, M)} € [o,w] .
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0 conjunto ®R(E,") # P se o conjunto
R (KT ) = {x ¢ K(t,0)xel, te¢ [o,)}
for ndo vazio, pois ®, (Kl )c®(K, )
_ E possivel provar também que

PROP. 5 R(E,[')¢ ¢ =@ (K, col) ¢9
onde col' & o fecho da2 envoltoria convexa de [ .

Se x¢ ®R(K,T ), visto ser dbvio que nem sempre
xe®(2(x), K, ), perguntamos em que condigdes é possivel garantir

este fato. Usando argumentos de Fattorini em [2]) , temos

PROP, 6 Se I' é 1limitado ¢ X é reflexivo e separdvel entsdb para
todo xe R(K,I' ) comB(x)# 0, vale

xe R(2(x), K, ')

Devido ao fato de definirmos solugoes de (K) em [o,w)
com wcew e dos argumentos de densidade em [7), consideramos em
outro ertigo (em preparacdo) em 1% lugsr-o conjunto dos pontos

xn(o) = x¢ X, tais que depois de um tempo t, x (t) € tdbo préximo

de x quanto se queira e em 2? o conjunto dos estados inicimis
xn(o) t20 prdximos de ¥ quanto se queira e = X
para algum te (o0,w) , ¢ suas relagcés com O(t,K, ) e (K, T T,

A préxima seccdo trata com estes tipos de argumento.
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3 - Pontos de retorno essencisis em temvo fixado

Seja xé&X. Dado (K)P , dizemos que x é um ponto de retor-

no essencial, em tempo T € (o,w] se existe u € Gr( fo,71 ,X) ta2l

que zn( ot = xu(‘l‘-) = X

Nesta seccao consideramos T¢ (o,w) fixado e os valores

u(o), u(T), xn(o), xn(T) imateriais, porisso assumindo-os nulos.

Ro que segue usaremos a estrutura sdjunta associada a (K),

desenvolvida em (8] .

A condigéo x (T-) = x (o+) pode ser vista como um vinculo

linear: r

(r, ) Ja (1x(¢) = 2, [2] = 2(2=)-x(04) = o.
(-] . . P

Pelo teorema de representacdo em [4], Th.1.11

o se t =o
Semos () = {Iyse o(t(T
o Be t=T

8eja o operador

T
XeX v— Jx = /-dd-(t).R(t,'o)x =
: (.

= [R(o %,0) = R(T ,0)] x
onde dado Ug G:’,svu(q,:[.(x)) (=0, ouI), estio bem definidos
(v. (4}, 2.9 ) os operadores:

U(a +,b) = 1imU(a +3,b) e
' 3do+
U(c .-pd) = 1im0 (c +3 rd)

T—o (8,B,c,8 ¢ [0,T]).
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Nesta Bec¢fao vamos assumir que JX é fechado em X. (o que & sempre

verificado se, por exemplo, X é de dimensao finita).

A equacas adjunta associasda ao problema (EK) + (F.() (v. [8],p.119 é:

T T
(%), w8) + [ R dv(z) - LKGz,0f a3z ) =a(a)y
8 [+ 3

(Yex® ¢ o¢mgT),

com ye& iz & BV( [0,T] ,L(X)); 3z(0) = z{T) =0} .
Pelo Th.4.1, ainda de [8] , temos que sendec JX fechado em X,

sao equivalentes:

(1) uwed([0,7),X) gera a solugéo I, com

L [ x,] =0 (1.6; com x (o+) = x (T-))

(14) Para todo y, solucao de (K: )ovale

T
j-dBY(s).u(s) = 0
A ‘

Depois disso, podemos comecar a estabelecar alguns resulta-

dos.

Dado o€ IcX e denotando Gp([c,TJ,I) por G!“ podemos

definir »
‘H/r = {ue Gy 3 J:day(s)n(s) =0, Vysol. de (K; )o"J

Cp = {ueT ; ulo+) =u(1-))

Dada a sequéncia T(n)

t
u(o) = ueGr 'll.(n_H) (t) = /o:dux(t,ﬂ).u(ﬂ) ’ o¢ tg? |M’le-

vale:
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PROP, 7 Se u e(Pr. entao u(n)e’n; ’ (B= 0,1,2,+00)0
Dem. Se y é solugao de (Kc: o © ne€ &, , vamos demonstrar que

T T
(*) ’ofnday(s).u(s)-: - [-dsy(a)-n“)(a)-

Usando a expressao de (K:)o acima e notando que o 3¢ fator

da igualdade é independente de s , temos

T T

»>
f- a,y(s).u(s) = —/—d, (j-x(z »8) dy(® )).u(s) +
[+ . (] -]

J (YeX e o ¢sy¢?)
+ ‘l”(/dd(")u(r))
o

AnBim

T T by
l' ﬂsY(B)-u(B) = - /d’ '[ - ylo ).;(U ,8) u(s) +Y(u(r-)=ulo+)).

(]
Usando a formula deDirichlet ( {4] Th. 2.6) temos o resul
tado (X% ).
Deste modo provamos a Prop.
Um corolario imediato devido A& igualdade (% ) acima é :
COROLARIO Se K(t,s) )} = o para todo t,s e[o,TJ e y¢ r, entao

G[‘ .'ﬂ’x e portanto todo wue Cn forga uma solugio x, com

L [’n] =0 em (x)r .
Dada, por exemplo, a2 equagao (uma B.D.0, na realidade) e.nz

t
x(t)=x(0) + fd'(g:).x(ﬂ) = u(t) - u(o) (ostym)
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eom u€E GI‘ , onde = {(g); Tre R} - Estamos entfo nas condigoes

do corolario.

g

PROP. 8 Dado u Gr, entao

x,(0+) = R(o+, o) u(o+).
X(n)(o*) - K(O;, O) n(n_1)(0+) ,
Dem. Pela formula (¢ )

o+
x_(0+) = u(o+) -[. d_R(o+,8}u(s) -
Por 2.9 de [4]) temos entao
xu(o-t-) = ulo+) = [Id -~ R(o+,0)] u(o+).

Pela definigao de Un) © Por 2.9 em[4] , temos imediata-
mente, a segunda igualdade.

Definindo o conjunto das condigses inicieis essenciais de

(K)r como sendo
3r - { xu(o+); ue Gf‘}'

podemos afirmar

VA i _ .
PROP. 9 O conjunto Dl‘ esta em relacao biunivoca com [ (o fécho de I
em X).

Dem: Usando a formula (R™) da secgao 1, vemos que
.

o
R(o+,0)x = x ~- /-dBK(O*".B). R(s,0)x = (xec X)
: ©

=x ¢ K(o;,o).(n(o;.o)x).
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A Prop. 8, conclui a demonstragaeo.
B imediata a seguinte caracterizacao dos elementos de lr. br,

(usando novemente ( [4] ,2.9))

PROP. 10 (1) ne‘r (1.é., forca uma solugao x, com x,u(o+) =

‘xu(r -))'
Bo ¢ BO’ se ’ -

T
R(o-o:,o)u(o-r) =u(T=) - deR(T-'-,s)u(a)
;)

(11) neﬁ:’r se e S0 se
by

I - R(o+, (o+) = = ). d_R(T<,8)u(s).
[ (0+,0)] u(o+ Za 8)u(s

Dado o subconjunto de ‘a,, :

®. -{ x€ X; 3 ne Gf‘ ,xu(o-r) - x - xu(T-))
entao temos o

T
COROLARIO (1 )R = I0( . ) onde i@n = u{1r-) - /~d R(T-=,8)u(s)
- r r ‘ . o ©°

(11) Se x«¢ th exX = H(o”. entao x - x,u"(o-#),

rara todo ve Xer {Q .

Pinaligando este artigo podemos propor:

PROP. 11 Suponhamos que existe ¥ # o0 comye R(o+ rnt

e que existe mne (P com u(o+) = ‘6 eu

(m* %
Bntao Rr tem 20 menos 2 pontos.
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Dem: vamoe mostrar que u{o+) e u“)(o-f) sao diferentes.

Suponhamos o contrario. Bntao
(I - X(0+,0)) ulo+)=0

Como por hipotese wu(o+) = R(oJ-,o)'Z' onde geF , entao

[I - K(o+,0)] R(o;,o)z =g=0

e assim ¥ = o.
Portanto x (o+) = R(0+,0)u(o+)=+R(0+,0)(K(0+,0)ulo+) = Iu( (o#)

1)

pela rrop. 9 acima.
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