


Diagnéstico em anélise discriminante

Sueli Maria Beltrame Reigada®

Silvia Nagib Elian?

! E-mail: smbreigada@uol.com.Br

2 Departamento de Estatistica
Instituto de Matemética e Estatistica,
Universidade de Sio Paulo
C.P. 66281 — S30 Paulo, SP Brasil
E-mail: selian®ime.usp.br

Resumo

Este trabalho apresenta medidas de diagnistico em andlise discriminante em duas situaches
principais: para duas populacbes com matriz de covariinda constante e duas populagies com
matrizes de covariinda desiguais (andlise discriminante quadrética). £ estudada ainda a abordagem
Bayesiana para a detecgdo de observagBes Infiuentes. No final do trabaiho examina-se também as
medidas de diagnistico para a andlise discriminante miiltipla, ou sefa, quando se tem mais que duas
populagdes. O estudo é complementado com a aplicacio das principais medidas estudadas  a um
conjunto de dados reais.
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probabilidade de dassificacdo Incorreta,



1. Introdugdo -

Amaamsobnarﬁlkedkcﬂnimmbunmsobmmoémmm,m
apmmmmamimmnmmmahhém
explorada.

Oenad:ﬁ:ohequemamemesedeparacomopmmdecomodetenaretfaw

obsmac&esapammaﬂplcas.&sepmﬂemaﬁcamaiscunpﬁcado quando se analisa
dados multivariados, uma vez que um outfier muitivariado ndo ¢é ficil de ser definido,
deMoasmMmﬁﬂcamPodeulgirdeuananundemcompom
w«mmmmmmm,ommmﬁmmmmm
de locagdo e escala como por exemplo, vetor de médias e matriz de covaridncias.

Bsacomﬂwdadefazcomqueospmedmrmdemsehnd&oradosmmo
cuidado de se proteger contra certos tipos de problemas como por exempio, distorgdes da
correlacdo, em que a presenga do outiier pode indicar que as variveis s3o relacionadas quando
na realidade ndo o sdo, Némdomis,deve—seteremmemequeumobsuva;éoﬂgada
discrepante para um propésito, pode ser considerada normal para outro.

O objetivo deste trabalho é apresentar as medidas de diagnéstico em andfise
discriminante definidas pelos principais pesquisadores do assunto nos ditimos 27 anos.

Essasnndidaslndkampomosqmpodunmrlmhaxiandonangndedocacaow
mwmacmmhmwmmm”pmamde
mantélos ou ndo em seu estudo.,

Omwmmﬂmmﬁugﬁmmmsmzmm
as medidas de diagnéstico em andlise discriminante para duas populacdes e matriz de
covariancia constante. Iniclalmente s30 abordadas as medidas baseadas na fungdo de influéncia
de Hampel (1974). Em seguida, s30 apresentadas duas estatisticas fundamentais das quais varias
mwmm«mdacmapmnm*wmm
s3o mencionadas.

ASe;éoBmdadete:;éodeWMmmmmnSobesa
abordagem, séo definidas medidas de influéncia globais, locals e individuais.

IhSecéoQ,séoapmenhdasasmdﬁdasdedagﬁsﬂeouﬂizzdasmaﬁﬁse
discriminante quadritica, que & utlizada geraimente quando as matrizes de covarifncia s3o
diferentes, apesar de ser uma anélise menos robusta.

ASecboSsedsﬂmaabudarastascpedmnobsuvacﬁsinﬁueMsem
anaiise discriminante multipia, ou seja, quando existem mais que duas populacdes.

Uma aplicac3o das medidas de dlagndstico a um conjunto de dados reals encontrase na
Secdo 6 € a Secdo 7 finaliza o trabalho apresentando algumas conciusbes.



2. Diagnéstico em andlise discriminante com duas populagdes e matriz
de covariancia constante
2.1 Fungao de influéncia em anilise discriminante

Na andlise de diagnéstico, quando © procedimento estatistico adotado envoive
estimagio, uma estratégia comum na determinacdo de pontos influentes é proceder a0 ajuste
com ¢ sem o ponto suspeito e comparar as estimativas obtidas. Nessa linha de estudo, Campbeli
{1978) sugeriu o uso da fungdo de influéncia, proposta por Hampel {1974).

O objetivo principal da fungio de influéncia tedrica é calcular a influéncia de um
particular ponto X no parmetro de interesse, de modo que valores altos para essa fungdo
indicariam que x temn grande influéncia no parametro.

Em andlise de grupos multivariados, caso em que o parametro estudado ervolve mais
que uma populagio, a funclo de influéncia é determinada exciuindo uma observacdo de
apenas um grupo.

Campbell {1978} considera o caso em que o vetor aleatSrio X tem distribuicso normal  p-
variada com média p; e matriz de covaridncia I, para X pertencendo 3 populagdo x.j=1,
2, eutiliza fungdo de influéncia definida a sequir

“Suponha g populacdes com funcdes distribuicdo Fg Fa—, Fa—, Fy, seja 0=T| F;
Fa~v, Fa~, Fg. um pardmetro geral, obtido a partir das fungbes de distribuicdo Fe , k=1, ~,
& Paraumvalor x do vetor aleatorio X, a funcdo de influéncia /7{x; 8 ) & definida como:

. [6-8 PR R —— 2
I(x;ﬂ):lnn T] emque 0O<s<l, 9=T(F) R F=(ﬁ....,F,,...,F‘)
e F,,=(l—s)ﬁ+sb’, é a fungdo distribuicso £ apds sofrer perturbacido no ponto x, sendo
5 uma funcio de distribuicao que assume probabilidade 1 no pornto x.”

Considera-se inictalmente perturbagtes em L e Rj. sendoque E=wLp +w,L. .
I, € a matriz de covaridncias para a populagio x 1 , Ly, € a matriz de covaridncias para a

popuiagioxz, w +wy; =1 e w;>0.Os pesos m e w: 330 adotados UMa vez que 3S aMOSUTas

podem ter tamanhos diferentes, entdo w; = Py e wy,= e 5
m+n ™ +ny

Tomando a funcso linear discriminante y=1x=8Z'x emque §=p,—p,, ea
distincia de Mohalanobls A = (g, —p, Y E7 (5, -, ), calculase os parSmetros apés a excluslio
de um elemento da populacdo x 5, (ver Reigada {2005, pg- 8) |, e usando a nota¢3o * sobrescrito
para os parametros apés perturbacdo tem-se:

B =py re(x—py)=py +5z com z=3-p,
e

=§+2z , L =(l-emE+ewz’ e EV =(l+emE —emEia'st.



Para obter a funcso de influéncia para a distancia de Mahalanobis A = §'E™15 , obtém-
se primeiramente A’z(l+swl)A2+25¢—awl¢1 emque ¢=3%"z, eapartrdai a
funcso de influéncia I{x;A?)=wA? + 29 —w, g2

Podese calcular a funcso de Influéncia para as medias discriminantes I'p,:
l(x:l'n,)=w,l'p, +é-wdm+m em que 1 =z'2“p,, € para os coeficientes da fungdo
discriminante 1= £'s  : I(x1) =wi+(1-wg)E "z, mas como essa quantidade é um vetor, a
fim de se obter um valor mumérico caicuiase a fundo de influéncia para 11:  I{x11)
= 2wt +2(1-wg) £z (Reigada |2005}, pg. 14e15).

Sendo | = I'5 o vetor de coeficieres discriminantes, ¢ pode ser escrito como I'z que
¢ equivalente 3 diferenca entre o escore discriminante 8 'x © sua média discriminante para a
primeira popuiagdo, I'p, :
$=12=8E(x-p,)=8Z x-8T "y, =L x-I'p,.

Caiculando a esperarga e variancia de ¢, para x pertencendo 3 populacio x; que foi

perturbada, tem-se: E(#):E(&I}Z"z)zo e Var(g)= A?, portanto ¢~ N(O,Az),e ‘,:%
temdiwibdt;éomrirnlpadrao.‘romando = g, aﬁ.n;&odeirlhénciaparaA’ pode ser
escrita em termos de ¢, como: I’(x;Az)zw,Az-kZM, —w.Azdf,.

Ahnxéodeinﬂuéndapodesertorﬂdeladaconnmvaﬁavﬂm Ina vez que
é uma transformacao do vetor aleatdrio X.

Se X tem distribuicdo normal multivariada, estd demorstrado na Segio A2 do
Apéndice que a distribuigdo de probabilidades da funcao de influéncia para a distancia de
Mahaianobis (A%} tem assimetria negativa.

Tomando a funcdo de influéncia para a distincia de Mahalanobis com ¢ nio

padronizado, I{5:A)=w,A? +26-w#? e derivando em relagio a ¢, obtémse o ponto de
méximo para 4:711-, assim, 1_,(;;A2)=w,A2+;l-l- )

Campbeil (1978) sugere o uso de 1,,[x;4?)= 1o (5:82)- 1{x; 42), diada por
I (a2)= wit(i-2m,A8, +w2Rg2).

Esta variavel aleatoria & sempre positiva e, como 1{x; A®) tem assimetria negativa, segue
que 1_(:;A’) tem distribui¢3o positivamente assimétrica.

Muttiplicando e dividindo I,,(x;?) por 42 obtémse 1:a?)= w,A’G, -w{'A")z.



Como ¢, ~N(a1) entso (g, ~wi'a™)~ N,f-wi'&™, 1) e usando o Resultado A3 do
Apéndice, segue que O, —w,"A")? =b’—w,'lA")l" Q, —w,"A") tem distribuicso quiquadrado

ndo central com 1 grau de liberdade e pardmetro de nio centralidade (w,"A")’.

1l A?

Portanto 2
w A

tem uma distribuicio quiquadrado ndo cemtral com 1 grau de

liberdade e pardmetro de ndo centralidade (w,’A’)".

Observa-se entiio que a distribuicdo nula de I_(:Az)éq:iqndradocomungraude
iberdade, sendo assim a distribuicio esperada na inexisténcia de pontos discrepantes.

2.2 Principais estatisticas no dlagndstico em anifise discriminante

Fung [1992) apresentou duas estatisticas fundamentals no diagnéstico em andlise
discriminante. Uma delas é a medida ¢ apresentada na segdo arterior. Tomando a regra
discriminante de Fisher em que uma observagdo x é alocada na populagdo W se
&, —i,)'S"xz—;-(i|—i.,)'s"i,+%(i,—i,)'s"i,, chegase a iz-%o’, em que

#=(%, -%,)S(x-X,) & D éaestimativa para a distancia de Mahalanobis.

Portarto, a medida ¢ é importante tanto na discriminacio quanto na andlise de
influéncia.

A segunda medida & d},:(x,—'i,)s_'(x,—i,) i=l--,n;, j=L2 . Healy {1968)
utiliza essa estatistica em testes de normalidade e também com o objetivo de detectar outliers
sob normalidade.

Assim como o residuo e o ponto de alavanca em regressdo, Fung {1992) aponta d} e
;,:i'(x,—i',) como estatisticas basicas para detectar outliers e observagdes influentes em
ansiise discriminante, uma vez que virias medidas de diagnéstico s3o escritas em funcda detsas
duas estatisticas.

Para fachitar a notagho serio usados os termos dP ¢ ¢ nas préximas segbes. Fung
[1995-a) mostra que, assintoticamente, d,® & distribuida como Y5 [ p= dimensso do vetor X )

e % tem distribuicio N[0, 1}. Esses resultados assintdticos slio muito importantes uma vez

que cakulando-se estas estatisticas para os elementos amostrais, valores maiores que oS
respectivos valores criticos da distribuicio quiquadrado e da distribuicio normal sdo indicadores
de pontos influentes , ver Reigada (2005, pg. 25).



23 mmMamam incorreta

Emanélkedlscﬁninamecomdﬂspomapmbawﬂdadededasﬂﬁcaﬁo
incomreta (PCI) é definida como  PCT = AY2)(1-q + A2/1) q emque
Hi/j]-pmbabﬂldadededassiﬁcarunaobsuvamm x quando ela é de x;

g = probabilidade aprioride x,
1- g = probabilidade aprioride x;.

Quando as probabilidades a priorf s3o iquals, PCI= %P(2ll)+%l’(112). Sabese que

[ae) =0{-2—A),emque0(.) éaﬁm&odedsﬁbuk;éoaumﬂadadadwiukéomnndpadﬁo.

Fung{1992) propde uma medida de diagndstico com base na diferenca das estimativas
das probabilidades de classificago Incorreta definida como

T [ ——

sem a observacdo j do grupo 1.

Apés vérios calculos obtémse DPCI,s%{ﬁ_wé)’(‘,’z_gmz)\%;f],

que depende dos valores de 3, e df.

Critchiey ¢ Vitiello {1991), independentemente de Fung{1992) determinaram duas
ﬁlaﬂsdcasprimipalsquecompbeasmedldasdeinﬂuénda.Séoelasa‘aﬁpkaﬂdade’,qmum

o pape! da medida d,2 eadiferen;aemreomomdxmmﬁneardaobsewaﬁoeo
escore discriminante linear de sua média amostral, que comresponde & medida ¢;,. Os autores
detamirnmmnmeddadelnﬁuémhcomoobjeﬁwpﬁﬂpddemlduaoeﬁmanf

pmduzidopelaelimlm;&odeunadricaobserva;&o / da amostra proveniente de x, . Desse
modo, chegam a medida

Afm=("l+"z'11:&2_ 1. ii(’u)”"'l-l}z }’ que oSt relacionada com a

wiln -1 w'(n, -1)-ai(xy)

probabilidade de classificaco incorreta visto que ACT =w{%].

2.4 Medidas baseadas na média quadritica

Na anilise discriminante com duas populacdes, uma boa regra de alocacio é aquela que
minimiza o custo médio de dassificacio incorreta ou seja, consiste em alocar xe {de origem

Prixoex /d) cfi/2) 1-¢

desconhecida} em x; se o{x,)= Pr, e12m>c(211) T . € em x; caso contrdrio,




sendo que c{l/]) » custo de classificar uma observacdo em = quando de fato ela pertence ax,, 1,

- j=1,2, 1 =} Aplicando a fungdo logaritmo obtém-se

(s, -ma) =7xg -%(m —p2) 7, +15)2 1,,[3‘2’_,_?;.1:1],

q
Tonnndoesaregadiscﬁnﬂnamedem,m“mdem
Incorreta iguals e usando estimativas das quantidades desconhecidas, alocase Xo em =) se:

i'[,.-(_*ﬂz_‘zl]m[‘_;i].ﬁumm r[,,_if;:_le]_h("_‘l) Sdercaminatn

q

bgalbmdam&odaspvobabﬂidadsest‘unadas(log-o@‘). Na maloria dos casos, admite-se
I-q-q,eﬁomqmﬁ“ﬁmimmmaw Xo.

Fung (1995-a) propés a medida E [DLO;}' que & 2 midia do quadrado da diferenga
entre os Jog-odds da amostra toda ¢ da amostra sem a observacdo /:

ey} emae §y-for=(-1 EzBLE) (G o ")ﬂm-)
Para esse ciiculo fol utllizado  E(DLO,Y =Var(DLO,)+ E*(DLO,), chegandose a
E(DLO,Y =(w,B, +w;B,} +V

moe ekl o nehd

=2t 4} +cnb -cnraih
A =c h G- ha,
== +c(f,¢, hg.{ +(f.¢.+hg,)ed’]

n-3 b — 1 1
f = » b= "L . h= ) = 2
' 1+d? (m -1n-2) m-1 R 1+5d?

Essa medida também & fungiio de ¢, e d?, e detecta observacbes com grande
influéncia no logaritmo da razio das probabllidades estimadas [escore discriminante quando 1 -
9=q)

Adicionaimente, Fung {1996-b) obteve medidas de dlagnéstico condicionais ao fato que
a observagdo x esta préxima do plano discriminante, uma vez que essas observagbes sdo dificels
de classificar . Fung (1998) mostra que a medida condicional tomada para probabilidades 2 priar!
Iguais & assintoticamente proporcional & medida DPCI, proposta em 1992 pelo mesmo aitor.



3. Dehec;éodeobservacbshmmmmm
3.1 Densidades preditivas e divergéncia de Kullback-Leibler

Utitizando demldadsprediﬁvas,quesaoabasedaanémedlsmninameﬂaysiaa
estuda-se, nesta secdo, a influéncia que as observagdes tém sobre aspectos inferenciais tais como
abaﬁodeMobsem;bs,upamﬁouMpoﬂaﬁsedetemaodambabﬂMade
kaPMUacempom.hmmmﬁommde
infiuéncias definidas por Johnson [1987). Em adi¢io & notag3o ja utilizada, sejam
ovetor de parametros {py, pa, ), que serd denominado por 4,
X,comdistribui;éomm:alpvariadacondkiomlaosparénmos,
d,deﬁridocomocoqﬁ.nmdetodososdadosobsewadosx,, L2, i=12.m,
PlO/x). j=1,2, adensidade 2 priorf para & sobx,

P18/ d, %), densidade 2 posteriori para 6 sobw, e

mealeawnodeobsewacéﬁﬁmuas,lndependemedoconﬁmdedados.

com distribuic3o condicional aos parametros A, (u;, I ) sob x,
Nomfoqueﬂayslam,opmﬂemadepmﬁséodeohsuva;ﬂsﬁkuasém

utilizando-se 7{y/d). que € a densidade & posteriori da quartidade a ser prevista, ¥, dada a

amostra observada 4.

Essa densidade, denominada densidade preditiva 2 posterionide Y dado d, & definida
comosendoasperan;aapomioﬁdademldadeavmstralparav:

1,®)=rGra.x,)- [Moro.x)ploran e, vz,

4

P 2 essa laclio 2 distribuicdo & pasterioride 6 dada a amostra .

Se o vetor de parametros 8 é cormecido,ademidadepndﬁvaparaY(sobleseréa
densidade amostral N( . /6, x).

Quando 8 é desconbecido, Jolwison‘l’an obtém densidades preditivas aproximadas,
Mﬁmupmamwmcmmm
possibilidade seria o uso da priorn de referéncia

P01z, )l 3 jor2, (3.)
sendoque,combasenessadismcao,GeIsser(Im.W“IMa densidade preditiva :
Yire, ~ Sf,5,0+n;)3)

que ¢ a distribuicio &Studert  pvariada com v graus de liberdade, vetor de locagio X e

COm ¥

matriz de dispersio (1+n;‘)§,emtpe

v=n-p-1, ijzi% e §=v"i~2(x‘—i‘Xx,—il)=v"(n—2)s .

=l =l
Com o objetivo de avallar a discrepancia entre duas dernsidades preditivas, Johnson
(1987} usou a medida de divergéncia de Kufiback-Lelbler [1951) :



=57 [ 2.
Se £, & a distribuicdo N(n,.L,), verificase que:

21(7,,1,)= oy - 1) 25 G - 0T 27 - mlm, 2

Quando 7, & a densidade #Student com 1y graus de liberdade, vetor de locag3o oy e
matriz de dispersso )y, ndc é possivel caicular 1/, f,) expiicitamente. Face & complexidade na
solucao das Integrals ervolvidas no calculo, aproximase tal densidade por uma densidade

normal multivariada apropriada.
Johnson (1987) propbe aproximar a densidade fstudent por uma densidade normal

com parametros |y e I; de modo a minimizar I(.S'l(ﬂ,,c,,l‘).wj.zl».\ldﬂ:a-uqmo
7
infimo dessa expressdio é atingidopara p;=a; e ijﬂ—ldl.
=
Dessa forma, a estimativa normal 6tima para a densidade rStudernt Si(r,j,ul,ll) é

=M o)

Do ponto de vista de inferéncia, a comreta alocacdo do vetor pvariado y, bem como a
determinacdo de ply] . depende do grau de separacio entre as populacdes, assim, esses
objetivos estdo refacionados entre si.

Ouando o objetivo & alocar y em xy ou =3, 2 regra 6tima consiste em alocar yem x; se:

e - Ab)
)P a3 v =55 Gy
Quando os pardmetros sdo conhecidos, utillza-se
inolr) =i s ~ma) By =5 o - 2oy +2)

que ¢ a funcio discriminante de Fisher quando as probabilidades ¢ e | — g forem iguals.

Se 9 ¢ desconhecido, os parametros s3o substituidos por suas estimativas. Utilizada a
priori de referénclia (3.1) calcula-se o logaritmo da razio das probabilidades estimadas {fog odids}
& posterior como:

ln(o(y)):!ni+ /V’_i’x.s. com xy=1+n' e Ky =l4ng'.
l‘q /V,X:.Kzs

3.2 Medida de infiuéncia global, local ¢ individual

Os conceitos de medida de influéncia global, local e individual foram definidos por Johnson
{1967). Uma medida de influéncla é dita global quando avalla 0 quanto uma observacio afeta
dols ou mals aspectos da andlisee Uma wvezx que a dernsidade preditiva



j}(y/d,z):jN(ylﬂ,:j)p(ﬂll,zj)ﬂ envolve virios elementos — fungdes densidade,

probabilidades, dados, parametros - analisando o efeito que as observacbes tém sobre a
mmwmmmmum

Conforme descrito na Seg0 3.1, para medir o efeito de efiminar a observacio x,, f=1,
Z.Wn‘,naj-ésimdensldadepredmva. Johnson (1987) emprega a medida de divergéncia
simétrica de Kullback-Leibler, Na impossibilidade de  caicular I Sun) expiicitamente, &

necessario usar aproximagses.
Se utilizada a priori de referéncia (3.1), a densidade preditiva obtida & Sl(r;j,u,,l]), em

que 7,=n-p-1, ).,:(Hn;‘)g e a;=T, . A aproximac3o normai 6tima para esta
densidade é N[a,,(q—”’—)ljJ , sendo que ;=X , e a2 matriz de covariincia é aproximada
-2
J
n-2 s.
n-p-3

Amedidadelnﬁuénclaelocalqw:domedeoefelmde uma observacdo em um
objeﬁvolnfaencialespecfﬁco.talcompauemplo,algm estatistica de separagdo. Para
Mroekﬂodemnobsemac&omlogaﬂumdarmodaspmbabﬂwadumm
{1987) comlduouasperancadoquodemedmasmddasmmeauséndada
obsemdeMda,dunnimdaupuancadobgwimndarazaodaswobabﬂidadu
estimadas ¢ definida como:

ElLO, = E h{%} m“amémdammtmmm

)
todos s dades, /(5)=0)+(-a)sls) e o)=L A0)
-9 £0)
Seaeﬂmfsﬂaﬂo.prosm.lndkaqueapmpensaomdoarmm
obsewa;&oyemnénmrordepoisdeeﬂrrinadaaobsewagaoi.
Pannndhoefelzodaobsuva;éolmbgaﬂmdamaodaspmbabmdadsm
amostral, © autor comsidera o logaritmo da razio das probabilidades estimadas  relativo
amostral, definido como :

"(‘n)

z n
LORAM, =n™ In N LB R
n ;zag {“m(;n)} ”

4. Obsem;ﬂesﬁﬂuenmemarﬁﬁsediscﬁmhamm

Nesta secdo, sdo propostas medldasdediagndsdcoema%edbcﬁnﬁmteqtndﬁtka,
€aso em que as matrizes de covariancia sio diferentes.



Partindo de dmspopdacéummnhpmadascomveMdemédhsmemizde
covaridncia g,ecmmmmm populagbes, sejam

i,, }.:,. j=L2 os estimadores ndo viciados dos vetores de médias e matrizes de covariancia.
Mmpmmmawemmwmwmaw

Mmammmwwamm“wx.memw)

paraogmpocommaiorsﬂmaﬁvadadensidade,ousejaaloax.emmse

(x.—i,)'f:;'(x.—il)+logtﬁ||<(x.—iz)'i‘.;‘(x. "iz)”"SF:il {41
e caso contrivio, alocaxe em =z.
Uma vez que a regra discriminante quadritica (4.1) depende da funcio densidade,
analisase o efeito das observagles nas densidades estimadas.
Considerando-se a eliminac3o da observagdo /do grupo 1, témse as estimativas X,q e

£ sem essa observagso, produzindo a densidade f;), normal muitivariada com média X

€ matriz de covaridncia £,q. Nesta andlise, as estimativas de pardmetros da populago 2 nio
sdo afetadas.
Fung (19963} propbe o uso de medidas que levem em conta a estrutira da andlise
discriminante quadratica, ou seja, a probabifidade estimada que uma observacdo x pertenca 3o
y }j(x)
grupo / determinada por p(x)=—;—-—.—. para j=12.
T 5@+ 146)
Estudase o efeito da observagdo 7 nessa probabiliidade atrawés do cilculo de
E,[i:,(x)—-ﬁ,(,,(x)]’ =12, emque jp,,(x) &aprobabilidade estimada que uma observagio

X pertenca ao grupo / depois de efiminada a observacdo { Calculando-se essa esperanca com
base na distribuic3o empirica, define-se a medida de diagnéstico de probabiiidade quadrética
refativa :

POR, =%§:ﬁ_}lﬁ.(x.)—ﬁm(w)f o dxL2em

Para medir a infiuéncla da Hsima observagio no logaritmo da razio das probabifidades
estimadas, a medida proposta por Fung (1996a) &

m&=%ii[m{h(xn)}_ i»u.)(x..)”’ LT

= Y Panxg)

o135 ) o

Er
2R (x5 )= "bﬂlill'(’n -5) 56 ‘in)*""ﬂiiml*(‘n -%ip) Zipn )
O termo R}(xj.) pode ser escrito como iog];(x)—bgju,)(x)r. devido a0 cancelamento da

estimativa da densidade para o grupo 2, que ndo ¢ afetado. Sendo assim, ¢ mais razodvel
propor medidas de diagndstico para o grupo da observagido efiminada como
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LOQRG, =;ll'zl:i°8.;}(xxl)“|°8iun)(‘lh)r =%ZR|2 (xlk) em que
2R, (xyy )= ‘]"Bffl'* (o -5 27 (o -, )+ bgliml+ (e ~%i) Zity i ~Tig)-

5. Observagdes influentes em analise discriminante para g grupos
ilWMmm&Mﬁmm
pertencer a determinado grupo

Nesta secdo sﬂoaprsentadasasmeddasquedehﬂamobsewa;&ainﬁmﬂsem

AuﬁmaﬂvadapmbablﬁchdedewnaobservaﬁodewigundmoﬂvecthMua
um certo grupo tem papef importante em andise discriminante. Fung { 1995-b) sugeriu quatro
medldasdediagnésﬁcoparaavallaroqmnmmsesﬂnmas podem ser afetadas pelas
observagées.

Seja xp, /= 1,2,...,g, k=1,...,n; umaamostra de tamanho
nem+m+ ..+ ng selecionada aleatoriamente de g popdacéegdemodoquex, temn
disﬁbuig&onormalp—varladacommédhu, e matriz de covaridncia .

A média amostral do grupo j & denotada por X, e 2 estimativa da matriz de covariancia
2= (ap -5, Jp-5) Mr-g) -
J &

Se q; ¢é a probabilidade a priori de que uma observacdo xp de origem desconhecida
venha da populagdo § /=12, .. » . @ estimativa da probabilidade de que Xo pertenga ao
grupo/ é:

quj(xl) =l g ou
Bylxs )*qufj(x.) J=1l-.g ou seja

. q; EXP["(‘. —i,)'i"(x. —i‘)IZ] .
= = =12, g. {5.1)
Pj(‘o) qu pram —(x. _ijE., (x. o i;rﬂ J 4
J

Essa quantidade é muito importante uma vez que, quando os custos de classificagio
incorreta s3o iguals, 2 regra de classificacio é obtida aftocando-se Xe MO grupo § tal que ﬁj(x.)
é méaxima.

Quando os custos ndo forem iguais, aloca-se xp na populacio x; com 2q,p,(xk(j/i)
=
inj

minima.
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Para determinar elementos Influentes no cikculo de i),(x)sedmadommeo

método da omissdo de observagdes. Se X, Lé&sima observagdo do grupo &, 7= 1, 2.9,
i=1,2 .. %, &aohservacio eliminada da amostra, a média do r-ésimo grupo fica:

i,(ﬂ,:i X e as-demals médias n3o sdo afetadas. A matriz de covaridncia resultante &
14"'_1
Vi
dmﬂdacomof:(m.
Apbs a retirada de x4 a probabifidade estimada, bj(x.), & cakulada através da
expressdo (5.1} usando as estimativas para a amostra reduxida. Irdiicando esta estimativa por
Pyen(x). @ infiukncia da observagio retirada & calculada como 7,(x0) P jimy(8o) € com base

nela, Fung (1995-b} propbe as seguintes medidas de diagnéstico:
a) diferenca absoluta das probabllidades estimadas

DAP"'—‘i.zM)‘f—ﬂM o ’-l,z.—-g' I-I,z.--.llr

J=1 k=t
b} diferenca quadratica das probabilidades estimadas

DQP‘:iilﬁf(qu:m(n)]’ ———ry e Lzl
=

c) diferenga absoluta dos fogaritmes das probabilidades estimadas

Dw,=£ihﬁ’(")‘bgi’"”’(‘ﬂ, 1,29 /L2
7 k=t L
d]  diferenca quadritica dos logaritmos das probabilidades estimadas

DOLP, =£i[‘°85/(lk)‘:’sﬁnm(‘p)r ik lg. e, A

Ji k=t

mwmmﬁwdoownaowdadomxmm
m(l”ﬂlmq:n,nmmuﬂMﬁBmademmw
estimativas Bayesianas, os resultados serlam similares.

Os diagnésticos de influéncia propostos medem a influéncia total, pois sdo definidos
sobre todas as observacbes da amostra, mas pode-se também usar medidas pava um grupo
especifico, por exempio,

K- i°8f’ (x;)—logﬁ m)(’n)r
DQLPG,(,,,_; - 3 £ .
MMomaWthmemmM
os elementas do grupo /, /= 1, w.. As outras medidas também podem ser definidas desse
modo.

Em um estudo de simulagdo, Fung (1995-b) observou que as medidas quadriticas DQP
e DOLP fornecem resuitados similares entre si e meihores do que as medidas absolutas DAP e
DALP, e as medidas DALP e DALP , que itiizam logaritmos, sdo superiores. Sendo assim, 2
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medida DOLP seria preferivel dentre as quatro medidas propostas. Foram usados também
diferentes conjuntos de probabliiidades & prion, e os resultados foram préximos, sendo que a
andiise com as probabliidades & prior! Iguals se aproximou mals do conjunto de probabilidades
2 priori real, o que indica o uso de probabilidades a priorf iguais quando n3o se tem informagdes
sobre as probabilidades a priori verdadeiras.

5.2 Medidas baseadas na probabitidade de classificacao incorreta

Prosseguindo sua pesquisa em andlise discriminante maitipla, Fung {1996~} calaudou a
probabilidade de classificacdo incorreta, sob 2 sequinte regra de classificacao:
Um vetor aleatério xo , de origem desconhecida, é alocadoem x se Xo € &, sendo que

R, = h[Zﬁlk B x4 By -y Ny < 0] (52)
iy
que é uma forma altemativa de definir a regra discriminante de Fisher.
A probabilidade de classificacio incorreta para %o € §, /=1, 2, .., g, s0b a regra de
alocago (5.2) &
PCL, =1-Glbys.+,8; 400,55, o127 bg)

emaque by =AT" . B =(a,-mJEy-p,) &adistancia de Mahalanobis entre as

populacdes jek parak=12 ..g e k=]
Glb. .8, 51,8, 111, by ) € @ fungio distribuic3o de uma nonmal multivariada, de modo que

e RN Y P ) nzl,<b,J

ke j

zZ~ N{O,1) e wv(z,,z,):w, ke ], 1]
2844 .
Note-se que a probabilidade de classificagso incorreta & fimgio somente das distancias
entre as médias populacionais.
Uma vez que o critério mais comum para estudar a influéncia de uma observacdo € o
método da omiss3o, seja x4 2 observagio / do grupo r eliminada da amostra. Sob essa amostra
redizida obtém-se nova regra de classificagdo bem como diferentes estimativas para os

PCIE
parametros e para a probabilidade de classificagdo incorreta que fica mq,,:i-%
=

mumﬂéamdechsﬁﬁcmmwudammmduw
] eliminando-se a observacdo { do grupo 7 O efeito dessa cbservacho na estimativa da
probabilidade de dassificagdo incorreta ¢ avaliado pela diferenca PCEE- PClEgy.
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Finafizando, Fung [ 1996-) obtém a fungao de influéncia para a probabilidade de
classificacdo incorreta.
Se a r-ésima distribuicdo é pertirbada, 7= 1, 2, ..., g, entdo a fungdo de influéncia para
A’x &dada por
w,Azj,—w,,fi Jjrrk+r
Ici= ] WA+ -wiy  j=r 53
WA -2 -w i  k=r
em que 4,:(-,—;.,)2": e Z=X-p,.
O autor apresenta a funcso de influéncia para a probabilidade de classificagdo incorreta

para um elemento da populacido j com a résima distribuicso perturbada, x ; PCJ), escrevendo-
2 a partir de fxcA%,)

. L ‘SG(b RO JYRN PPRLIN ) I(x;Ai')
I(Lpaj)__;g 1 (flb,, L2; 27 @,

kwy

emquel[x;A’_p) édadoem [5.3) e %) € 3 derivada parcial de
*

2 A2 _A2
G()= nz, <by |, emquez, ~ N(0) ¢ oov(z,,z,):k‘LZA:l:—"‘)

in
1».

. 12 j k2]

6. Aplicacdo das medidas em um conjunto de dados

Oobjeﬁvodstasecéoéodaaplkacaodasmldasaplmaunm@mde
dados reals. Para esse fim foi utilizado um subconjunto do conjunto de dados obtido no Centro
deEnaﬁsﬂcaAp“cadalCEA)dohﬁmdeMaeBhﬂsﬁadaWdeS&
Paulo {IME-USP]. Tratamse dos dados referentes ac Relatério de Andlise Estatistica (RAE-CEA-
le)mbnopmjewzﬁobghdemconﬁdadedemqﬂalsemedorequnﬂom
mammwmammrmwmm(m
Singer e Lourenco [ 1994)).

Em cada animal capturado, foram medidas 26 caracteristicas. Na analise discriminante
feita no projeto, mmam«mmmmmmm
mcmmﬂoq&apmummuﬁwm pois utilizava
apans4mddas,canl%deadmkchnﬂcadoshxonehmuﬂgeuwammnn¢ode
88 animais, 13 do grupo 1, de marsuplais, e 75 do grupo 2, de roedores. As quatro varidvels s3o0
cmdmmmlmLmﬂmodaM[m),conwﬁmdopﬁm)ewm
do peio do dorso {mm).

mmummwmmamaw
feita em Reigada {2005} iniciouse com o teste de homogeneidade de matrizes de covaridncias
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{Morrison (1976, pg 252) ) para determinar 2 medida mais adequada a0 conjunto de dados.
Toda a programacao foi feitano  software S-pius.

Uma vez que o teste apontou para matrizes de covarincia diferentes, utilizou-se
primeiramente a medida LOORG , para andlise discriminante quadratica:

LOQRG, = nllgiosji(‘u)‘losjm)(‘n)r = %Z&z(‘lk)
em que

2R (3y)= _bg'ill (- 5) B Gy - 5 )+‘°8'inml +lge —i,m)):‘.,‘"»(x“ - ;1(1)) .

Tal medida apontou as observacbes de niimeros 3, 8 e 13 do grupo 1 e 6, 9, 10, 20, 21,
29, 41, 67 e 73 do grupo 2 como as mais influentes No logaritmo da razdo das probabilidades
estimadas, corformne Figura 6.1.

Grifico da cstatistica LOQRG; Grifico da estatistica LOQRG,

13
)

Loarat

21

2

Figura 6.1 Grificos da estatistica LOORG

Apesar do teste de homogeneidade de matrizes de covariincias indicar covariancias
diferentes, para efeito de ilustragio, foi verificado também o desempenho das demais medidas.

As Figuras 6.2 a 6.6 530 os grificos dos valores destas medidas de diagnistico para
ambos as grupos.
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gl e

em que i dly)) =lnzqua+(m "l‘z)'z"Y";'(h -p) E7 (),

Grafico da estatistica LORAM, Grifico da estatistica LORAM,

: 4 s s w w
nimero de chesrvapio
Figura 6.2 Grificos da estatistica LORAM para o grupo 1 e grupo 2.

o Ixa)owmatrzg-we?,

Griéfico da funclio de influéacia, grupo 1 Grifico da funcio de influéncia, gropo 2

T

180
160

néamero da observacio niimero da observagiio
Figura 6.3 ~ Grifico da funcdo de influbncla
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o LE&)-w-w?f

Grifico da esiatistica Im, grupo 1 Grifico da estatistica Im, grupo 2
EA
g
§~
s e &
8_
s_
odl | | ‘ i | o ] cHJ;./MLJ.[ .ﬂlﬂlﬂ.n
: 4 6 8 w o m P o o
nignero da observagdo nimero da cheervagiio

Figura 6.4 - Gréfico da estatistica 1, (x; A%).

o-32)
. DPCI, =

[ﬁ_w,;,rcif _3,2/u2)+%;,2J .

4D(m -1
: Grifico da cstatistica DPCl, Grifico da estatistica DPCI,
1 3
E 4
ly |

[ 4l )

00009
[
—
|
iy
e

990
L

Figura 6.5 - Grifico da estatistica DPCI para o grupo 1 e grupo 2.
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. & ["1 +ny ~1132 1 b)) wi'f

=y e, Y (o Ty |

Grifico da medida de Critchley, grupo 1 Grifico da medida de Critchley, grupo 2

3 ;-
3 3
24
[ i
i-
L ;
’lgl_l!l |!L1‘ ¥
wimero da observagiio
Figura 6.6 - Grifico damedida A’y .
. E(DLO, = (w8, +w,B, ] +V

Grifico da estatistica E(DLOY, grupo |~ Grifico da estatistica E(DLOY, grupo 2

;
e bl b ] :MLJIJMLLLNJ‘L

Figura 6.7 — Grifico da estatistica §OLOY® .

Observando os graficos, selecionouse as observagies que apreserntaram os malores
valores para as medidas em reiacdo as demais, dentro de cada grupo.
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Notase que, para o grupo 1, as observagdes de nimero 8 e 13 foram apontadas por
todas as medidas, sendoqueaobsewaﬁoden’.nem!ddxoudeserapontadaaperaspeh
estatistica /(x ;) . J4 para o grupo 2, as observacbes 20 e 67 foram indicadas em todas as
medidas e 3 observacio 73 deixou de ser indicada apenas pefa medida /{x :A%). No grupo 1,
dshmasobsava;éui&eﬂ,emgmpo& as observagdes 6, 20, 25, 33, 38,41, 67 e 73.

Compiementando a andlise grifica, séoawmamdobyﬂcosdoﬁpoqq
mqumawmammdeambososm Apresentase na

Figura 6.8 os valores da estatistica % contra os quantis da distribui¢3o normal padrao.

. 67> =
13 n-r 41

-]
-

# sobre O pare o grspo 1
)
.
.
.
A sobes D para o grupe 2
]
A

-
o < 'd
- b
.8 |20
1 e ] - 2 . . ’ M
gnormal padrio q-nonnal padriio

Figura 6.8 - Grélfico da estatistica % contra 0s quantis da distribuic#o normal padio.

No grafico da Figura 6.9 observa-se os valores da estatistica & contra os quantis da
distribuig3o quiquadrado.
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13

Figura 6.9~ Grifico da cstatistica d;’ contra quantis da distribuic#io quiquadrado.

Finalizando o estudo, foram feitas andlises discriminantes linear e quadritica para o
conjunto de dados, através do software Minitab.

A tabela A-1, apresentada no Anexc 4, indica as observacbes que se mostraram mais
influentes e os correspondentes vaiores de cada medida de influéncia.

Na andfise discriminante quadritica para o conjunto compieto dos dados, a proporcio
de classificacdo correta foi de 0,989, sendo apontada apenas a observacio 8 do grupo 1,
classificada incorretamente, com probabifidade 0,33 de ser do grupo 1 e 0.67 de pertencer ao
grupo 2. Na andlise discriminante finear, a proporgao correta de classificagdo foi de 0,989,
apontando também a observagdo do grupo 1 como classificada incorretamente.

Procedeurse & andiise discriminante na auséncia dos pontos 8 do grupo 1 e 20, 41 e 67
do grupo 2, por serem os mais discrepantes.

Eliminando-se somente a observa¢io 8 do grupo 1 tanto na andlise discriminante
quadratica quanta na andlise discriminante linear, obteve-se wma proporgio de 100% de
classificacio correta. A distincia de Manalanobis, que anteriormente era 35,8264, passou para
56,6779, fato que, na andlise discriminante linear implica numa menor probabilidade de
classificagdo incorreta. Com a retirada da observacdo 20 do grupo 2, a proporgdo de
classificagdo correta & 0,989 tanto na andlise inear quanto Na quadratica, | observagio 8 do
grupo 1 classificada incorretamente) . A distancia de Mahalanobis passou para 37,42, valor este
que difere pouco da distincia D? do conjunto de dados completo, que & de 35,8264,

Excluindo-se a obsefvacado 41 do grupo Z. verificamse as mesmas proporgles de
classificacdo correta obtidas quando da retirada da observagio 20 do grupo 2, o mesmo
ocorrendo nNa auséncia da observacdo 67 do grupo 2.

Excluida a observagdo 41 do grupo 2, a distancia de Mahalanobis ¢ de 38,0738 ¢
exclukia a observacao 67 do grupo 2, essa distancia & de 38,0813,
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Mmpamlommzmmmmmqm
e apontada mwmm(wm;. foi feita a andlise discriminante
memmmmmq&nam&Mrmme
«u,smquemmamnmmomamm.
€ a anica observacdo dasiﬁcadaimonetaméademmadogupol.

Observou-se também os efementos 21 e 29 do grupo 2, apontados pela medida LOORG
cmmlM&hmmﬁmwmmmmW
obtevese distincia de Mahalanobis de 35,9158 35,4021, respectivamente, valores estes bem
proximos de 35,8264 que é a distincia de Mahalanobis para o conjurto completo dos dados.
kmmmdumnmmmmmmmomwm.e
mmﬂhmmqumﬁqmmaﬂmmmeam
apenas a observagdo 8 como dassificada incorretamente.

Notase que os trés pontos indicados pela estatistica LOORG como os mais influentes,
casos 10, 21 e 29 do grupo 2, s30 aqueles que apresertam altos valores para d?, no entanto
pmmamﬂkemxﬂwMemam&cbdmporMammﬁom
significativas.

Examinando a observacio 8 do grupo 1, verificase que apresera comprimento total
ISSmcomprimenmdacaudaS?mcomprimdopé 17mm e comprimento do pelo 4
mm, Se exciuido esse caso do grupo 1, os valores minimos para essas varidvels seriam 250mm,
148mm, 20mm e 8 mm mmwm.m,mumumaw
8 do grupo 1 estio abaixo desses valores minimos, identificando-a claramente como um outiier,

No grupo 2, os valores minimos s&50 de 130mm, 46mm, 17mm e 5 mm, sendo que a
observacao 8, a principio, estaria melhor classificada nesse grupo. Sugere-se entio que se
verifique as outras varidveis medidas nesse elemento a fim de explicar o porqué de sua indus3o
Po grupo 1, e questionar se essa classificacio é reaimente correta, uma vez que sua permanéncia
o grupo 1 causa grande impacto ndo sé na distincia de Mahalanobis como também na
probabilidade de classificagio incorreta.

Deste exemplo, pode-se concluir que as medidas de diagndstico apresentadas tém o
potencial de apontar observagtes atipicas, que podem influir na andlise. Desta forma, o
pesquisador deve examinar com mais cautela essas observagdes, verificando a necessidade ou
n&odaadcséodumcm?ormhdo.amdamdemdepeﬂedo
objeﬂwirﬂamﬂemmammdopmm.

Womamammmmmm

se o uso damedida A}, de Critchiey e Vitielio (1991):
& =["'+"’" po_t, He)wf |
U men wiln=1) " willn - 1)~ (zy)

uma vez que efa fornece diretamente a distancia de Mahalanobis quando da eliminac3o da
observacio, e, consequentemente, pode-se avaliar também a alteracho da probabilidade de

ciassificacdo incorreta, visto que PCI= 0(—-—2—) .
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7. Consideragdes finais

Técnicas de diagnbstico sdo exaustivamente estudadas em regress3o, Mas pouco
Wmmmmm pmmamde
dlagndsticoemanémeascﬂnimne.de\ddoasnpo:n utilizagdo, apesar da extensa
literatura existente.

Concluindo, wcmpmmammmm
mmmmmwmmnmmm«v«m;«
cmigldawdexmmammmmmum”mmmm
dedaduémmnﬂﬁcareamasmﬁndasdemmdmwumm
n3o tivessem sido observados. Sendo assim, o pesquisador podera decidir sobre a permanéncia
ou nido desses outliiers em seu estudo, etawuaﬁparﬁrpaamaﬁnsemapmmada

dessas observagées.
Todos os calculos das medidas apresentadas estao descritos com  detathes em

Reigada(2005).

Apéndice

A-1 Resultado

Se X tem distribuico Normal pwvariada de miédia p e matriz de covaridndia I,
X ~ Ap( p, I), entlo qualquer combinago linear das variaveis 8 X =8,X; +8;X; +--+8,X, €
distribuida como normal univariada de média a'p e varidncia aIa. Também, se aX &

distribuida como N{ap . a'Es } paratodo a, entio X tem distribuicio Ap{p,E}.

A-2 Resultado
SeX ~ AL [REI)e Z=X-p - AL[0,Z), devido ao Resultado A-1,

'z 2

=1z ~~{0, I'E1}. Dessa ~ MO,1 | A Iy
p=1z -N¢( ) “"'“T’"":m”

Assim, .‘1 ) . ( ] =0,455, ’{L s 0,455) =05 e
Z} 1E]}

Plg? <oassr'zi)=0s.
Emso, El?)=1'E1, Mediana (17)= 0455151 , ousepa,
a média de §° & malor que 2 mediana e portanto, ¢° tem assimetria positiva.
Como consequéncia, ~w,A'$} tem assimetria negativa e como wiA’ & constante e

2A¢, & simétrica, ent3o 1{x,?) tera assimetria negativa.
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A3 Distribuicso quiquadrado ndo central

Se y tem distribuicdo normal pvariada com média B € matriz de covaridncia T,
Y~ M(p. Z),entio y’E"y tem distribuicao quiquadrado ndo cestral com P graus de
liberdade e parsmetro de ndo centralidade p'T 'y .

A4

Tabela A.1 - Observages mais influcntes ¢ respectivos valores das medidas de diagnostico.

Casos Estatisticas

CreP | LOORG LORAM 10AY) Imixp) DRI A, B0 § &
3

8

9

13

2

74,74 403,40 -1067 227E+01 1,09E-04 37,49 157 564 2317
73.06 44290 -15723 1,69E+02 4,86E-04 56,13 370 2708 2793
7022 -367,70 12,06 283E-4 148E-04 34,87 018 6,73 733
8532 43230 -2129 334E+01 229E-04 3881 230 21,8 2453

6 12,50 18809 -4435 76,06 675E-06 3649 0,11 827 4,66

8 1145 194,18 26,20 5,52 L02E-06 35,49 0,03 .n2 597

9 12,19 19889 -18,75 5046 5, 70E-06 36,14 0,05 887 558
10 1341 20008 .565 3737 1L,2E06 36,03 0,15 78 16,35
20 IL7T 20622 -15973 19145 1,00E05  38.19 09 .13.%2 6,82
21 13,09 18730 17,68 1403  3,12E-06 3562 0.00 523 7,76
25 1061 193,78 3054 6225 150E-05 36,34 0,14 737 9,46
29 1328 18811 2372 799  268E-06 3553 0,03 -1,89 11,39
33 11,22 191,02 -3891 7062 155E-05 3646 0,17 .79 895
38 11,46 18952 -36,51 68,22 7,35E-06 36,39 0,09 10,12 6,08
41 1134 19806 -9532 12703 921E06 37,26 037 1338 7,05
67 1252 19765 9466 12637 1,I3E05 37,26 0338 1335 759
73 1189 18887 3364 6535 103E-05 36,37 0.11 9,93 7,68
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